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Ïðåäèñëîâèå

Â ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðàññìîòðåíû ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè, íå èñïîëüçóþùåé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿ-
ùåíà îñíîâíûì ïîíÿòèÿì «íåïðåðûâíîé» ìàòåìàòèêè, ãëàâíûì èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà. Íà òåîðèè ïðåäåëîâ ñòðîèòñÿ áîëü-
øèíñòâî îáúåêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âåñü ìàòåðèàë ïîñîáèÿ
ðàçáèò íà ïÿòü ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì èç íèõ èçó÷àþòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûå
ñâåäåíèÿ î ôóíêöèÿõ, ïðîâîäèòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ êàê ïî ðàçìåð-
íîñòè, òàê è ïî ñâîéñòâàì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðåäåëîâ ñíà÷àëà
äàíî ïîíÿòèå îêðåñòíîñòåé òî÷êè íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàí-
ñòâå, èçó÷àþòñÿ òèïû îêðåñòíîñòåé è ôîðìû èõ çàïèñè â âèäå íåðà-
âåíñòâ. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôîðìóëèðóåòñÿ íà ÿçûêå
îêðåñòíîñòåé â ñàìîì îáùåì âèäå, à çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ìîæíî
åãî çàïèñàòü íà ÿçûêå íåðàâåíñòâ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Äàëåå
ïðèâîäÿòñÿ òðàäèöèîííûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäåëîâ è íåïðåðûâ-
íîñòè, à òàêæå î÷åíü êðàòêî ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëîâûå è ôóíêöèî-
íàëüíûå ðÿäû, â êîòîðûõ íà îñíîâå ïðåäåëà îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå ñóì-
ìû íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ ôóíê-
öèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíîé çàäà÷åé äèôôåðåíöèàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè ïðîèçâîëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîíà÷àëüíûõ ïîíÿòèé â ýòîì
ðàçäåëå âçÿòû äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå è äèôôåðåíöèàë,
à çàòåì äàíû îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ôîð-
ìóëà Òåéëîðà è ðÿäû Òåéëîðà ïîìåùåíû â ïîäðàçäåë î äèôôåðåíöè-
àëàõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ôîðìóëà Òåéëî-
ðà çàïèñûâàåòñÿ îäèíàêîâî êàê äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, òàê
è äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå î÷åíü êðàòêî èçó÷àþòñÿ èíòåãðàëû: íåîïðåäå-
ëåííûå, îïðåäåëåííûå è èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
×òîáû ïîÿñíèòü îáùóþ èäåþ èíòåãðèðîâàíèÿ, äàíî ïîíÿòèå èíòåãðà-
ëà ïî ôèãóðå, ïîçâîëÿþùåãî âû÷èñëÿòü ïðîñòåéøèå äâîéíûå, òðîé-
íûå, êðèâîëèíåéíûå, ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ, èçó÷à-
þòñÿ òèïû óðàâíåíèé, à òàêæå îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèé ê çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ïÿòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ
íåïðåðûâíûå îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èõ çà-
êîíû ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Çàâåðøàåòñÿ ðàç-
äåë ýëåìåíòàìè âûáîðî÷íîãî ìåòîäà, îñíîâíîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå.
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Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëüøèì
÷èñëîì ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèÿìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Öåëü ïîñîáèÿ — ïîìî÷ü ñòóäåíòàì ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îá
îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ ìàòåìàòèêè, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íîãî ðîäà ÿâëåíèé. Â ãîñóäàð-
ñòâåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ ñïåöèàëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ
ïðåäíàçíà÷åíî ïîñîáèå, íà èçó÷åíèå êóðñà ìàòåìàòèêè îòâîäèòñÿ î÷åíü
ìàëî àóäèòîðíûõ çàíÿòèé — îò 64 äî 120 ÷àñîâ. Ïîýòîìó îñîáåííî
òùàòåëüíî íóæíî îòíîñèòüñÿ ê îòáîðó ó÷åáíîé èíôîðìàöèè. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî êóðñ ìàòåìàòèêè íà÷àòü ñ ýëåìåíòîâ òåîðèè âåðîÿòíîñ-
òåé, èçó÷èâ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè. À ïîíÿòèÿ ôóíê-
öèè, ïðåäåëà, ïðîèçâîäíîé, èíòåãðàëà ââåñòè êàê íåîáõîäèìûå
èíñòðóìåíòû äëÿ èçó÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè
ýòîì ïðèäåòñÿ áîëåå ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà ïîíÿòèÿõ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè ïîäãîòîâêå ïîñîáèÿ èñïîëüçîâàëàñü ëèòåðàòóðà, ïðèâåäåí-
íàÿ â áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå. Ïî óêàçàííûì â íåì ó÷åáíèêàì
è ó÷åáíûì ïîñîáèÿì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ñ áîëåå ïîäðîáíûì è ãëó-
áîêèì èçëîæåíèåì íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ êóðñà, à òàêæå ñ äðóãèìè
ñïîñîáàìè åãî ïîñòðîåíèÿ.

Â ïîñîáèå âêëþ÷åíî áîëåå 1000 çàäà÷, îôîðìëåííûõ â âèäå äâóõ
êîíòðîëüíûõ ðàáîò, êîòîðûå ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ñòóäåíòàì ïðè
çàî÷íîé ôîðìå îáó÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò îáúåìà èçó÷àåìîãî ìàòå-
ðèàëà ÷àñòü çàäà÷ ìîæíî èñêëþ÷èòü, ðàçáèòü äàííûå äâå ðàáîòû íà
íåñêîëüêî ðàáîò, ñîäåðæàùèõ ìåíüøåå ÷èñëî çàäàíèé. Ïðè î÷íîé
ôîðìå îáó÷åíèÿ ýòè êîíòðîëüíûå ðàáîòû ìîæíî ïðèìåíÿòü â êà÷å-
ñòâå äîâîëüíî ïîäðîáíîãî çàäà÷íèêà, äîñòàòî÷íîãî êàê äëÿ àóäèòîð-
íîé ðàáîòû, òàê è äëÿ äîìàøíèõ çàäàíèé. Ïðè íàëè÷èè óñòðîéñòâà
«Ñèìâîë», ñîçäàííîãî â Òîìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå àâòî-
ìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè, ìíîãèå çà-
äà÷è ìîæíî âûïîëíÿòü â ðåæèìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ñàìîêîíòðî-
ëÿ. Êàê îñóùåñòâëÿòü ñàìîêîíòðîëü, îáúÿñíåíî â èíñòðóêöèè
ê óñòðîéñòâó.

Ïðèâåäåííûé â ïîñîáèè ïåðå÷åíü âîïðîñîâ äëÿ ýêçàìåíîâ ìîæíî
òàêæå ïðèìåíÿòü ïðè î÷íîé ôîðìå îáó÷åíèÿ â êà÷åñòâå òåîðåòè÷å-
ñêèõ âîïðîñîâ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì è êîëëîê-
âèóìàì.

Íàäååìñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå îêàæåò ïîëîæèòåëüíîå âëè-
ÿíèå â ðåøåíèè òðóäíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñïåöè-
àëèñòîâ, áëèçêèõ ê ãóìàíèòàðíûì ïðîôèëÿì.

Àâòîðû
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Ââåäåíèå

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ôóíêöèé —
îäíîãî èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìíîãèõ ÿâëåíèé ïðèðîäû ïîòðå-
áîâàëîñü ââåñòè ïîíÿòèå ïåðåìåííîé âåëè÷èíû. Íàïðìåð, äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ ïåðåìåííûìè
âåëè÷èíàìè: âðåìåíåì t è äëèíîé ïóòè S, ïðîéäåííîãî òî÷êîé çà
âðåìÿ t. Âåëè÷èíû t è S ìåæäó ñîáîé âçàèìîñâÿçàíû. Êàæäîìó çíà-
÷åíèþ ïåðåìåííîé t ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé S. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ S ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû t. Êðàòêî çàïèñûâàþò: S = f(t). Â ìàòåìà-
òèêå íå ó÷èòûâàþò êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå ïåðåìåííûõ âåëè÷èí
è èçó÷àþò ôóíêöèè â îáùåì âèäå: y = f(x). Âåëè÷èíó x íàçûâàþò
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè àðãóìåíòîì, à âåëè÷èíó y — çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé îò x. Äëÿ êàæäîé òåîðåòè÷åñêîé è ïðè-
êëàäíîé íàóêè õàðàêòåðíû ñâîè êëàññû ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïðè
èçó÷åíèè ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå ïîÿâëÿåòñÿ öåëûé ðÿä ôóíêöèé:
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ, ôóíêöèÿ ïîëåç-
íîñòè è ìíîãèå äðóãèå. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàèáîëåå âàæíûìè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå èçó÷àþò ôóíêöèè
ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, íå ñâÿçûâàÿ èõ ñ êîíêðåòíûì ñîäåðæàíèåì.
Ïîýòîìó âûâîäû, ïîëó÷àåìûå â ìàòåìàòèêå, ïðèìåíèìû âî âñåõ
îáëàñòÿõ, ãäå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ
ôóíêöèè.

Ïóñòü èìååì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ y = f(x). Äîïóñòèì, ÷òî
íåêîòîðîå çíà÷åíèå x = x0 ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
âàæíûì. Âîçíèêàåò çàäà÷à: îõàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè,
åñëè x áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê çíà÷åíèþ x0. Íàïðèìåð, èìååì ôóíê-

öèþ 1(1 ) .xy x= +  Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîâåäåíèå âåëè÷èíû y, åñëè
x íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

y ïðèáëèæàåòñÿ ê ÷èñëó Ýéëåðà 2,7182818285,e ≅  îäíîé èç ìèðîâûõ
êîíñòàíò. Ýòî ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ è ñëóæèò îñíîâà-
íèåì äëÿ ââåäåíèÿ ìíîãèõ ôóíêöèé: y = e

x; y = logex = lnx — íàòó-

ðàëüíûé ëîãàðèôì; ch
2

x xe e
y x

−+= =  — ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ;

sh
2

x xe e
y x

−−= =  — ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ; 
sh

th
ch

x
y x

x
= =  —

ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ; 
ch

cth
sh

x
y x

x
= =  — ãèïåðáîëè÷åñêèé
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êîòàíãåíñ è äðóãèõ, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþùèõ êëàññ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, èçó÷àåìûõ â ñðåäíåé øêîëå. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé ïîäîá-
íî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé 
sin2( 1)

.
1

x
y

x

−=
−

Êàêîâî ïîâåäåíèå âåëè÷èíû y, åñëè x ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå? Òà-
êèå çàäà÷è â ìàòåìàòèêå ðåøàþò ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ôóíê-

öèè y = f(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0. Ïèøóò 
0

lim ( ).
x x

f x
→

 Â çàâèñèìîñ-

òè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå x0 âñå ôóíêöèè
ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà — íåïðåðûâíûå â òî÷êå x0 è èìåþùèå
ðàçðûâ â ýòîé òî÷êå. Íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, à íà äâóõ äðóãèõ — ðàçðûâíûõ.

y

x0

y0

x0

y

x0 x0

y

x0 x0

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îòûñêàíèå ïðåäåëà îñîáûõ òðóäíî-

ñòåé íå ïðåäñòàâëÿåò. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ( )2

3
lim 1
x

x
→

+  èíòóèöèÿ ïîä-

ñêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ïðåäåë ðàâåí 10, õîòÿ ìû ïîêà åùå íå çíàåì

òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà. Ïðèâåäåííûå ðàíåå ôóíêöèè 1(1 ) xy x= +

è 
sin 2( 1)

1

x
y

x

−=
−

 îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ðàçðûâíûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ

x0 = 0 è x0 = 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîíÿòèå ïðåäåëà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ â êóðñå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà. Ñ åãî ïîìîùüþ ââîäÿòñÿ ìíîãèå äðóãèå ïîíÿòèÿ:
ïðîèçâîäíîé, îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ÷èñëîâîãî è ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ðÿäîâ è ò.ä.

Åùå îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå
x0 ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû y ïðè èçìåíåíèè
âåëè÷èíû x. Íàïðèìåð, åñëè x — êîëè÷åñòâî âíåñåííûõ óäîáðåíèé,
à y — óðîæàéíîñòü, òî âàæíî çíàòü, êàê èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà âíå-
ñåííûõ óäîáðåíèé ïîâëèÿåò íà óðîæàéíîñòü. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè
ñêîðîñòè ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñèðóåì êàê-ëèáî àðãó-
ìåíò x, ïîëîæèâ x = x0, è äàäèì åìó ïðèðàùåíèå ∆x. Â ðåçóëüòàòå
âåëè÷èíà y òàêæå ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0). ßñíî,
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÷òî ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èíû y òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ∆y.
Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ∆y ïðè èçìåíåíèè
∆x âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà — äèôôåðåíöè-
ðóåìûå è íåäèôôåðåíöèðóåìûå. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
ïðèðàùåíèå ∆y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

( ) ,y A x x∆ = ∆ + α ∆
ãäå À — êîíñòàíòà, à âòîðîå ñëàãàåìîå, ò.å. ôóíêöèÿ ( )xα ∆ , ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ áûñòðåå âåëè÷èíû ∆x.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðîïîðöèîíàëüíî ∆x. Ïðè ìàëûõ ∆x ïðèáëè-
æåííî ìîæíî ïîëîæèòü ∆y ≈ A∆x. Ïðè ýòîì ôóíêöèþ y = f(x) âáëèçè
òî÷êè x0 ìû çàìåíÿåì ïðèáëèæåííî î÷åíü ïðîñòîé ëèíåéíîé ôóíê-

öèåé ϕ(x) = Ax + B. Êîíñòàíòà À ðàâíà ïðåäåëó 
0

lim .
x

y

x∆ →

∆
∆

 Ýòîò ïðåäåë

íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò f ′(x0).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî ñóùåñòâóåò ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(x0). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò â òî÷êå
x0 êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ. Åñëè æå ôóíêöèÿ â òî÷êå x0 íå äèôôåðåí-
öèðóåìà, òî êàñàòåëüíîé íåò. Íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè, à íà ïðàâîì — íåäèôôåðåí-
öèðóåìîé.

y

x0

y0

x0

y

x0 x0

y0

Ìîæåì çàïèñàòü 0( ) ( ).y f x x x′∆ = ∆ + α ∆  Ïåðâîå ñëàãàåìîå 0( )f x x′ ∆
îáîçíà÷àþò dy è íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè — ýòî ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ïðîïîð-
öèîíàëüíàÿ âåëè÷èíå ∆x. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè äèôôåðåí-
öèàëîì, ìû òðóäíîâû÷èñëÿåìóþ âåëè÷èíó ∆y çàìåíÿåì ïðèáëèæåí-
íî äèôôåðåíöèàëîì, êîòîðûé íàõîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî ïðè óìåíèè
íàõîäèòü f ′(x0), à ýòî íå òàê óæ ñëîæíî.

Ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà ñëóæàò èíñòðóìåíòîì äëÿ
äàëüíåéøåãî ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ôóíêöèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé
çàäà÷åé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ — îäíîãî èç ðàçäåëîâ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ðÿäà ñëîæíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå îäíîé èç
ãëàâíûõ — çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû, áûëî
ñîçäàíî èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå — äðóãîé ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîãî
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àíàëèçà. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ñîäåðæèò äâà ïîäðàçäåëà: íåîïðå-
äåëåííûé èíòåãðàë è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Â äèôôåðåíöèàëüíîì
èñ÷èñëåíèè ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè íàõîäèì åå ïðîèçâîäíóþ, èñïîëü-
çóÿ íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó, ò.å. ïî èç-
âåñòíîé ïðîèçâîäíîé f ′(x) âîññòàíàâëèâàåì ôóíêöèþ f(x). Òåñíàÿ ñâÿçü
ìåæäó îïðåäåëåííûì è íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëàìè âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé Íüþòîíà — Ëåéáíèöà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äëÿ áîëüøîãî
êëàññà ôóíêöèé ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî âû÷èñëÿòü îïðåäåëåííûé èí-
òåãðàë è òåì ñàìûì ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è, âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàçëè÷-
íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è äðóãèõ íàóêàõ. Èñààê Íüþòîí
(1642–1727) è Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (1646–1716) çàâåðøèëè
äëèòåëüíûé ïðîöåññ ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ.

Òîëüêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèþ y = f(x) óäàåòñÿ çàäàòü
â âèäå ôîðìóëû, òàáëèöû, ãðàôèêà èëè íåêîòîðûì óðàâíåíèåì
F(x,y) = 0. Ìíîãèå ôóíêöèè, çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþùèå êëàññ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé, èçó÷àåìûõ â ñðåäíåé øêîëå, çàäàþò â âèäå èí-

òåãðàëîâ ( ) ( )
x

a

J x f t dt= ∫  (èíòåãðàëüíûé ñèíóñ, èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ,

èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì è äð.).
Äðóãîé ìíîãî÷èñëåííûé êëàññ ôóíêöèé óäàåòñÿ îïèñàòü èíòåã-

ðàëàìè âèäà ( ) ( , )
b

a

J x x y dy= ϕ∫ . Îíè íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè, çàâèñÿ-

ùèìè îò ïàðàìåòðà (Ã-ôóíêöèÿ, Â-ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Ïóàññîíà
è äð.). Íåêîòîðûå ôóíêöèè îêàçàëîñü óäîáíî çàäàâàòü â âèäå ôóíê-

öèîíàëüíîãî ðÿäà 
0

( ) ( ),n n
n

f x a x
∞

=
= ϕ∑  ãäå ôóíêöèè ϕn(x) ïðèíàäëåæàò

ðàçëè÷íûì êëàññàì õîðîøî èçó÷åííûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð: 1, x, x
2,

..., x
n, ...; sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, cosnx, ...

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èíòåðåñóþùèå èññëåäîâàòåëÿ ôóíêöèè îïèñû-

âàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ( ), , ,..., 0,nF x y y y′ =  â êî-
òîðûå âõîäÿò íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ y(x)

è åå ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà , ,..., .ny y y′ ′′  Íàïðèìåð, ïðèìåíÿå-
ìûé â ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ êëàññ öèëèíäðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî îïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Áåñ-

ñåëÿ ( )2 2 2 0.x y xy x y′′ ′+ + − ν =
Ïîäîáíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèé ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ âàæ-

íåéøèõ ðàçäåëîâ â ìàòåìàòèêå — òåîðèè ðÿäîâ, òåîðèè èíòåãðàëîâ,
çàâèñÿùèõ îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ, òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è äð. Ñ íåêîòîðûìè èç ýòèõ ðàçäåëîâ ìû êðàòêî
îçíàêîìèìñÿ â ïðåäëàãàåìîì ïîñîáèè.
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1. Ôóíêöèè. Ïðåäåë. Íåïðåðûâíîñòü

1.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè

Äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíûõ ñâÿçåé â ïðèðîäå èñïîëüçóþòñÿ ðàç-
ëè÷íîãî ðîäà âåëè÷èíû. Ïîä âåëè÷èíîé â ìàòåìàòèêå ïîíèìàþò âñå
òî, ÷òî ìîæíî èçìåðèòü è âûðàçèòü ÷èñëîì. Íàïðèìåð, ïëîùàäü S
êðóãà ðàäèóñà r âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé S = πr2. Â íåå âõîäèò âåëè÷è-
íà π, ïðèáëèæåííî ðàâíàÿ 3,14, äëÿ âñåõ êðóãîâ îäíà è òà æå. Òàêèå
âåëè÷èíû íàçûâàþò ïîñòîÿííûìè. Äðóãèå ïðèìåðû ïîñòîÿííûõ âå-
ëè÷èí: ÷èñëî Àâîãàäðî, ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, ÷èñëî Ýéëåðà è ïð.
Âåëè÷èíû æå S è r èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî êðóãà ê äðó-
ãîìó. Òàêèå âåëè÷èíû íàçûâàþò ïåðåìåííûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðå-
ìåííàÿ âåëè÷èíà S ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé âåëè÷èíû r,

è ïèøóò 2( ) .S f r r= = π  Ïîëîæèâ, íàïðèìåð, r = 2, ïîëó÷èì 4 .S = π
Âåëè÷èíà 4π åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè 2( )f r r= π  ïðè r = 2. Ìîæíî çà-
ïèñàòü (2) 4 .f = π  Â çàâèñèìîñòè S = πr2 ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó r íà-
çûâàþò àðãóìåíòîì, à âåëè÷èíó S — ôóíêöèåé. Ìû ðàññìîòðåëè ïðè-
ìåð ôóíêöèè îò îäíîãî àðãóìåíòà. Ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå âåëè÷èíû,
çàâèñÿùèå îò äâóõ, òðåõ è áîëåå àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà S, êàê ìû çíàåì, çàâèñèò îò äëèíû åãî îñíîâàíèÿ a

è âûñîòû h:
1

.
2

S ah=  Ëþáîé ïàðå ÷èñåë (a,h) ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííîå ÷èñëî S. Ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíà S ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ

àðãóìåíòîâ, è ïèøóò 
1

( , ) .
2

S f a h ah= =  Ïàðà ÷èñåë (a,h) îïðåäåëÿåò

äâóìåðíûé âåêòîð, ò.å. S ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèåé îò âåêòîðíîãî
àðãóìåíòà.

Åñëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû x,y,z,

òî åãî îáúåì .V x y z= ⋅ ⋅  Âåëè÷èíà V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òðåõ àðãó-

ìåíòîâ x,y,z. Òðîéêà ÷èñåë x,y,z îïðåäåëÿåò òðåõìåðíûé âåêòîð,
ò.å. V — òàêæå ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèìåðàõ ïåðåìåííîìó âåêòîðó ñîïîñòàâëÿëîñü
÷èñëî. Âîçìîæíû çàâèñèìîñòè, êîãäà ëèáî ÷èñëó ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåê-
òîð, ëèáî âåêòîðó ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð. Íàïðèìåð, â ôèçèêå ïðè
îïèñàíèè äâèæåíèÿ òî÷êè V(x,y, z) â ïðîñòðàíñòâå êàæäóþ åå êîîð-
äèíàòó âûðàæàþò êàê ôóíêöèþ âðåìåíè t. Ïîëó÷àåì âåêòîðíóþ
ôóíêöèþ ( )r t  ÷èñëîâîãî (ñêàëÿðíîãî) àðãóìåíòà t âèäà

( )

( ) ( ) .

( )

x t

r t y t

z t

 
 =  
  



1 0

Ïðè îïèñàíèè âåêòîðíûõ ïîëåé âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà x,y,z
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äâóõ, òðåõ è áîëåå àðãóìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå
âìåñòî òðåõ ïåðåìåííûõ x,y,z ìîæåò áûòü ëþáîå èõ ÷èñëî — x1, x2,
..., xm, âìåñòî îäíîé ïåðåìåííîé t ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ — t1, t2, ..., tn. Ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ñàìîãî îáùåãî âèäà

1 1 2

1 2 2 1 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., ) ( , ,..., ) .

( , ,..., )

n

n n

m n

x t t t

r t t t x t t t

x t t t

 
 =  
  

Èìååì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.
Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå èçó÷àþò ôóíêöèè ñ ñàìîé îáùåé òî÷-

êè çðåíèÿ, îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïåðåìåííûõ âåëè-
÷èí.

Âñå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìíîæå-
ñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èëè ìíîæåñòâà Rn n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà: nX R⊂  è .mY R⊂  Åñëè
êàæäîìó ýëåìåíòó x èç ìíîæåñòâà X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ïî
íåêîòîðîìó ïðàâèëó f ýëåìåíò y èç ìíîæåñòâà Y, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà
ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Ïèøóò : .n mf X R Y R⊂ → ⊂

Ýòà êðàòêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíî-
æåñòâå X èç Rn, à çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò íà ìíîæåñòâå Y èç Rm.

Ïðè ýòîì x íàçûâàþò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (èëè àðãóìåíòîì)
y-çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè, à ìíîæåñòâî

{ }( ), ,Y f x x X Y= ∈ ⊆%

ñîñòîÿùåå èç òåõ çíà÷åíèé y, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò õîòÿ áû îäíî-
ìó çíà÷åíèþ x èç ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé
ôóíêöèè y = f(x).

Êàê âèäèì, ÷òîáû çàäàòü ôóíêöèþ, íóæíî óêàçàòü äâà ìíîæå-
ñòâà — X è Y, è ïðàâèëî f. Èíîãäà ìíîæåñòâî X = {x} íå óêàçûâà-
þò, à ñ÷èòàþò, ÷òî x ìîæåò ïðèíèìàòü âñå òå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ

çàâèñèìîñòü y = f(x) èìååò ñìûñë. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ( 2)y x= − +

(5 )x+ −  îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [2;5], ò.å. 2 5,x≤ ≤  òàê êàê ïî îïðå-
äåëåíèþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ äîëæíî áûòü x − 2 ≥ 0 è 5 − x ≥ 0.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé m è n ðàçëè÷àþò ôóíêöèè îäíîãî

àðãóìåíòà è ìíîãèõ àðãóìåíòîâ. Åñëè 1,n =  ò.å. X — ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî èìååì ôóíêöèþ îäíîãî àð-
ãóìåíòà, åñëè X — ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Rn, òî èìååì ôóíêöèþ

1 2( , ,..., )ny f x x x=  îò n àðãóìåíòîâ x1, x2, ..., xn. Ôóíêöèè ýòîãî âèäà
íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.
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1.2. Ïîíÿòèå ãðàôèêà ôóíêöèè

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ( ), ( )x f x  ïëîñêîñòè íàçûâàþò ãðàôèêîì
ôóíêöèè ⊂ → ⊂: .f X R Y R  Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
ñëó÷àåâ ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, íî âîçìîæíû ñèòóà-
öèè, êîãäà ãðàôèê ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ òî÷åê.

Íàïðèìåð, ãðàôèêîì ôóíêöèè = −2 1y x  ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ,
ãðàôèêîì ôóíêöèè = 2y x  ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy.

O

–1

y

x O–1

y

x1

11

Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x,y) äâóõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê ( ), , ( , )x y f x y  ïðîñòðàíñòâà. Îíè ìîãóò îïèñûâàòü
íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð,
òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè = +2 2z x y  îïèñûâàþò ïîâåðõíîñòü, íà-
çûâàåìóþ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, à ãðàôèêîì ôóíêöèè

= − −2 24z x y  ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñôåðû ðàäèóñà R = 2
ñ öåíòðîì â íà÷àëå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòèêè ñðåäíåé øêîëû, ôóíêöèþ ìîæ-

íî çàäàòü ôîðìóëîé ( = = 43 5,y x y x  è äð.), ãðàôè÷åñêè, â âèäå òàáëè-
öû èëè â âèäå ñëîâåñíîãî îïèñàíèÿ.

1.3. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèé

Îòìåòèì íåñêîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ êëàññîâ ôóíê-
öèé îäíîãî àðãóìåíòà : .f X R Y R⊂ → ⊂

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ÷åò-
íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ − =( ) ( )f x f x ,
è íå÷åòíîé, åñëè − = −( ) ( ).f x f x  Åñëè íè îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé
íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî
âèäà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèè = =2, cosy x y x  — ÷åòíûå, = =3, siny x y x —

íå÷åòíûå, = + = +2, sin cosy x x y x x  — îáùåãî âèäà.
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Ãðàôèê ÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Îy,
à íå÷åòíîé — îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ  íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé (ìî-
íîòîííî âîçðàñòàþùåé) íà ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1

è x2 èç X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x1 < x2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ( )≥ ≤1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .f x f x f x f x

Åñëè ( )> <1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,f x f x f x f x  òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
ìîíîòîííî óáûâàþùåé (ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé) íà ìíîæå-
ñòâå X.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = cosx ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà èíòåð-
âàëå (0, π) è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (π,2π).

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà
ìíîæåñòâå X, åñëè ìíîæåñòâî Y åå çíà÷åíèé îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x èç X âûïîëíÿåòñÿ

≤( ) .f x M  Åñëè òàêîãî ÷èñëà M íå ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ íàçûâà-
åòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè,
ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ≤sin 1.x  Ôóíêöèÿ

= 1
y

x
 íà ìíîæåñòâå (0,1) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé, òàê êàê ïðèáëè-

æàÿ x ê íóëþ, ìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ y áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä

çàäàííîãî ÷èñëà M, âçÿâ < 1
.x

M

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ X ñëåäóåò, ÷òî x + T ∈ X è + =( ) ( ).f x T f x  ×èñëî T íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäîì ôóíêöèè. Íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T, óäîâëåò-
âîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì ôóíê-
öèè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè T — ïåðèîä, òî è nT òàêæå ïåðèîä ïðè
ëþáîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì n.

Íàïðèìåð, ôóíêöèè = =sin , cosy x y x  — ïåðèîäè÷åñêèå ñ  íàè-
ìåíüøèì ïåðèîäîì T = 2π. Ôóíêöèè = =tg , ctgy x y x  òàêæå ïåðèî-
äè÷åñêèå ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì T = π.

1.4. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, à Y — ìíî-
æåñòâî åå çíà÷åíèé. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó çíà÷åíèþ y èç
Y òî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x èç ìíîæåñòâà X, ïðè êîòîðîì y = f(x).
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Ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ = ϕ( ),x y
îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå Y,
ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé X. Ôóíê-
öèþ = ϕ( )x y  íàçûâàþò îáðàòíîé ê
ôóíêöèè y = f(x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ =( ) xf x a

îáðàòíà ê ôóíêöèè ϕ =( ) logay y  è
íàîáîðîò.

Îáû÷íî íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-
íóþ îáîçíà÷àþò áóêâîé x, à çàâè-
ñèìóþ — y. Ïîýòîìó ôóíêöèþ, îá-
ðàòíóþ ôóíêöèè y = f(x), çàïèñûâàþò â âèäå y = ϕ(x) èëè â âèäå

−= 1( ).y f x  Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.

1.5. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(z), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Z,
à ïåðåìåííàÿ z ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x — z = ϕ(x), îïðåäåëåííîé íà
ìíîæåñòâå X, ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèíàä-
ëåæàùèìè ìíîæåñòâó Z.

Ìû êàæäîìó çíà÷åíèþ x èç X
ñîïîñòàâèëè çíà÷åíèå y, ò.å. îïðåäå-
ëèëè y êàê ôóíêöèþ îò x. Ýòó ôóíê-
öèþ îáîçíà÷àþò [ ]= ϕ( )y f x  è íàçûâà-
þò ñëîæíîé ôóíêöèåé îò x. Ïåðåìåííóþ z èíîãäà íàçûâàþò ïðîìå-
æóòî÷íîé. Ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî:

[ ]{ }= ϕ ( ) .y f t x  Íàïðèìåð, ( )= 4
lg siny x  åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Åå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå = 4,y u  = lg ,u t  t = sinx. Â äàííîì ñëó÷àå
èìååì äâå ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìåííûå u è t.

Äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ y = f(x1, x2, ..., xn) ìîæíî òàê-
æå ââåñòè ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè àðãóìåíòîâ
x1, x2, ..., xn, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî èëè ìíîãèõ
àðãóìåíòîâ. Ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè âèäà

[ ]= 1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) ,ny t f x t x t x t

[ ]
1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

( , ,..., )

( , ,..., ), ( , ,..., ), ..., ( , ,..., ) .

m

m m n m

y f t t t

f x t t t x t t t x t t t

= =

=
Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn ìîãóò îñòàâàòüñÿ

íåçàâèñèìûìè, à äðóãèå — çàâèñåòü îò ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ àðãóìåí-
òîâ t1, t2, ..., tm.

y

xO 1

1

x

 = ( )y f z  

= ϕ( )z x  [ ]= ϕ( )y f x  

z y 

x 
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1.6. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ñðåäè ôóíêöèé y = f(x) âûäåëÿþò êëàññ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå:

1) ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ λ= ,y x  ãäå λ — ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-

ëî. Â îáùåì ñëó÷àå åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (0,+∞). Ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ λ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü øèðå, íàïðèìåð ôóíê-
öèÿ y = x

n (n — íàòóðàëüíî) îïðåäåëåíà íà âñåé îñè;
2) ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = a

x, a > 0, a ≠ 1. Åå îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü. Ïðè a > 1 ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < a < 1 — ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò;

3) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = logax, a > 0, a ≠ 1. Åå îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ëó÷ (0,+∞). Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé, óáûâàþùåé èëè âîçðàñòàþùåé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèÿ  a. Ïðè a > 1 îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < a < 1 — ìîíî-
òîííî óáûâàåò;

4) òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè = =sin , cos ,y x y x  y = tgx,

y = ctgx. Ôóíêöèè y = sinx è y = cosx îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè, èõ îáëàñòü çíà÷åíèé îòðåçîê [−1,+1]. Ôóíêöèÿ y = tgx îïðåäåëå-

íà ïðè 
π≠ + π,
2

x k  à ôóíêöèÿ y = ctgx îïðåäåëåíà ïðè ≠ π,x k  ãäå k —

ëþáîå öåëîå ÷èñëî;
5) îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = arcsinx, y = arccosx,

y = arctgx, y = arcctgx. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé y = arcsinx,
è y = arccosx ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [−1,+1]. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

y = arcsinx — îòðåçîê , ,
2 2

π π − + 
 

 à ôóíêöèè y = arccosx — îòðåçîê

[0, π]. Ôóíêöèè y = arctgx è y = arcctgx îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè. Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê

, ,
2 2

π π − + 
 

 à âòîðîé — (0, π).

Ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðå-
çóëüòàòå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëå-
íèÿ, à òàêæå êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàçîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íàçû-
âàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 
3

53
5

arctg
lg 4

sin 4

x x
y x

x x
= − +

+
 ÿâëÿåòñÿ ýëå-

ìåíòàðíîé, òàê êàê îíà ïîëó÷åíà èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
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àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè è îáðàçîâàíèåì ñëîæíîé ôóíêöèè

( )+5 53arctg , lg 4, sin 4 .x x x

Â êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé âõîäÿò ìíîãî÷ëåíû (ïîëèíîìû):
−

−= + + + +1
0 1 1...n n

n ny a x a x a x a  — ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ãäå a0, a1,
..., an — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî-
÷ëåíà, n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äðîáíî-ðàöèî-
íàëüíûå ôóíêöèè — îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) = +( ) 1.f x x  Îòâåò: − + ∞[ 1, );

á) 
+=
−

2
( ) lg .

2

x
f x

x
  Îòâåò: (−2,2);

â) = − −2( ) 2.f x x x  Îòâåò: ( , 1] [2, );−∞ − ∨ + ∞

ã) = 2( ) arcsin(log ).f x x  Îòâåò: [1,2];

ä) =
+ 2

2
( ) arccos .

1

x
f x

x
  Îòâåò: −∞ + ∞( , ).

2. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) = +2sin 3cos .y x x  Îòâåò:  − + 13, 13 ;

á) =
+ 2

1
.

1
y

x
 Îòâåò: (0,1].

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè

à) 
2

1 2
2 1

( ) 2 , ( )
2 1

x
x

x
f x f x x− += =

−
 — ÷åòíûå;

á) 1 2
1 3 1

( ) lg , ( )
1 3 1

x

x

x
x x

x

+ +ϕ = ϕ =
− −

— íå÷åòíûå;

â) ϕ = − ϕ = − 2 2
1 2( ) sin cos , ( ) ( 1) cosx x x x x x  — îáùåãî âèäà.

4. Äàíû ôóíêöèè: à) y = sin
2x;  á) y = sinx2; â) y = 1 + tgx; ã) = 1

sin .y
x

Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè?

5. Íàéäèòå ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê 
2

.
1 2

x

x
y =

+

Îòâåò: =
−2log .

1

x
y

x
6. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.



1 6

1.7. Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíî-
ãî àðãóìåíòà

( ), 1, 2, ..., , ...y f n n k= =
Âìåñòî f(n) îáû÷íî ïèøóò {an}, n = 1,2,..., èëè a1, a2, ..., an, ...

×èñëà a1, a2, ..., an íàçûâàþò ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíêöèþ
f(n) ïðè ýòîì íàçûâàþò îáùèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëà
1, 2, ..., n íàçûâàþò íîìåðàìè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð,
a2 — âòîðîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, a3 — òðåòèé è ò.ä.

Ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1) 
1 1 1 1 1

( ) ; 1, , , ..., , ...;
2 3nf n a

n n n
= =  — îáùèé ÷ëåí;

2) 
− − −= = 1 1 2 3 4 1 1

( ) ; 0, , , , ,..., , ...;
2 3 4 5n

n n n
f n a

n n n
 — îáùèé ÷ëåí;

3) = =
2 2 2

1 1 1 1 1 1
( ) ; 1, , , , ..., , ...;

4 9 16nf n a
n n n

 — îáùèé ÷ëåí;

4) = =( ) sin ; sin1, sin2, ..., sin , ...; sinnf n a n n n  — îáùèé ÷ëåí;

5) = =
+ + +

2 2 21 4 9 16 25
( ) ; , , , , , ..., , ...;

1 2 3 4 5 6 1 1n

n n n
f n a

n n n
 — îáùèé

÷ëåí;

6) 
− − −= = + + +( 1) 3 2 5 ( 1) ( 1)

( ) 1 ; 0, , , ,...,1 ,...; 1
2 3 4

n n n

nf n a
n n n

 — îáùèé

÷ëåí.
Êàê è äëÿ ôóíêöèé y = f(x), ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîí-

íûõ, ìîíîòîííî óáûâàþùèõ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ, îãðàíè÷åí-
íûõ, íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ïðèâåäåííûõ ïðèìå-
ðàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, 3 è 5 — ìîíîòîííûå, ïðè÷åì 1 è 3 —
ìîíîòîííî óáûâàþùèå, 2 è 5 — ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè 4 è 6 ìîíîòîííûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1–4 è 6 îãðàíè÷åíû, à 5 — íå îãðàíè÷åíà.

1.8. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çàìå÷àåì, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1 è 3 ñ ðîñòîì íîìå-
ðà n êàê óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ, ìàëî îò íåãî îòëè÷à-
ÿñü, à ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 2 è 6 ïðèáëèæàþòñÿ ê åäèíèöå.
Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ðàçíîñòè −1na  ñ ðîñòîì n óìåíüøàåòñÿ è ñòàíî-
âèòñÿ áëèçêîé ê íóëþ.
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Ñëîâà «êàê óãîäíî áëèçêî», «ñêîëü óãîäíî ìàëî», «ìàëî», «âåëè-
êî» ëèøåíû òî÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñìûñëà. Âñå çàâèñèò îò ðåøàå-
ìûõ çàäà÷. Åñëè èç 100 ãâîçäåé 10 íå óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòó,
òî ýòî ìíîãîâàòî, íî, êóïèâ èõ, ìû áîëüøèõ óáûòêîâ íå ïîíåñåì,
åñëè æå èç 100 ïàðàøþòîâ 10 íå ðàñêðûâàþòñÿ, òî ýòî ñëèøêîì ìíî-
ãî è íåäîïóñòèìî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ìàòåìàòèêå âñåì ýòèì ïîíÿòè-
ÿì äàþòñÿ òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü = 1
( ) .f n

n
 Êàêîå áû ìû íå âçÿëè ÷èñëî ε > 0 (äàæå î÷åíü

ìàëåíüêîå), ñ ðîñòîì n ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíóò ìåíüøå ýòîãî

÷èñëà, äîñòàòî÷íî âçÿòü >
ε
1
,N  ò.å. ïðè n > N ñïðàâåäëèâî an < ε. Ïðè

ε = 0,01 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà n = 101, áó-
äóò ìåíüøå 0,01; ïðè ε = 0,001 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íî-
ìåðàìè áîëüøå 1000 áóäóò ìåíüøå 0,001 è ò.ä. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
 
 
 

1

n
 ñ ðîñòîì n «ñêîëü óãîäíî ìàëî» îòëè-

÷àþòñÿ îò íóëÿ. ×èñëî «0» íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1
.

n

 
 
 

 Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

− −= = +1 ( 1)
, 1

n

n n

n
a a

n n
 ñ ðîñòîì n ñêîëüêî óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ

îò åäèíèöû, ò.å. êàêîå áû çàðàíåå íå âçÿòü ÷èñëî ε > 0, äàæå î÷åíü
ìàëîå, ñ ðîñòîì n íà÷íåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî − < ε1 .na  ×èñëî
«1» íàçûâàþò ïðåäåëîì ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàäèì òî÷íîå
îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
N (çàâèñÿùèé îò ε), ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìå-
ðàìè n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî − < ε.na A

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò 
→∞

= lim .n
n

A a  Ìû ðàíåå, ôàêòè÷åñêè, äîêàçà-

ëè, ÷òî 
→∞

=1
lim 0.
n n

 Íå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, íà-

ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü = + −1 ( 1) ; 0, 2, 0, 2, 0, ...n
na ïðåäåëà

íå èìååò. Ñ ðîñòîì n åå ÷ëåíû íå ïðèáëèæàþòñÿ íè ê êàêîìó ÷èñëó.
Íå èìååò ïðåäåëà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = sinn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå — ðàñõîäÿùåéñÿ.
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Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M > 0 (äàæå ñêîëüêî óãîäíî áîëüøîãî)
ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî > .na M  Äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëàãàþò 
→∞

= ∞lim .n
n

a

Ïîäîáíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàþò ðàñõîäÿùèìèñÿ. Íàïðèìåð,

ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 
→∞

= ∞2lim .
n

n

1.9. Òåîðåìû î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî òåîðåì, õàðàêòåðè-
çóþùèõ ïîíÿòèå ïðåäåëà.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ êîíå÷íûé  ïðå-
äåë, îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåë.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü èìååì òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: { }, { }, { },n n na b c

ïðè÷åì ≤ ≤ .n n na b c  Åñëè 
→∞

=lim n
n

a A  è 
→∞

=lim n
n

c A , òî è 
→∞

=lim .n
n

b A

Òåîðåìà 4. Åñëè 
→∞ →∞

= ≠ ∞ = ≠ ∞lim , lim ,n n
n n

a A b B  òî

lim( ) ;

lim ;

lim , 0, 0.

n n
n

n n
n

n
n

n n

a b A B

a b A B

a A
b B

b B

→∞

→∞

→∞

± = ±

⋅ = ⋅

= ≠ ≠

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îòûñêàíèè ïðå-
äåëà.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè 
→∞

=
3

1
lim 0.
n n

Ðåøåíèå: òàê êàê 
→∞

=1
lim 0,
n n

 òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, íàõîäèì

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

 = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = 
 3

1 1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim lim 0 0 0 0.
n n n n nn n n n n nn

Ïð è ìåð 2. Íàéòè 
→∞

+ +=
+

2

2

2 5 4
lim .

3 7n

n n
A

n
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Ðåøåíèå: ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 ïðèâåäåò ê íåîïðå-

äåëåííîìó âûðàæåíèþ 
∞
∞

,  êîòîðîå ñëåäóåò ðàñêðûòü. Äëÿ ýòîãî ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäåëèì íà n2, ïîëó÷èì

→∞ →∞

+ +
+ + =

+ +

2 2

2

2

5 4
2

2 5 4
lim lim .

77 1
n n

n n n n

n

n

Òàê êàê 
2 2

5 4 7
lim lim lim 0,
n n nn n n→∞ →∞ →∞

= = =  òî ïî òåîðåìå 4 èìååì

→∞

+ + =
+

2

2

2 5 4
lim 2.

7n

n n

n

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ýëåìåíòàðíîé, òî ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå

( )→∞ →∞
=lim ( ) lim .n n

n n
f a f a (*)

Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ êëàññà íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ìû îïðåäåëèì ïîçäíåå (ñì. ïîäðàçä. 1.19).

Ïð è ì åð 3. Íàéòè 
→∞

+ +
2

1 1
lim 2 .
n n n

Ðåøåíèå: èñïîëüçóÿ (*) è òåîðåìó 4, íàõîäèì

→∞ →∞

 + + = + + = 
 2 2

1 1 1 1
lim 2 lim 2 2.
n nn nn n

Ïð è ìåð 4. Íàéòè 
→∞

+ −=
+

3 3 28 2 1
lim .

16 5n

n n
A

n

Ðåøåíèå: ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà n. Ïîëó÷èì

→∞

+ −
=

+

3
3

2 1
8

lim .
5

16
n

n n
A

n

 Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 4 è ôîðìóëó (*):

→∞

→∞

 + − 
 = = = =
 + 
 

3
33

2 1
lim 8

8 2 1
.

5 16 16 8
lim 16

n

n

n n
A

n
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Ïð è ìåð 5. Íàéòè:

à) 2lim 6 8 ;
n

A n n n
→∞

= + + −

á) 
3 33 3 2lim 1 5 .

n
B n n n

→∞
= + − +

Ðåøåíèå: ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê
íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞ − ∞( ).  Èñïîëüçóåì ôîðìóëû:

− + = −

− + + = −

2 2

2 2 3 3

( ) ( ) ;

( ) ( ) ,

a b a b a b

a b a ab b a b

èçâåñòíûå èç ñðåäíåé øêîëû.

Â ïðèìåðå (à) ïîëîæèì = + + =2 6 8,a n n b n , óìíîæèì ÷èñëèòåëü

è çíàìåíàòåëü íà a + b. Ïîëó÷èì

( ) ( )
→∞ →∞

→∞ →∞

+ + − + + + + + −= = =
+ + + + + +

++= = = =
++ + + + + +

2 2
2 2

2 2

2

2

6 8 6 8 6 8
lim lim

6 8 6 8
8

66 8 6
lim lim 3.

1 16 86 8 1 1

n n

n n

n n n n n n
n n n

A
n n n n n n

n n

n n n
n n

Â ïðèìåðå (á) ïîëîæèì = + = +3 3 23 31, 5a n b n n  è óìíîæèì ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2 2.a ab b+ +  Ïîëó÷èì

( ) ( )
→∞

→∞

+ − +
= =

+ + + + + +

+ − −= =
+ + + + + + + + +

3 3
3 33 3 2

3 2 3 3 2 3 2 23 3 3

3 3 2

3 3 36 3 6 5 3 2 6 5 4

1 5
lim

( 1) ( 1) ( 5 ) ( 5 )

1 5
lim

2 1 5 5 10 25

n

n

n n n
B

n n n n n n

n n n

n n n n n n n n n

( )2

3 3 3
3 6 2 4 2

2

1 5
lim

2 1 5 1 5 10 25
1 1 1

5 5

1 1 1 3
(˜ËÒÎËÚÂÎ¸ Ë ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ .‡Á‰ÂÎËÎË Ì‡ ).

n

n

n nn n n n n

n

→∞

−
= =

+ + + + + + + + +

−= = −
+ +

Íàïîìíèì ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ñèìâîëîì ∞, ïðèâåäåííûå â ïåð-
âîé ÷àñòè ïîñîáèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ïðè îòûñêàíèè ïðåäåëîâ:
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( 0); ; .C C C
C

∞∞ ⋅ = ∞ ≠ = ∞ ∞ ± = ∞  Ïðåäëàãàåòñÿ âñïîìíèòü òàêæå ïðà-

âèëà äåéñòâèé ñ ñèìâîëàìè «−∞» è «+∞». Íà îñíîâàíèè ýòèõ îïåðà-
öèé íàõîäèì

2

2

1 1
lim lim lim lim ;

12 1 2 1 22

                             lim .
1

n n n n

n

n n
n n

n n

n

n
n

n

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞

 = = ⋅ = ∞ ⋅ = ∞ + +  +

 + = ∞ + 

Îïåðàöèè 
∞ ∞ − ∞ ⋅ ∞
∞

, , 0  ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, îíè òðåáó-

þò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, äîêàæèòå:

à) 
→∞

+ =
+

2
lim 1;

3n

n

n
 á) 

→∞
=

+
1

lim 0.
4n n

2. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

à) 
→∞

+ + +
− +

3 2

3

5 5 1
lim .

2 2n

n n n

n n
 Îòâåò: 5;

á) 
→∞

+ +
+ + +
( 4) ( 5)

lim .
( 1) ( 2) ( 3)n

n n

n n n
 Îòâåò: 0;

â) 
→∞

+ +
+ +

4 2

3 2

2 4
lim .

5 3n

n n

n n
 Îòâåò: ∞;

ã) 
→∞

 − +
  + 

43 2

3

2 1
lim .

2 6n

n n

n
 Îòâåò: 

1
;

16

ä) 
→∞

+ −
+ −

2 5 2
lim .

18 1 3n

n

n
 Îòâåò: 

1
;

3

å) ( )
→∞

+ −lim 3 5 .
n

n n  Îòâåò: ∞;

æ) ( )→∞
+ + − +2 2lim 3 1 1 .

n
n n n  Îòâåò: 

3
;

2

ç) ( )→∞
+ + − + +3 33 2 3 2lim 4 1 6 2 .

n
n n n n  Îòâåò: −2 3;

è) ( )→∞
+ − −2 23 3lim ( 1) ( 1) .

n
n n  Îòâåò: 0.
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1.10. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà è åãî ñóììû

Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ââîäÿò ïîíÿòèå ÷èñëîâî-
ãî ðÿäà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå ñóììû íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàå-
ìûõ. Ïðè ýòîì îáîáùåíèè íå âñå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ñóìì îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè.

Ïóñòü äàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 2{ } , , ..., , ...n na a a a=
Âûðàæåíèå âèäà

1 2
1

... ...n n
n

a a a a
∞

=
= + + + +∑ (1.1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. ×èñëà ( 1,2,..., ,...)
i

a i n=  íàçûâàþò
÷ëåíàìè ðÿäà, à ôóíêöèþ f(n) = an — åãî îáùèì ÷ëåíîì. Íàïðèìåð,

äëÿ ðÿäà 
∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)

1

n

n n
 îáùèé ÷ëåí 

2

( 1)
.

1

n

na
n

−=
+

 Çíàÿ îáùèé ÷ëåí, ëåãêî

íàéòè çíà÷åíèå ëþáîãî ÷ëåíà ðÿäà, íàïðèìåð äëÿ äàííîãî ðÿäà

−= =8 11
1 1

,
65 122

a a  è ò.ä.

Ïîêà âûðàæåíèå (1.1) ëèøåíî êàêîãî-ëèáî ñìûñëà, òàê êàê íåèç-
âåñòíî, êàêèì îáðàçîì íàéòè ñóììó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.
Ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}:

=
= +
= + +

= + + +

1 1

2 1 2

3 1 2 3

1 2

,

,

,

.........................

... .n n

S a

S a a

S a a a

S a a a

×èñëî Sn íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà (1.1). Ãîâîðÿò,
÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è ÷òî åãî ñóììà ðàâíà S, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë

→∞
=lim .n

n
S S (1.2)

Åñëè æå ïðåäåë (1.2) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí ∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ðÿä (1.1) ðàñõîäèòñÿ.

Ïð è ì åð 1. Ðàññìîòðèì ðÿä, ÷ëåíû êîòîðîãî îáðàçóþò ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 21, , , ..., , ...nq q q  Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ÷èñ-
ëîâîé ðÿä

1 2 1

1

1 ... ...n n

n

q q q q
∞

− −

=
= + + + + +∑ (à)
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Ðåøåíèå: åñëè q = 1, òî 
→∞

= + + + = = ∞1 1 ... 1 , limn n
n

S n S  è ðÿä (à)

ïðè q = 1 ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü q ≠ 1. Òîãäà

( )−

−

− = + + + − =

= + + + − − − − = −

1

1 2

(1 ) 1 ... (1 )

1 ... ... 1 .

n
n

n n n

S q q q q

q q q q q q

Îòñþäà 
−=
−

1
.

1

n

n

q
S

q
 Îòûñêàíèå 

→∞
lim n
n

S  ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ

→∞
lim .n

n
q  Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ

ïðè < 1q  è ðàâåí ∞ èëè íå ñóùåñòâóåò ïðè > 1.q  Òàêèì îáðàçîì,

ðÿä (à) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó =
−
1

1
S

q
 ïðè < 1q  è ðàñõîäèòñÿ ïðè ≥ 1.q

Ïð è ìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä 
∞

=

 + 
 

∑
1

1
ln 1 .

n n

Ðåøåíèå: ìîæåì çàïèñàòü 
1

ln ln( 1) lnn

n
a n n

n

+= = + −  è ïîëó÷èòü

= = + − = = +1 2ln 2, ln2 ln3 ln2 ln 3, ..., ln( 1).nS S S n

Òàê êàê 
→∞ →∞

= + = ∞lim lim ln( 1) ,n
n n

S n  òî äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

1.11. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Ðÿäû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ, è ïðè
ýòîì âàæåí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü èëè ðàñ-
õîäèìîñòü ðÿäà èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëü-
íî. Ñóùåñòâóþò ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü
ýòó çàäà÷ó. Ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòå-
ðèé Êîøè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëîâîé ðÿä (1.1) ñõîäèëñÿ, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë íîìåð N = N(ε)
òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî + − < εn p nS S  âûïîëíÿëîñü áû ïðè ëþáûõ n > N

è ëþáûõ p ≥ 1.

Ïð è ì åð. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä 
∞

=
= + + +∑

1

1 1 1
1 ...

2 3n n
 ðàñõîäèòñÿ (ýòîò

ðÿä íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì).
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Ðåøåíèå: äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà íàõîäèì − =2n nS S

= +
= > ⋅ =∑

2

1

1 1 1
,

2 2

n

m n

n
m n

 ò.å. − >2
1

,
2n nS S  ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî ðÿäà íå

âûïîëíåí êðèòåðèé Êîøè ïðè p = n. Ïîýòîìó ðÿä 
∞

=
∑

1

1

n n
 ðàñõîäèòñÿ.

Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, íî î÷åíü ìåäëåííî. Òàê, ðàçíèöà
ìåæäó åãî ÷àñòè÷íîé ñóììîé S1000 è S1001 ìåíüøå îäíîé ìèëëèîí-
íîé, ðàçíèöà ìåæäó S10000 è S10001 ìåíüøå îäíîé ñòîìèëëèîííîé.
Íî âñå æå ðÿä ðàñõîäèòñÿ, õîòÿ èíòóèöèÿ ïðîòèâèòñÿ ýòîìó.

Ðÿä âèäà 
∞

=
∑

1

1
s

n n
 íàçûâàþò îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì. Ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ïðè s > 1 îí ñõîäèòñÿ, à ïðè s ≤ 1 — ðàñõîäèòñÿ. Ïîëî-

æèâ s = 1+δ, δ > 0, ïîëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä 
∞

+δ
=
∑ 1

1

1

n n
 ïðè δ > 0 äàæå

î÷åíü ìàëîì. Íàïðèìåð, ðÿäû 
∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑ ∑3 2 2

1 1 1

1 1 1
, ,

n n n n nn n
 ñõîäÿòñÿ êàê

îáîáùåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ïðè s > 1.
Íåïîñðåäñòâåííî èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò íåîáõîäèìûé ïðè-

çíàê ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 2. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî

→∞
=lim 0.n

n
a (1.3)

Óñëîâèå (1.3) ëèøü íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà, íî íåäîñòà-

òî÷íî. Òàê, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà 
∞

=
∑

1

1

n n
 óñëîâèå (1.3) âûïîëíåíî,

íî ýòîò ðÿä, êàê ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, ðàñõîäèòñÿ.
Åñëè æå óñëîâèå (1.3) íå âûïîëíåíî, ò.å.

→∞
≠lim 0,n

n
a (1.4)

òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Óñëîâèå (1.4) äîñòàòî÷íî äëÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà.

Íàïðèìåð, ðÿä 
∞

= +∑
1 10n

n

n
 ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê

→∞ →∞ →∞
= = = ≠

+ +

1
lim lim lim 1 0

1010 1
n

n n n

n
a

n

n
(íåîáõîäèìûé ïðèçíàê íå âûïîëíåí).
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1.12. Óñëîâíàÿ è àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü

Âñå ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû äåëÿò íà äâà êëàññà: àáñîëþòíî è óñëîâíî
ñõîäÿùèåñÿ.

Ïóñòü äàí ðÿä (1.1) 
∞

=
∑

1

.n
n

a  Ìîæåì ðàññìîòðåòü ðÿä

∞

=
∑

1

,n
n

a (1.5)

ñîñòàâëåííûé èç åãî ìîäóëåé. ×ëåíû ðÿäà (1.5) íåîòðèöàòåëüíû, òàê
êàê ≥ 0.na

Èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðÿä (1.5) ñõîäèòñÿ, òî ñõî-
äèòñÿ ðÿä (1.1). Îáðàòíîå íåâåðíî, ðÿä (1.1) ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à (1.5) —
ðàñõîäèòüñÿ. Åñëè ðÿä (1.5) ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (1.1) ñõî-
äèòñÿ àáñîëþòíî; åñëè æå ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ, à (1.5) ðàñõîäèòñÿ,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Íàïðèìåð, äîêàçàíî, ÷òî

ðÿä 
∞

−

=
− = − + − +∑ 1

1

1 1 1 1
( 1) 1 ...

2 3 4
n

n n
 ñõîäèòñÿ, íî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç

ìîäóëåé åãî ÷ëåíîâ, ñîâïàäàåò ñ ãàðìîíè÷åñêèì, à ïîòîìó ðàñõîäèò-

ñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä 
∞

−

=
−∑ 1

1

1
( 1)n

n n
 ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè êîíå÷-
íûõ ñóìì. Äëÿ óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ñóìì
«îò ïåðåìåíû ìåñò ñëàãàåìûõ ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ», êàê ïîêàçàë
Ðèìàí, íå âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû íå èìåþò áîëü-
øîãî ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

1.13. Ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè.

Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â êîíå÷íîé ôîðìå). Ïóñòü äàíû

äâà ðÿäà: 
1

— n
n

A a
∞

=
∑  è 

1

— .n
n

B b
∞

=
∑  Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

≤ ,n na b (1.6)

òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà B ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà A; åñëè æå ðÿä A àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, òî àáñîëþòíî
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ðàñõîäèòñÿ è ðÿä B (ïðè ýòîì óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íå èñêëþ÷àåòñÿ).
Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç êðèòåðèÿ Êîøè.

Ïð è ì åð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä 
∞

= +
∑ 2

1

1
.

5n n

Ðåøåíèå: î÷åâèäíî, <
+2 2

1 1
,

5n n
 íî ðÿä 

∞

=
∑ 2

1

1

n n
 ñõîäèòñÿ êàê îáîá-

ùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ïðè s = 2 > 1. Ïî òåîðåìå 1 äàííûé ðÿä ñõî-
äèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè ïîíÿòèÿ àá-
ñîëþòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò. Òàêèå ðÿäû óñëîâ-
íî ñõîäèòüñÿ íå ìîãóò.

Òåîðåìà 2 (ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Åñëè 
→∞

=lim n

n n

a
K

b

≠ ≠ ∞( 0, ),K K  òî ðÿäû A è B ëèáî îáà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, ëèáî
îáà àáñîëþòíî íå ñõîäÿòñÿ (âîçìîæíî, ñõîäÿòñÿ óñëîâíî ëèáî ðàñõî-
äÿòñÿ).

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä 
∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)
.

1

n

n

n

n

Ðåøåíèå: âîçüìåì ðÿä 
∞

=
∑

1

1

n n
 è ïðèìåíèì ïðåäåëüíûé ïðèçíàê

ñðàâíåíèÿ: 
2

2 2

1
lim : lim 1 0.

1 1n n

n n

nn n→∞ →∞

  = = ≠ + + 

Òàê êàê ðÿä 
∞

=
∑

1

1

n n
 ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä 

∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)

1

n

n

n

n
 àáñîëþòíî íå

ñõîäèòñÿ.

 Î÷åíü óäîáåí â ïðèìåíåíèè ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

Òåîðåìà 3 (ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè). Åñëè ëèáî 1lim n

n n

a
q

a

+

→∞
=

(ïðèçíàê Äàëàìáåðà), ëèáî lim n
n

n
a q

→∞
=  (ïðèçíàê Êîøè), òî ïðè

q < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à ïðè q > 1 — ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè q = 1 ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè îòâåòà íå äàþò.

Ïð è ì åð 3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä 
∞

=
∑

1

2
.

!

n

n n
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Ðåøåíèå: äàííûé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ïîýòîìó
= .n na a  Íàõîäèì

1
1 2 1 2 2 ! 2

lim lim : lim lim 0 1.
( 1) ! ! ( 1) ! 12

n n n
n

nn n n nn

a n

a n n n n

+
+

→∞ →∞ →∞ →∞

 += = ⋅ = = < + + +  

Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïð è ì åð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä 
1

3 2
.

2 5

n

n

n

n

∞

=

+ 
 + 

∑

Ðåøåíèå: ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè: 
3 2 3

lim lim 1.
2 3 2

n
n

n n

n
a

n→∞ →∞

+= = >
+

Ïî ïðèçíàêó Êîøè äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ áîëåå òîíêèõ äîñòàòî÷íûõ
ïðèçíàêîâ, íà êîòîðûõ ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

1.14. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû

×àñòî âñòðå÷àþòñÿ ðÿäû âèäà

∞
+

=
− = − + − + >∑ 1

1 2 3 4
1

( 1) ..., 0,n
n n

n

a a a a a a

íàçûâàåìûå çíàêî÷åðåäóþùèìèñÿ.

Òåîðåìà (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ÷ëåíû çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ
ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ò.å. + <1n na a ,

è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. 
→∞

=lim 0,n
n

a  òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå: ïðèçíàê Ëåéáíèöà íå îòâå÷àåò íà âîïðîñ î õàðàêòåðå
ñõîäèìîñòè ðÿäà. ×òîáû âûÿñíèòü ñõîäèòñÿ ëè îí àáñîëþòíî èëè

óñëîâíî, òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ðÿä 
∞

=
∑

1

.n
n

a

Ïð è ìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä 
∞

+

=
−∑ 1

1

1
( 1) .n

n n

Ðåøåíèå: òàê êàê <
+
1 1

1n n
 è 

→∞
=lim 0,n

n
a  òî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíè-

öà äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ðÿä 
∞ ∞

+

= =
− =∑ ∑1

1 1

1 1
( 1)n

n nn n
 ðàñõî-

äèòñÿ, òî ýòà ñõîäèìîñòü óñëîâíàÿ.
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Óïðàæíåíèÿ

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå ðÿäû:

à) 
∞

= +∑
1

1
;

1n n
 á) 

∞

=

−
+∑

1

( 1)
;

1

n

n n
 â) 

∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)
;

1

n

n n
 ã) 

+ +
∑

2

3
;

2 1

n

n n

ä) 
∞

= +∑
1

5
;

4

n

n n
 å) 

∞

= +
∑

1

1
;

4n n
 æ) 

∞

=

−
+

∑ 3
1

( 1)
;

5

n

n n

ç) 
( )∞

=

+ −

+
∑

2

4
1

1 ( 1)
;

2

n

n

n

n
 è) 

∞

= +
∑

2

2
1

.
100n

n

n

Îòâåò: à, ã, ä, å, è — ðàñõîäÿòñÿ; á, æ — ñõîäÿòñÿ óñëîâíî; â, ç —
ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.

1.15. Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè

Âàæíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ïðåäåëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè. Îíî ñëóæèò äëÿ òî÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ
íåîïðåäåëåííûõ âûðàæåíèé, óæå óïîìèíàâøèõñÿ íàìè, êàê «÷èñëî
A ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà B», «ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è x0

ìàëî» è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 1. Îêðåñòíîñòüþ êîíå÷íîé òî÷êè x0 (÷èñëà x0) äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè íàçûâàåòñÿ ëþáîé èíòåðâàë (a,b), ñîäåðæàùèé ýòó
òî÷êó. Îáîçíà÷àòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 áóäåì u(x0), ò.å.

= = − δ − δ0 0 1 0 2( ) ( , ) ( , ),u x a b x x

ãäå 0 1 0 2 1 2, , 0, 0.a x b x= − δ = + δ δ > δ >
Ýòó æå îêðåñòíîñòü èíîãäà îáîçíà÷àþò δ δ1 2, 0( ).u x  Îêðåñòíîñòü

1 2, 0( )u xδ δ  åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê {x}, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

0 1 0 2.x x x− δ < < + δ

  
0x  0 1x − δ  0 2x + δ  

1 2, 0( )u xδ δ  

Åñëè 1 2 ,δ = δ = δ  òî îêðåñòíîñòü íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è îáî-
çíà÷àåòñÿ 0( ).u xδ  Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó 0 0x x x− δ < < + δ èëè íåðàâåíñòâó 0 .x x− < δ

×àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ýòî
îêðåñòíîñòü 

1 2, 0( ),u xδ δ  èç êîòîðîé âûáðîøåíà òî÷êà x0. Îáîçíà÷àþò

ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü 1 2

o

, 0( ).u xδ δ  Åñëè δ1 = δ2 = δ, òî èìååì ñèììåò-
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ðè÷íóþ ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Åå îáîçíà÷àþò 
o

0( ).u xδ  Ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê {x}, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 00 .x x< − < δ
Ìû ðàññìîòðåëè îêðåñòíîñòè êîíå÷íîé òî÷êè. Ââîäÿò ïîíÿòèå

îêðåñòíîñòè è äëÿ ñèìâîëà «∞».

Îïðåäåëåíèå 2. Îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, ò.å.
ñèìâîëà «∞», íàçûâàåòñÿ âíåøíîñòü ëþáîãî îòðåçêà [M1, M2]. Îáî-
çíà÷àþò 

1 2, ( ).M MU ∞  Ñèììåòðè÷íîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ∞ íàçûâàþò
âíåøíîñòü îòðåçêà [−M; M], ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Îáîçíà÷àþò UM(∞).

 

1M  
2M  

1 2, ( )M MU ∞  

M−  M  
( )MU ∞  

0 

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 
1 2, ( )M MU ∞  — ýòî ìíîæå-

ñòâî òî÷åê {x}, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì x < M1 è x > M2. Ñèì-
ìåòðè÷íóþ îêðåñòíîñòü UM(∞) ìîæíî çàäàòü íåðàâåíñòâîì .x M>

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ââåäåì ïîíÿòèå îäíî-
ñòîðîííèõ îêðåñòíîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïðàâîñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü êîíå÷íîé òî÷êè x0 — ýòî ìíîæå-
ñòâî 0 0 0( ) : ;U x x x x+

δ < < + δ
2) ëåâîñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü êîíå÷íîé òî÷êè x0 — ýòî ìíîæå-

ñòâî 0 0 0( ) : ;U x x x x−
δ − δ < <

3) ïðàâàÿ îêðåñòíîñòü ñèìâîëà «∞» — ýòî ìíîæåñòâî
( ): .MU x M+∞ >  Åå íàçûâàþò îêðåñòíîñòüþ ñèìâîëà «+∞»;
4) ëåâàÿ îêðåñòíîñòü ñèìâîëà «∞» — ýòî ìíîæåñòâî
( ) : ( 0).MU x M M−∞ < − >  Åå íàçûâàþò îêðåñòíîñòüþ ñèìâîëà «−∞».
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü îêðåñòíîñòè òî÷åê íà ïëîñêîñòè

è â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü 0 0 0 0( , , )M x y z  — òî÷êà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê { }( , , ) ,M x y z  óäàëåííûõ îò òî÷êè M0 íà
ðàññòîÿíèå d, ìåíüøåå δ, íàçûâàþò δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0 è îáî-
çíà÷àþò Vδ(M0). Åñëè òî÷êó M0 èç îêðåñòíîñòè Vδ(M0) èñêëþ÷èòü,

òî îêðåñòíîñòü íàçûâàþò ïðîêîëîòîé è îáîçíà÷àþò 
o

0( ).V Mδ

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà
X, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè èìåþòñÿ òî÷êè èç X, îòëè÷íûå îò x0.

Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü ìíîæå-
ñòâó, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü. Íàïðèìåð, òî÷êà x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà (0,1], íî íå ïðèíàäëåæèò åìó. Îñòàëüíûå
ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó. Ê ïðåäåëüíîé òî÷-
êå ìíîæåñòâà ìîæíî ïðèáëèçèòüñÿ êàê óãîäíî áëèçêî, äâèãàÿñü ïî
òî÷êàì ýòîãî ìíîæåñòâà.
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1.16. Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ â êóðñå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íà åãî îñíîâå ââîäèòñÿ ðÿä äðóãèõ ïîíÿ-
òèé: ïðîèçâîäíîé, äèôôåðåíöèàëà, èíòåãðàëà, ñóììû ðÿäà è äð.

Äàíà ôóíêöèÿ y = f(x) íà ìíîæåñòâå X, è x0 — åãî ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x)

ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê 0 0( ),x x x→  åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(A)

÷èñëà A ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü 
o

0( )V x  òî÷êè x0 òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x, ïðèíàäëåæàùåé 
o

0( )V x X∩ , âûïîëíÿåòñÿ

( ) ( ).f x U A∈  Çàïèñûâàþò 
0

lim ( ).
x x

A f x
→

=

Âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ îêðåñòíîñòåé U(A) è 
o

0( )V x  â îïðåäåëå-

íèè 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íûå îêðåñòíîñòè Uε(A) è 
o

0( ).V xδ

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x → x0, åñëè äëÿ âñÿêîé ñèììåòðè÷íîé îêðåñòíîñòè Uε(A) òî÷êè A

ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü 
o

0( )V xδ  òàêàÿ, ÷òî

äëÿ âñåõ 
o

0( )x V x Xδ∈ ∩  èìååò ìåñòî ( ) ( ).f x U Aε∈

Èíîãäà îêðåñòíîñòè Uε(A) è 
o

0( )V xδ  çàäàþò â âèäå íåðàâåíñòâ.
Òîãäà îïðåäåëåíèå 2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x → x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 00 x x< − < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ( ) .f x A− < ε

Çàìåòèì, ïîñêîëüêó ε — ëþáîå, òî îíî ìîæåò áûòü è î÷åíü ìàëûì.

 

0x − δ 0x  
0x + δ 

y  

0  

A + ε  

A  

A − ε  

 

x 
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Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 1, 2 è 3 áðàòü îêðåñòíîñòè UM(∞),
( ), ( ),M MU U−∞ +∞  ( ), ( ), ( ),N N NV V V∞ −∞ +∞  0 0( ), ( ),V x V x+ −

δ δ  òî ëåãêî
ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ:

1) 
0

lim ( ) , , ;
x x

f x
→

= ∞ −∞ +∞ 2) 
, ,

lim ( ) ;
x

f x A
→∞ −∞ +∞

=

3) 
, ,

lim ( ) , , ;
x

f x
→∞ −∞ +∞

= ∞ −∞ +∞ 4) 
0 0

lim ( ) , , , ;
x x

f x A
→ +

= ∞ −∞ +∞

5) 
0 0

lim ( ) , , , .
x x

f x A
→ −

= ∞ −∞ +∞

Ïîñëåäíèå äâà ïðåäåëà íàçûâàþò îäíîñòîðîííèìè. Ïðåäåë 4 íà-
çûâàåòñÿ ïðàâûì, à ïðåäåë 5 — ëåâûì. Çàïèñü 0 0x x→ +  îçíà÷àåò,
÷òî x ñòðåìèòñÿ ê x0 ñïðàâà, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ áîëüøèì 0 0( ),x x x>
à çàïèñü 0 0x x→ −  îçíà÷àåò, ÷òî x ïðèáëèæàåòñÿ ê x0 ñëåâà, îñòà-
âàÿñü âñå âðåìÿ ìåíüøèì 0 0( ).x x x<

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=  íóæíî âçÿòü ëþáóþ ìàëóþ

îêðåñòíîñòü òî÷êè A, íàïðèìåð ñèììåòðè÷íóþ Uε(A), ãäå ε > 0 ïðîèç-
âîëüíî, è íàéòè ìíîæåñòâî {x} òåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå f(x) ∈ Uε(A). Åñëè íàéäåííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 (ïðîêîëîòîé èëè íåò), òî óòâåðæäåíèå

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  äîêàçàíî; åñëè ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñ-

òüþ x0, òî óòâåðæäåíèå 
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  íåñïðàâåäëèâî.

Ïð è ì åð 1. Äîêàçàòü, ÷òî 
0

lim 1.x

x
a

→
=

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 1. Áåðåì ëþáóþ ìà-
ëóþ îêðåñòíîñòü Uε(1) òî÷êè 1 è íàõîäèì ìíîæåñòâî {x} çíà÷åíèé x,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (1).xa Uε∈  Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî 1xa − < ε
èëè 1 ,xa−ε < − < +ε  1 1 .xa− ε < < + ε  Òàê êàê ôóíêöèÿ logax ïðè a > 1
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî loga(1 − ε) < x <
< loga(1+ε) ïðè ε < 1. Ïîñêîëüêó loga(1 − ε) < 0, à loga(1 + ε) > 0, òî
íåðàâåíñòâî loga(1 − ε) < x < loga(1 + ε) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî {x}, ÿâ-

ëÿþùååñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x = 0. Óòâåðæäåíèå 
0

lim 1x

x
a

→
=  ïðè a > 1

äîêàçàíî. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçàòü è ïðè 0 1,a< <  åñëè ó÷åñòü
ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèÿ y = logax ïðè 0 < a < 1 ìîíîòîííî óáûâàåò.

Ïð è ì åð 2. Äîêàçàòü, ÷òî 
1

1
lim 2.
x x→

≠
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
1

1
lim 2,
x x→

=  ò.å. ìíîæåñòâî {x} òåõ

çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ 
1

(2)U
x

ε∈ , ïðè ëþáîì x > 0 ÿâëÿåòñÿ îêðå-

ñòíîñòüþ òî÷êè x0 = 1, íî 
1

(2)U
x

ε∈  îçíà÷àåò, ÷òî 
1

2 ,
x

−ε < − < ε

1
2 2.

x
−ε + < < ε +  Ìîæíî ñ÷èòàòü âñå ÷ëåíû ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæè-

òåëüíûìè, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ε < 2. Ïîýòîìó 
1 1

.
2 2

x< <
+ ε − ε

 Íî èí-

òåðâàë 
1 1

2 2
x

 
< < + ε − ε 

 ïðè ëþáîì ε > 0 íå ñîäåðæèò òî÷êó x0 = 1,

ò.å. íàéäåííîå ìíîæåñòâî {x} íå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 = 1,

ñëåäîâàòåëüíî, 
1

1
lim 2.
x x→

≠

1.17. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè
íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïî Ãåéíå)

Ìû ïðèâåëè îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé. Åãî â
ëèòåðàòóðå íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì Êîøè. Ñóùåñòâóåò äðóãîå îïðå-
äåëåíèå — íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (îïðåäåëåíèå Ãåéíå).

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè
x → x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, xn ≠ x0, ñõîäÿùåéñÿ
ê x0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }( )nf x  çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê A,

ò.å. lim ( ) .n
n

f x A
→∞

=

Äîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ Êîøè è Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ïðå-
äåëû, íàéäåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè,
ñîâïàäàþò. Îïðåäåëåíèÿ Êîøè è Ãåéíå ïîêàçûâàþò, ÷òî íåïðå-
ðûâíûé ïðîöåññ ìîæíî äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü äèñêðåòíûì ïðî-
öåññîì.

Ïð è ì åð. Äîêàçàòü, ÷òî lim sin
x

x
→∞

 íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå: âîçüìåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: { } { }nx n= π  è

{ } 2 .
2ny n
π = + π 
 

 Ïðåäåë êàæäîé èç íèõ ðàâåí ∞, íî lim sin 0,
n

n
→∞

π =
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à lim sin 2 1.
2n

n
→∞

π + π = 
 

 Ïî îïðåäåëåíèþ Ãåéíå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim sin
x

x
→∞

 íå ñóùåñòâóåò.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåëû lim cos ,
x

x
→∞

0
0

2 3
lim

5 4x
y

x y

x y→
→

+
+

íå ñóùåñòâóþò.

1.18. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îòûñêàíèå ïðåäåëà ìîæíî óïðîñòèòü, ïîëüçó-
ÿñü ïðèâåäåííûìè íèæå òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë ïðè x → x0, òî ýòîò
ïðåäåë åäèíñòâåííûé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 
0

1lim ( )
x x

f x A
→

=  è

0
2lim ( ) ,

x x
f x A

→
=  òî, âçÿâ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Uε(A1) è Uε(A2),

ìû ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü îêðåñòíîñòü
o

0( )V x  òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ 
o

0( )x V x∈  âûïîëíÿåòñÿ 1( ) ( )f x U Aε∈  è

2( ) ( ),f x U Aε∈  ÷òî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà åãî îòûñêàíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=

îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 
o

0( )V x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 
o

0( )V x  òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x

èç ýòîé îêðåñòíîñòè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ( )f x A− < ε , èëè

A − ε < f(x) < A + ε. Ýòî è îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(x).

Òåîðåìà 3. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå 
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  è 
0

lim ( ) ,
x x

x B
→

ϕ =

òî ñóùåñòâóþò è ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

1) 
0

lim [ ( ) ( )] ;
x x

f x x A B
→

+ ϕ = +
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2) [ ]
0

lim ( ) ( ) ;
x x

f x x A B
→

⋅ ϕ = ⋅

3) 
0

( )
lim

( )x x

f x A

x B→
=

ϕ
 (ïðè 0).B ≠

Äîêàæåì, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå 1. Ìîæåì çàïèñàòü, ïîëüçóÿñü
ñâîéñòâîì ìîäóëåé:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f x x A B f x A x B f x A x B+ ϕ − + = − + ϕ − ≤ − + ϕ − (1.7)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ îêðåñòíîñòü 
o

0( )V x , äëÿ âñåõ òî÷åê x êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà ( )
2

f x A
ε− <  è ( ) .

2
x B

εϕ − <  Âíîñÿ ýòè íåðàâåíñòâà

â (1.7), ïîëó÷àåì ( ) ( ) ( ) ,f x x A B+ ϕ − + < ε  ÷òî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëè-

âîñòü óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû.
Òåîðåìà 3 øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòûñêàíèè ïðåäåëîâ.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè 
4 3

4 3 2

7 2 14
lim .

5 1x

x x
A

x x x→∞

+ −=
+ + +

Ðåøåíèå: èìååì íåîïðåäåëåííîñòü .
∞
∞

 Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíà-

ìåíàòåëü íà x4. Ïîëó÷èì 
4

2 4

2 14
7

lim .
1 1 1

5
x

x xA

x x x

→∞

+ −
=

+ + +
 Ïðèìåíÿåì òåîðåìó

î ïðåäåëå ÷àñòíîãî è ñóììû è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
4 2

2 14 1
lim lim lim 0,
x x xx x x→∞ →∞ →∞

= = =

íàõîäèì 
7

.
5

A =

Ïð è ìåð 2. Íàéòè 
2

21

4 3
lim .

3 15 12x

x x
A

x x→

− +=
− +

Ðåøåíèå: íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ïðåäåëå ÷àñò-

íîãî íåâîçìîæíî, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê íåîïðåäåëåííîñòè 
0

,
0

 ïî-

ñêîëüêó ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðè x = 1 îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Íàïîìíèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ïðè x → x0 âåëè÷èíà x çíà-
÷åíèÿ x0 íå ïðèíèìàåò. Â íàøåì ïðèìåðå x ≠ 1, à ïîòîìó x − 1 ≠ 0.
Ðàçëàãàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì
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1

( 1)( 3)
lim .

3( 1)( 4)x

x x
A

x x→

− −=
− −

 Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà âåëè÷è-

íó x − 1, îòëè÷íóþ îò íóëÿ. Òîãäà 
1

3 2
lim .

3( 4) 9x

x
A

x→

−= =
−

 Â äàííîì ñëó-

÷àå ïðèìåíèëè òåîðåìó î ïðåäåëå ÷àñòíîãî.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî èíòóèòèâíî ÿñíûõ
òåîðåì î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ.

Òåîðåìà 4. Åñëè 
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x A x A
→ →

= ϕ =  è â íåêîòîðîé òî÷êå

x0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ( ) ( ) ( ),f x x x≤ ψ ≤ ϕ  òî 
0

lim ( )
x x

x
→

ψ  ñóùåñòâóåò

è ðàâåí A.

Òåîðåìà 5. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî ( ) ( )f x x≤ ϕ  è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=

0

lim ( ) ,
x x

x B
→

ϕ =  òî A ≤ B.

Òåîðåìà 6. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî f(x) ≤ B è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=

òî A ≤ B.

1.19. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è x0 — åãî ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 ∈ X, ò.å ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëå-
íà â òî÷êå x0. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè

0

lim ( )
x x

f x
→

 ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(x0). Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî

0 0
0lim ( ) lim ( ).

x x x x
f x f x f x

→ →

 = = 
 

(1.8)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îòûñêàíèå ïðåäåëîâ çíà÷èòåëü-
íî óïðîùàåòñÿ. Äîêàçàíî, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâ-
íû â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ïóòåì îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ñëîæíîé íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè [ ]( )y f x= ϕ  ïðàâèëî (1.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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[ ]
0 0

lim ( ) lim ( ) .
x x x x

f x f x
→ →

 ϕ = ϕ 
 

(1.9)

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðàâèëî, ëåãêî íàõîäèì:

2 2
lim 1 sin lim (1 sin ) 2;

x x
x x

→π →π
+ = + =

2 2

2 2
lim arctg arctg lim arctg1

2 2 4x x

x x

x x→ →

π= = =
+ +

è ò.ä.
Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Çàôèêñèðóåì êàê-ëèáî x = x0 èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X è ïåðåéäåì â äðóãóþ òî÷êó x. Ðàçíîñòü

0x x x− = ∆  íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà x ïðè ïåðåõîäå èç òî÷-
êè x0 â òî÷êó x. Ðàçíîñòü 0( ) ( )f y f x f x∆ = ∆ = −  íàçûâàþò ïðèðàùåíè-
åì ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå èç òî÷êè x0 â òî÷êó x. Äëÿ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ìàëîå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà âûçûâàåò òàêæå ìàëîå ïðèðà-
ùåíèå ôóíêöèè. Ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ýâîëþöèîííîãî ïóòè ðàçâèòèÿ
ïðîöåññà áåç ðåçêèõ ñêà÷êîâ.

Åñëè äàíû äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíê-

öèè 1 2 3
( )

( ) ; ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( );
( )

f x
x x f x g x x f x g x

g x
ϕ = ϕ = ⋅ ϕ = −  ( )

4( ) ( ) .g xx f xϕ =

Ïóñòü x0 — ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
f(x) è g(x). Åñëè ôóíêöèè ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), ϕ4(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå
x0, òî íèêàêèõ ïðîáëåì ïðè îòûñêàíèè ïðåäåëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé
íå âîçíèêàåò. Ïðîñòî íóæíî çàìåíèòü x íà x0. Åñëè æå íåïðåðûâ-
íîñòü íàðóøàåòñÿ, òî ìîãóò âîçíèêíóòü íåîïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿ

òèïà 0 00
, , 0 , , 1 , 0 ,

0
∞∞ ⋅∞ ∞ − ∞ ∞

∞
 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïðåäå-

ëîâ 
0

lim ( )
x x

f x
→

 è 
0

lim ( )
x x

g x
→

 (x0 ìîæåò áûòü è ∞, −∞, +∞). Îäíà èç âàæ-

íûõ çàäà÷ òåîðèè ïðåäåëîâ — íàó÷èòüñÿ ðàñêðûâàòü ýòè íåîïðåäå-
ëåííîñòè, ò.å. ïðåäñêàçûâàòü, ÷åì çàâåðøèòñÿ òîò èëè èíîé ïðîöåññ.
Âûðàæåíèÿ ïîòîìó è íàçûâàþò íåîïðåäåëåííûìè, ÷òî â ïðåäåëå ìî-
æåò ïîëó÷èòüñÿ èëè 0, èëè ∞, ëèáî íåêîòîðûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
íóëÿ.

1.20. Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è èõ êëàññèôèêàöèÿ

Áóäåì ïðèìåíÿòü ïîíÿòèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ — ïðàâîãî
è ëåâîãî. Èõ îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ ïðàâîé 0( )V x+

δ  èëè ëåâîé 0( )V x−
δ

ïîëóîêðåñòíîñòåé. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
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Ïð è ìåð 1. Äàíà ôóíêöèÿ 
2 1

( ) .
1

x
f x

x

−=
−

 Íàéòè åå ïðàâûé è ëå-

âûé ïðåäåëû ïðè x → 1. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, èõ îáîçíà÷àþò

1 0
lim ( )

x
f x

→ +
 è 

1 0
lim ( )

x
f x

→ −
 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå: èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñëåäóåò, ÷òî

1, 1;
1

( 1), 1.

ÂÒÎË 

ÂÒÎË 

x x
x

x x

− ≥− = − − <

Ïîýòîìó ïðè x > 1 
2 2

1 0 1 0 1 0

1 1 ( 1) ( 1)
lim lim lim

1 1 1x x x

x x x x

x x x→ + → + → +

− − − −= = = =
− − −

1 0
lim ( 1) 2;

x
x

→ +
= + =  ïðè x < 1

2

1 0 1 0

1 ( 1)( 1)
lim lim

1 ( 1)x x

x x x

x x→ − → −

− − += = =
− − −

[ ]
1 0

lim ( 1) 2.
x

x
→ −

= − + = −

Êàê âèäèì, ôóíêöèÿ 
2 1

( )
1

x
f x

x

−=
−

 èìååò â òî÷êå x = 1 ïðàâûé

è ëåâûé ïðåäåëû, íî îíè íå ðàâíû. Ïðåäåë 
1

lim ( )
x

f x
→

 íå ñóùåñòâóåò.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=  òî ñóùåñòâóþò 
0 0

lim ( )
x x

f x
→ −

è 
0 0

lim ( ),
x x

f x
→ +

 òàêæå ðàâíûå A, è îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóþò 
0 0

lim ( ),
x x

f x
→ −

0 0
lim ( ),

x x
f x

→ +
 ðàâíûå A, òî ñóùåñòâóåò 

0

lim ( ) .
x x

f x A
→

=

Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ñïðàâà, åñëè

0
0

0
lim ( ) ( )

x x
f x f x

→ +
= , è ñëåâà, åñëè 

0
0

0
lim ( ) ( ).

x x
f x f x

→ −
=

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

0
0

0 0
lim ( ) lim ( ) ( ).

x x x x
f x f x f x

→ + → −
= = (1.10)

Ïðåäåëüíûå òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X ôóíêöèè f(x), â êîòî-
ðûõ íàðóøàþòñÿ ðàâåíñòâà (1.10), íàçûâàþò òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíê-
öèè.

Êëàññèôèöèðóþò ðàçðûâû â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà íàðóøå-
íèÿ óñëîâèÿ (1.10) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1. Ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ðàâíû, íî íå ðàâíû
çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ â òî÷êå x0 èëè
íå îïðåäåëåíà, èëè îïðåäåëåíà, íî f(x0) íå ñîâïàäàåò ñ îáùèì ïðàâûì
è ëåâûì ïðåäåëàìè. Òàêîé ðàçðûâ íàçûâàþò óñòðàíèìûì. Åãî ìîæíî
«óñòðàíèòü», äîîïðåäåëèâ èëè ïåðåîïðåäåëèâ çíà÷åíèå ôóíêöèè
â òî÷êå x0.

Ï ð è ì å ð 2. Îõàðàêòåðèçîâàòü òî÷êó x0 = 3 äëÿ ôóíêöèè

2

2

4 3
( ) .

5 6

x x
f x

x x

− +=
− +

Ðåøåíèå: îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ( ; 2) (2; 3) (3; ).X = −∞ ∪ ∪ ∞  Ïðè x = 3 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å. f(x) â òî÷êå x0 = 3 íå îïðåäåëåíà, íî ýòà òî÷êà
ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà X. Ïîýòîìó òî÷êà x0 = 3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ðàçðûâà. Íàõîäèì

2

23 0 3 0 3 0

4 3 ( 1)( 3) 3 1
lim lim lim 2,

( 2)( 3) 3 25 6x x x

x x x x

x xx x→ ± → ± → ±

− + − − −= = =
− − −− +

ò.å. ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è ðàâíû, íî íå ðàâíû çíà-
÷åíèþ f(3), êîòîðîå íå îïðåäåëåíî. Åñëè ïîëîæèòü f(3) = 2, òî íîâàÿ
ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0 = 3 ðàçðûâà èìåòü íå áóäåò.

2. Â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû,
íå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé. Ýòîò ðàçðûâ íàçûâàþò ðàçðûâîì ïåðâîãî ðîäà
(ðàçðûâ òèïà ñêà÷êà). Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òî÷êà x0 = 1 äëÿ

ôóíêöèè 
2 1

( ) ,
1

x
f x

x

−=
−

 ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 1.

3. Îäèí èëè îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà ïðè x → x0 íå ñóùåñòâó-
þò èëè îáðàùàþòñÿ â ∞. Ðàçðûâ ýòîãî òèïà íàçûâàþò ðàçðûâîì âòî-

ðîãî ðîäà. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè 
( 1)( 3)

( )
( 4)( 3)

x x
f x

x x

− −=
− −

 òî÷êà x0 = 4

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, òàê êàê 
4 0

lim ( ) .
x

f x
→ ±

= ∞  Òî÷êà

x0 = 0 äëÿ ôóíêöèè 
1

( ) sinf x
x

=  òàêæå òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà,

ïîñêîëüêó 
0 0

1
lim sin

x x→ ±
 íå ñóùåñòâóåò.
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1.21. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Íåêîòîðûå ïðåäåëû ââèäó èõ âàæíîñòè ïîëó÷èëè ñïåöèàëüíûå

íàçâàíèÿ. Ïðåäåë 
0

sin
lim
x

x

x→
 íàçûâàþò ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì, êàæ-

äûé èç ïðåäåëîâ 
1

lim 1 ,
n

n n→∞

 + 
 

 
1

0
lim(1 ) ,x

x
x

→
+  

1
lim 1

x

x x→∞

 + 
 

 íàçûâàþò âòî-

ðûì çàìå÷àòåëüíûì.

Äîêàæåì, ÷òî 
0

sin
lim 1.
x

x

x→
=  Ïîä÷åðêíåì, ÷òî x çäåñü èçìåðÿåòñÿ

â ðàäèàíàõ. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåðàâåíñòâî

sin tg , 0 .
2

x x x x
π< < < < (1.11)

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè OAB, OAC è ñåêòîð OAB
â êðóãå ðàäèóñà R, èõ ïëîùàäè îáîçíà÷èì S1, S2 è S3 ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, S1 < S3 < S2. Åñëè x — ðàäèàí-
íàÿ ìåðà óãëà OAB, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

2 2 21 1 1
sin tg .

2 2 2
R x R x R x< <

Ïîñëå äåëåíèÿ íà 21

2
R  ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî (1.11). Ïîäåëèì âñå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.11) íà âåëè÷è-

íó sinx > 0, ïîëó÷èì 1 ,
sin cos

x x

x x
< <  èëè 

sin
cos 1.

x
x

x
< <  Ó÷èòûâàÿ,

÷òî 
0

lim cos cos0 1,
x

x
→

= =  ïî òåîðåìå 4 èç ïîäðàçä. 1.18 ïîëó÷àåì

0 0

sin
lim 1.

x

x

x→ +
= Òàê êàê 

sin sin( )
,

x x

x x

−=
−

 òî è 
0 0

sin
lim 1.

x

x

x→ −
=  Ìû äîêà-

çàëè, ÷òî 
0

sin
lim 1.
x

x

x→
=

Ïð è ìåð 1. 
0 0 0 0

tg sin sin 1
lim lim lim lim 1.

cos cosx x x x

x x x

x x x x x→ → → →
= = ⋅ =

Ïð è ìåð 2. 
22

2
20 0

sin 4 sin4
lim lim 4 16.

4x x

x x

xx→ →

 = ⋅ = 
 

 

x  

y  

O  

B  
C  

A  

R  



4 0

Ïð è ìåð 3. 

2 2 20 0

1 cos 2 1
lim lim .
x x

x

x x→ →

−

Ïð è ìåð 4. 
0 0

arcsin , sin ,arcsin
lim lim

ÂÒÎË 0, ÚÓ Ë 0 sinx y

y x x yx y

x yx y→ →

= = = = → → 

0

1
lim 1.

siny y

y

→
= =

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïåðâîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå ðàñêðûâàåòñÿ

íåîïðåäåëåííîñòü 
0

.
0

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn}, ãäå 
1

1 .
n

nx
n

 = + 
 

 Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïðèìåíèì ôîðìóëó
áèíîìà Íüþòîíà

[ ]

1 2 2

3 3

( 1)
( )

2!

( 1) ( 1)( 1)( 2)
... .

3 ! !

n n n n

n n

n n
a b a na b a b

n n n nn n n
a b b

n

− −

−

−+ = + + +

− − −− −+ + +
L

 Ïîëàãàÿ â íåé 
1

1, ,a b
n

= =  ïîëó÷àåì

2 3

1 1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 1
1 1 ...

2! 3 !

( 1) [ ( 1)] 1 1 1 1 1 2
2 1 1 1

! 2! 3 !

1 1 2 1
... 1 1 1 .

!

n

n

n

n n n n n
x n

n n n n

n n n n

n n n nn

n

n n n n

− − − = + = + + + + + 
 

− − −      + = + − + − − +     
     

−     + + − − −     
     

L

L    (1.12)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

1
1 1 1 1 2

2 1 1 1
2! 1 3 ! 1 1

1 1 2
... 1 1 1 .

1 1 1 1

nx
n n n

n

n n n n

+
     

= + − + − − +     + + +     

     + + − − −     + + + +     
L (1.13)
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Ñðàâíèâàÿ (1.12) è (1.13), âèäèì, ÷òî xn < xn + 1, ò.å. ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Òàê êàê 
1

1 1

! 2kk −<  ïðè k > 2, òî

1

2 1 1

1 1 1
1 1 1 12 221 ... 2 3
2 1 1/ 22 2 2

n

n n n
x

−

− −

− ⋅
< + + + + = + = −

−

(èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ñóììû n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè).
Âèäèì, ÷òî 2 < xn < 3, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò è îãðàíè÷åíà. Ïî òåîðåìå 2 èç ïîäðàçä. 1.9 îíà èìååò êîíå÷-
íûé ïðåäåë. Åãî îáîçíà÷àþò áóêâîé e è íàçûâàþò ÷èñëîì Ýéëåðà.
×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî, 2,7182818285...e ≈

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 
1

0

1
lim(1 ) lim 1 .

x

x

x x
x e

x→ →∞

 + = + = 
 

×èñëî e ÷àñòî ïðèíèìàþò çà îñíîâàíèå ëîãàðèôìà. Îáîçíà÷àþò
loge a = ln a, è ýòîò ëîãàðèôì íàçûâàþò íàòóðàëüíûì. Ôóíêöèÿ y = ex

íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé, à îáðàòíàÿ ê íåé îáîçíà÷àåòñÿ y = ln x.
Ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíòû ââîäÿò òàê íàçûâàåìûå ãèïåðáîëè÷åñêèå
ôóíêöèè:

ch
2

x xe e
x

−+=  — ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ;

sh
2

x xe e
x

−+=  — ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ;

sh
th

ch

x
x

x
=  — ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ;

ch
cth

sh

x
x

x
=  — ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ,

è îáðàòíûå ê íèì: Archx, Arshx, Arthx, Arcthx.
Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ, îñîáåííî ïðè ïîñòðîåíèè íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âî âòîðîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå ðàñêðûâàåòñÿ

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1∞.

Ïð è ì åð 5. Íàéòè 
1

1
lim 1 .

5

n

n n

+

→∞

 + 
 
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Ðåøåíèå: òàê êàê 
1

lim 0,
5n n→∞

=  òî èìååì íåîïðåäåëåííîñòü 1∞. Ìî-

æåì çàïèñàòü
1

( 1) 1 11 5 5 lim
5 51 1

lim 1 lim 1 .
5 5

n

n nn n n
n

n n
e e

n n
→∞

+ ++

→∞ →∞

    + = + = =    
     

Ïð è ìåð 6. Íàéòè 
4

2 5
lim .

2 3

n

n

n

n

+

→∞

+ 
 + 

Ðåøåíèå: òàê êàê 
2 5

lim 1,
2 3n

n

n→∞

+  = + 
 òî òàêæå èìååì íåîïðåäåëåí-

íîñòü 1∞. Ñâåäåì åå êî âòîðîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó ñëåäóþùèìè
ïðèåìàìè:

4 4 4

3( 4)
2 3 2 3 3( 4) 3

lim3
2 3 2

2 5 2 6 3
lim lim 1 1 lim 1

2 3 2 3 2 3

3
lim 1 .

2 3
n

n n n

n n n

n
n n n

n

n

n n

n n n

e e
n

→∞

+ + +

→∞ →∞ →∞

+
+ + +

+
→∞

     + += + − = + =     + + +     

 
  = + = =  +   

Ïð è ìåð 7. Íàéòè 
2

1
2 4

2

4
lim .

6

x

x

x

x

−

→

 +
  + 

Ðåøåíèå: ïîñêîëüêó 
2

2

4
lim 1,

6x

x

x→

+ =
+

 à 
22

1
lim ,

4x x→
= ∞

−
 òî èìååì

íåîïðåäåëåííîñòü 1∞ è ñâîäèì åå êî âòîðîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó:

2 2 2

2

2 2
2

22

1 1 1
2 2 24 4 4

2 2 2

2
6 ( 6)( 4) ( 1)( 2)22 limlim2 ( 6)( 2)(6

2

4 4 2
lim lim 1 1 lim 1 1

6 6 6

2
lim 1

6
xx

x x x

x x x

x x
x x x x xx x

x x x x xx

x

x x x x

x x x

x x
e e

x
→→

− − −

→ → →

− −
+ + − + −− −

− − + −+
→

     + + − −= + − = + − =          + + +     

 
  − −= + = =   +  
 

3
2) 32.e+ =

Ñëåäñòâèÿìè âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ïðåäåëû:
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1) 
0

log (1 )
lim log ;a

a
x

x
e

x→

+
= 2) 

0

ln(1 )
lim 1;
x

x

x→

+ =

3) 
0

1
lim ln ;

x

x

a
a

x→

− = 4) 
0

1
lim 1;

x

x

e

x→

− =

5) 
0

(1 ) 1
lim   (
x

x

x

µ

→

+ − = µ µ = const).

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïðåäåë 1:
1 1

0 0 0

log (1 )
lim lim log (1 ) log lim(1 ) log .a x x

a a a
x x x

x
x x e

x→ → →

+
= + = + =

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè logax. Ïðå-
äåëû 1–5 ïðèìåíÿþò äëÿ âûâîäà ôîðìóë ïðîèçâîäíûõ îò íåêîòîðûõ
ôóíêöèé.

1.22. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè

Ñðåäè âñåõ ôóíêöèé âûäåëÿþò äâà êëàññà — áåñêîíå÷íî ìàëûå
è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå â òåîðåòè÷å-
ñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé ïðè x → x0, åñëè 
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= , è áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè

0

lim ( ) , , .
x x

f x
→

= ∞ − ∞ + ∞  Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 
2

3

x
y

x

−=
−

 ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íî ìàëîé ïðè x → 2 è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → 3.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî

áîëüøèõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ α(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

ïðè x → x0, òî ôóíêöèÿ 
1

( )
( )

x
x

β =
α

 áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x → x0,

è íàîáîðîò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äîñòàòî÷íî èçó÷èòü îäíó èç íèõ, íàïðè-
ìåð áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèÿõ, ñûãðàâøèõ áîëüøóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé
ïðè x → x0 åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → x0.

Òåîðåìà 2. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè α(x) ïðè
x → x0 íà ôóíêöèþ f(x), îãðàíè÷åííóþ â îêðåñòíîñòè x0, åñòü áåñêî-
íå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → x0.
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Òåîðåìà 3. Åñëè 
0

lim ( ) ,
x x

f x A
→

=  òî f(x) = A + α(x), ãäå α(x) — áåñêî-

íå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → x0, è îáðàòíî, ò.å. ôóíêöèÿ îòëè÷àåò-
ñÿ îò ñâîåãî ïðåäåëà íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè ñðàâíèâàþò ìåæäó ñîáîé ïî ñêîðîñòè
èõ ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ. Ïóñòü äàíû áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè α(x)
è β(x) ïðè x → x0. Îíè íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

(êîíå÷íûé èëè íåò) ïðåäåë 
0

( )
lim .

( )x x

x

x→

α
β

 Ãîâîðÿò, ÷òî α(x) èìååò áîëåå

âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ β(x), åñëè 
0

( )
lim 0,

( )x x

x

x→

α =
β

è ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, åñëè 
0

( )
lim

( )x x

x
C

x→

α =
β

( 0, ).C C≠ ≠ ∞  Åñëè C = 1, òî áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè α(x) è β(x)

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ïèøóò ( ) ( ).x xα β�  Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêî-

íå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ α(x) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè k îòíîñèòåëüíî

áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè β(x) ïðè x → x0, åñëè 
[ ]0

( )
lim

( )
kx x

x
C

x→

α =
β

( 0, ),C C≠ ≠ ∞  ïðè ýòîì áåñêîíå÷íî ìàëóþ [ ]( ) ( )
k

x C xγ = β  íàçûâàþò

ãëàâíîé ÷àñòüþ áåñêîíå÷íî ìàëîé  α(x). Îáû÷íî â êà÷åñòâå ýòàëîí-
íîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè ïðè x → x0 ïðèíèìàþò β(x) = x − x0

è ñ íåé ñðàâíèâàþò âñå îñòàëüíûå. Ïðè x → ∞ â êà÷åñòâå ýòàëîííîé

ïðèíèìàþò 
1

( ) .x
x

β =

Â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ, à òàêæå ïðè îòûñêàíèè ïðåäåëîâ
øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
åñëè 1 1( ) ( ), ( ) ( )x x x xα α β β� �  ïðè x → x0, òî

0 0

1

1

( )( )
lim lim .

( ) ( )x x x x

xx

x x→ →

αα =
β β

(1.14)

Ïðè ýòîì ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ ôóíêöèé, ãäå ÷åðåç α(x) îáîçíà÷åíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ ïðè x → x0 èëè x → ∞, ±∞:

1) sin ( ) ( );x xα α�  2) tg ( ) ( );x xα α�  3) arcsin ( ) ( );x xα α�

4) arctg ( ) ( );x xα α�  5) [ ] ( )log 1 ( ) log ( );a ax e x+ α α�

6) [ ]ln 1 ( ) ( );x x+ α α�  7) ( ) 1 ( ) ln , 0, 1;xa x a a aα − α > ≠�
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8) ( ) 1 ( );xe xα − α�  9) [ ]1 ( ) 1 ( );x xµ+ α − µα�

10) 
( )

1 ( ) 1 ;n x
x

n

α+ α − �  11) 21
1 cos ( ) ( ).

2
x x− α α�

Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé 1–11 ñëåäóåò èç çàìå÷àòåëüíûõ
ïðåäåëîâ è èõ ñëåäñòâèé.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè 
0

sin 8
lim .

ln(1 2 )x

x

x→ +
Ðåøåíèå: ñîãëàñíî òàáëèöå ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

sin 8 8 ,x x�  ln(1 2 ) 2x x+ �  ïðè x → 0. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

(1.14), ïîëó÷àåì 
0 0

sin 8 8
lim lim 4.

ln(1 2 ) 2x x

x x

x x→ →
= =

+

Ïð è ìåð 2. Íàéòè 
2

40

1 1
lim .

1xx

x x

e→

+ + −
−

Ðåøåíèå: òàê êàê ( )2 2 41 1
1 1 , 1 4 ,

2 2
xx x x x x e x+ + − + −� � �  òî

( )2

40 0

1 21 1 1
lim lim .

4 81xx x

xx x

xe→ →

+ + −
= =

−

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñðàâíèâàþòñÿ è áåñêîíå÷íî áîëüøèå
ôóíêöèè, òîëüêî âìåñòî ïîðÿäêà ìàëîñòè ââîäÿò ïîíÿòèå ïîðÿäêà
ðîñòà. Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ f(x) ïðè x → x0 èìååò
ïîðÿäîê ðîñòà m îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè ϕ(x),

åñëè 
[ ]0

( )
lim , 0, ,

( )
mx x

f x
K K K

x→
= ≠ ≠ ∞

ϕ
 ïðè ýòîì åñëè m = 1, òî ãîâîðÿò

÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè f(x) è ϕ(x) èìåþò ðàâíûå ïîðÿäêè
ðîñòà.

Èçó÷àÿ ÷èñëîâûå ðÿäû 
1

,n
n

a
∞

=
∑  ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì èõ ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim 0n
n

a
→∞

=  (ñì. òåîðå-

ìó 2 èç ïîäðàçä. 1.11), ò.å. ôóíêöèÿ f(n) = an äîëæíà áûòü áåñêîíå÷-
íî ìàëîé ïðè n → ∞. Òåïåðü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå
(òåîðåìà 2 èç ïîäðàçä. 1.13) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å: äëÿ òîãî

÷òîáû ðÿä 
1

n
n

a
∞

=
∑  ñõîäèëñÿ àáñîëþòíî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî îáùèé
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÷ëåí na  áûë áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé 
1

( )n
n

β =  ïðè n → ∞. Òàê, íàïðèìåð,

ðÿä 
2

1 1n

n

n

∞

= +
∑  ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òàê êàê ïîðÿäîê ìàëîñòè ôóíê-

öèè 
2

( )
1

n
n

n
α =

+
 ïðè n → ∞ ðàâåí 3 2  îòíîñèòåëüíî 

1
( ) ,n

n
β =  ò.å.

áîëüøå 1.
Ìû èçó÷èëè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèé

y = f(x) îäíîãî àðãóìåíòà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòè ïîíÿòèÿ
è äëÿ ôóíêöèé y = f(x1, x2, ..., xn) ìíîãèõ àðãóìåíòîâ. Âìåñòî îêðåñò-

íîñòåé 
o

0 0( ), ( )V x V xδδ  íóæíî áðàòü îêðåñòíîñòè 
o

0 0( ), ( )V M V Mδδ  òî÷-

êè ( )0 0 0
0 1 2, ,..., .nM x x x

Â çàêëþ÷åíèå ïîäðàçäåëà ïðèâåäåì íåêîòîðûå òåîðåìû î ñâîé-
ñòâàõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå [a,b].

Òåîðåìà 4 (î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè). Åñëè ôóíê-
öèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,b] è f(a) = A, f(b) = B, òî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà

C, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó A è B, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà [ , ],t a b∈  ÷òî
f(t) = C.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷èñëà A è B èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî íà (a,b)
îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Ýòî ñâîéñòâî ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî îòûñêàíèÿ êîðíåé óðàâíåíèé âèäà
f(x) = 0.

Òåîðåìà 5 (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
íà [a,b] ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 6 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
íà [a,b] ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íà [a,b] ñâîè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå
çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, äîêàæèòå, ÷òî

à) 
2

1 1
lim ;

3 5x x→
=

+
 á) 

1
lim 0;
x x→∞

=  â) 
2 0

1
lim .

2x x→ +
= +∞

−
2. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

à) 
2

21

6 5
lim ;

3 2x

x x

x x→

− +
− +

 á) 
3

3

27
lim ;

3x

x

x→

−
−

 â) 
4

4 3

3 4 1
lim ;

6 5 4x

x x

x x→∞

+ +
+ +
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ã) 
2

3 2

4 5
lim ;

7x

x x

x x→∞

+ +
+ +

 ä) 
3 6

3

16 5
lim ;

x

x x

x→ −∞

+ +

å) 
3 6

3

16 5
lim ;

x

x x

x→ +∞

+ +
 æ) 

2

2 2
lim ;

2x

x

x→

+ −
−

ç) 
3

2

10 2
lim .

2x

x

x→

− −
−

Îòâåò: à) 4; á) 27; â) 
1

;
2

 ã) 0; ä) −3; å) 5; æ) 
1

;
4

 ç) 
1

.
12

−

3. Ïðèìåíÿÿ ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, íàéäèòå ñëåäóþùèå
ïðåäåëû:

à) 
0

sin3
lim ;
x

x

x→
 á) 

0

sin10
lim ;

sin2x

x

x→
 â) 

2

sin3( 2)
lim ;

2x

x

x→

−
−

ã) 
0

arcsin 4
lim ;

sinx

x

x→
 ä) 

20

1 cos2
lim ;
x

x

x→

−
 å) 

25

sin( 5)
lim ;

6 5x

x

x x→

−
− +

æ) 
20

cos 4 cos3
lim ;
x

x x

x→

−
 ç) 

3

tg sin
lim .
x

x x

x→

−

Îòâåò: à) 3; á) 5; â) 3; ã) 4; ä) 2; å) 
1

;
4

 æ) 
7

;
2

−  ç) 
1

.
2

4. Ïðèìåíÿÿ âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, íàéäèòå ñëåäóþùèå
ïðåäåëû:

à) 
3

0

1
lim 1 ;

2

x

x x→

 + 
 

 á) 

2
2

0

3
lim 1 ;

1

x

x

x x

x→

 ++  + 
 â) 

4
2

lim ;
3

x

x

x

x

+

→∞

+ 
 + 

ã) 

2

5

5

3
lim ;

4 18

x

x

x

x

−

→

 −
 − 

 ä) 
4 32

2

5 3
lim ;

5 2 1

x

x

x

x x

+

→∞

 +
  − + 

 å) ( )
1

2

0
lim 1 sin 4 .x

x
x

→
+

Îòâåò: à) 3 2;e á) e6; â) e−1; ã) e3; ä) 8 5;e å) 1.

5. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèÿ èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, íàé-
äèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

à) 
0

ln(1 4 )
lim ;
x

x

x→

+
 á) 

5

0

2 1
lim ;

x

x x→

−
 â) 

5

0

1 3 1
lim ;
x

x

x→

+ −

ã) 
( )2

20

ln 1 2sin
lim ;

tgx

x

x→

+
 ä) 

3

5 4 1
lim ln ;

3 2 5x

x x

x x→

+ −
− +

 å) 
5

sin20
lim .

1

x x

xx

e e

e→

−
−

Îòâåò: à) 4; á) 5ln 2; â) 
3

;
5

 ã) 2; ä) 
16

;
11

 å) 2.
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6. Íàéäèòå è îõàðàêòåðèçóéòå òî÷êè ðàçðûâà äëÿ ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé:

à) 
2

2 2

1 4
( ) arctg sin ;

4 2

x
f x

x x x

−= +
− −

 á) 2 2

sin( 2) tg
( ) .

54

x x
f x

xx

+= +
−

Îòâåò: à) −210221; á) −210Ó22. Ðÿäîì ñ òî÷êîé ðàçðûâà óêàçàí åå
õàðàêòåð 1; 2; Ó.

7. Íàéäèòå ïîðÿäîê ìàëîñòè ôóíêöèè α(x) îòíîñèòåëüíî β(x) â
ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

à) ( ) ( )3 2 2( ) 1 sin 1 , ( ) 1, 1;x x x x x xα = − − β = − →

á) 
1 cos3( 2)

( ) ; ( ) 2; 2;
3 1

x
x x x x

x

− −α = β = − →
− −

â) ( )24( ) 3 tg 9 , ( ) 3, 3;x x x x x xα = − − β = − →

ã) 
2

3 2

1 4 1
( ) sin ln , ( ) , .

1 1

x x
x x x

xx x

+ +α = ⋅ β = → ∞
+ +

Îòâåò: à) 3; á) 1; â) 5 4;  ã) 4.

8. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çàìåíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé ýêâè-
âàëåíòíûìè, íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

à) 
0

sin8
lim ;

ln(1 2 )x

x

x→ +
 á) [ ]

4( 1)

1

1
lim ;

ln 1 tg2( 1)

x

x

e

x

−

→

−
+ −

 â) ( )22

arcsin3( 2)
lim ;

arctg4 4x

x

x→

−
−

ã) 
2

0

tg3 arcsin
lim ;

2x

x x

x→

+
 ä) 

0

1 cos2
lim ;

1 cos 4x

x

x→

−
−

 å) 
2

0

1 1
lim .

sin 4x

x x

x→

+ + −

Îòâåò: à) 4; á) 2; â) 
3

;
16

 ã) 
3

;
2

 ä) 
1

;
4

 å) 
1

.
8

1.23. Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
è åãî îáëàñòè ñõîäèìîñòè

Â îòëè÷èå îò ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ÷ëåíàìè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè yn = fn(x).

Ïóñòü êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå
ôóíêöèÿ fn(x). Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1 2( ), ( ), ..., ( ), ...,nf x f x f x (1.15)
íàçûâàåìóþ ôóíêöèîíàëüíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè â
(1.15) èìåþò îáùóþ ÷àñòü X èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ.
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Ñèìâîë âèäà

1

( )n
n

f x
∞

=
∑ (1.16)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x = x0 èç
ìíîæåñòâà X. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä

0
1

( ).n
n

f x
∞

=
∑ (1.17)

Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä 0
1

( )n
n

f x
∞

=
∑  ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèî-

íàëüíûé ðÿä (1.16) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè (1.17)
ðàñõîäèòñÿ. Ìíîæåñòâî D âñåõ òî÷åê {x}, â êîòîðûõ ðÿä ñõîäèòñÿ,
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Î÷åâèäíî,
÷òî .D X⊆  Êàê âèäèì, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä — ýòî îáîáùåíèå ïîíÿ-
òèÿ ñóììû ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Êàæäîìó ÷èñ-
ëó x èç îáëàñòè D ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ñóììîé

÷èñëîâîãî ðÿäà 
1

( ).n
n

f x
∞

=
∑  Ïîëó÷èâøàÿñÿ ôóíêöèÿ S(x) íàçûâàåòñÿ ñóì-

ìîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
Äëÿ îòûñêàíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ïðè-

ìåíÿþò äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ïðèâå-
äåííûå â ïîäðàçä. 1.13.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

1

1
1

( 1) 2
.

( 1)

n n

n
n n x

+∞

−
=

−
+

∑

Ðåøåíèå: ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà (ñì. òåîðåìó 3 èç ïîä-
ðàçä. 1.13):

2 1 1 11

1

( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
lim : lim

2 ( 1) ( 2) 2

1
12( 1) 2 1 2 2

lim lim lim .
2( 2) 2 1

n n n n nn

nn n nn n

n n n

n x

n x n x n x

n n n
n x x n x x

n

+ + + −+

−→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

− − ⋅ +
= =

+ + +

++ += = = = = =
+ + +

Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî, åñëè

2
1,

x
<  ò.å. åñëè 2.x >  Ýòîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò âñå òî÷êè
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ìíîæåñòâà ( ; 2) (2; ).−∞ − ∪ + ∞  Åñëè æå 
2

1,
x

>  ò.å. åñëè 2,x <  òî ïî

ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü óñëîâèå

2
1,

x
=  òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðèçíàê Äàëàìáåðà îòâåòà íå äàåò.

Òî÷êè x1 = 2 è x2 = −2 èññëåäóåì îòäåëüíî. Ïðè x1 = 2 èìååì ÷èñëîâîé
ðÿä

1 1

1
1 1

( 1) 2 ( 1) 2
.

1( 1)2

n n n

n
n n nn

+ +∞ ∞

−
= =

− −=
++

∑ ∑

Ïîëó÷èëè çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî ïðèç-
íàêó Ëåéáíèöà (ñì. òåîðåìó â ïîäðàçä. 1.14). Ïðè x2 = −2 èìååì

1 1

1 1 1
1 1 1

( 1) 2 ( 1) 2 2
.

1( 1)( 2) ( 1) ( 1)2

n n n n

n n n
n n n nn n

+ +∞ ∞ ∞

− − −
= = =

− −= =
++ − − +

∑ ∑ ∑  Òàê êàê 
2 2

,
1n n+
�

à ðÿä 
1

2

n n

∞

=
∑  ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä 

1

2

1n n

∞

= +∑  òàêæå ðàñõîäèòñÿ, à ñëåäîâà-

òåëüíî, è ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä â òî÷êå x2 = −2 ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâî ( , 2) [2; ).−∞ − ∪ +∞

Ïð è ìåð 2. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà 
1

3 .n n

n

x
∞

=
∑

Ðåøåíèå: ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ ñî çíàìåíàòåëåì q = 3x. Êàê ìû ïîêàçàëè â ïðèìåðå 1 â ïîä-
ðàçä. 1.10, òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè 1,q <  ò.å. ïðè 3 1x < , èëè åñëè

1 1
, .

3 3
x

 ∈ − 
 

 Ðÿä ðàñõîäèòñÿ, åñëè 3 1.x ≥  Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ

ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë 
1 1

, .
3 3

 − 
 

Îïðåäåëèòü ñóììó ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ìîæíî òåì æå ñïîñî-
áîì, ÷òî è ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà. Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé { }( ) :nS x

1 1

2 1 2

3 1 2 3

1 2

( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ... ( ).n n

S x f x

S x f x f x

S x f x f x f x

S x f x f x f x

=
= +
= + +

= + + +
KKKKKKKKKKKKKK
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Ôóíêöèÿ Sn(x) íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ôóíêöèîíàëü-

íîãî ðÿäà. Åñëè ñóùåñòâóåò lim ( ) ( ),n
n

S x S x
→∞

=  òî ôóíêöèÿ S(x) íàçû-

âàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè ñóììó ðÿäà 1 1

1

3 .n n

n

x
∞

− −

=
∑

Ðåøåíèå: 
1

( )
1 3

S x
x

=
−

 ïðè 1

3
x <  êàê ñóììà ÷ëåíîâ óáûâàþùåé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = 3x.

Ïð è ì åð 4. Íàéòè ñóììó ðÿäà 
( )1

.
1

n
n

x

x

∞

= +
∑

Ðåøåíèå: äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî

çíàìåíàòåëåì 
1

1
1

q
x

= <
+

 ïðè x ≠ 0. Ïðè x = 0, î÷åâèäíî, S(0) = 0;

åñëè x ≠ 0, òî 
( )1

( ) 1.
1

1
1

x x
S x

x

+
= =

−
+

 Ñëåäîâàòåëüíî,

1, ÂÒÎË 0;
( )

0, ÂÒÎË 0,

x
S x

x

≠=  =
ò.å. ñóììà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îêàçàëàñü ôóíê-
öèåé ðàçðûâíîé.

1.24. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

0
0

( ) ,n
n

n

a x x
∞

=
−∑ (1.18)

ãäå an, x0 — êîíñòàíòû, íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì. Ïðè x = 0 èìååì

2
0 1 2

0

... ...n n
n n

n

a x a a x a x a x
∞

=
= + + + + +∑ (1.19)

Îò ðÿäà (1.18) ê ðÿäó (1.19) ìîæíî ïåðåéòè, ñìåñòèâ íà÷àëî
êîîðäèíàò â òî÷êó x = x0. Ïîýòîìó ñòåïåííûå ðÿäû èçó÷àþò â ôîðìå
(1.19). ×èñëà an íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà. Íàé-
äåì îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.19), ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Äàëàìáå-

ðà: 

1
1 1lim lim .

n
n n

nn n nn

a x a
x

aa x

+
+ +

→∞ →∞
=  Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
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1lim n

n n

a
r

a

+

→∞
= , êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé. Òîãäà ïî ïðèçíàêó Äàëàì-

áåðà ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî ïðè 1,r x <  ò.å. ïðè 
1

x
r

< ,

èëè â èíòåðâàëå 
1 1

, .
r r

 − 
 

 Åñëè îáîçíà÷èòü 
1

,R
r

=  òî ïîëó÷èì èíòåð-

âàë ( , ).R R−  Ïðè x R>  ðÿä ðàñõîäèòñÿ òàêæå ïî ïðèçíàêó Äàëàì-

áåðà. Ïðè r = ∞ ïîëó÷àåì R = 0, è ðÿä (1.19) ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷êå
x = 0. Òàêèå ðÿäû íàçûâàþò ðàñõîäÿùèìèñÿ âñþäó. Åñëè æå

, 0,r r≠ ∞ ≠  òî îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë ( , ).R R−
Â òî÷êàõ x R= ±  ðÿä (1.19) ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ,
ïîýòîìó íóæíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Ïðè r = 0 ðÿä ñõîäèò-
ñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òàê êàê R = ∞. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñõîäÿ-
ùèìñÿ âñþäó, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R, ÷òî ïðè x R<  ðÿä ñõîäèò-
ñÿ, à ïðè x R>  — ðàñõîäèòñÿ.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò 1lim n

n n

a

a

+

→∞
, òåîðåìà äîêà-

çàíà âûøå. ×èñëî R íàçûâàþò ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Êàê âèäèì, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæíî íàéòè

ïî ôîðìóëå

1

lim ,n

n n

a
R

a→∞ +
= (1.20)

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Åñëè ïðåäåë (1.20) íå ñóùåñòâóåò, òî òàêèì ìåòîäîì îïðåäåëèòü

âåëè÷èíó R íå óäàåòñÿ.

Ïð è ì åð. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ:

à) 
1

;
( 1)

n

n

x

n n

∞

= +∑  á) 
0

;
( 1) !

n

n

x

n

∞

= +∑  â) 
0

! .n

n

n x
∞

=
∑

Ðåøåíèå:
à) ïî ôîðìóëå (1.20) íàõîäèì

( 1)( 2) 2 2
lim lim lim 1 1;

( 1)n n n

n n n
R

n n n n→∞ →∞ →∞

+ + +  = = = + = +  
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á) 
( 2) !

lim lim( 2) ,
( 1) !n n

n
R n

n→∞ →∞

+= = + = ∞
+

 ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñ-

ëîâîé îñè;

â) 
! 1

lim lim 0,
( 1) ! 1n n

n
R

n n→∞ →∞
= = =

+ +
 ò.å. ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷-

êå x = 0.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà íåïðåðûâíà âíóòðè
èíòåðâàëà åãî ñõîäèìîñòè.

Ñòåïåííûå ðÿäû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñ-
ëåíèÿõ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîãèå ôóíêöèè ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ:

à) 1 1

1

2 ;n n

n

x
∞

− −

=
∑  á) 

1

1

3
.

n

n x

−∞

=

 
 
 

∑

Îòâåò: à) 1 1
, ;

1 2 2
x

x
<

−
 á) , 3.

3

x
x

x
>

−
2. Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:

à) 
1

1
;

( 2)nn x

∞

= −
∑  á) 

2
1

( 1)
;

n

n x n

∞

=

−
+

∑  â) 

( )21

2
.

( 1) 3 8 6

n

n
n

n

n x x

∞

= + + +
∑

Îòâåò: à) ( ;1) (3, );−∞ ∪ +∞  á) ( ; );−∞ +∞  â) 
2

( ; 2) , .
3

 −∞ − ∪ − +∞ 
 

3. Íàéäèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ:

à) 
1

;
( 4)

n

n

x

n n

∞

= +∑  á) 
3

1

;
8

n

n

x∞

=
∑  â) 

( )2 1

1
1

.
3

n

n
n

n n x −∞

+
=

+
∑

Îòâåò: à) 1; á) 2; â) 3.
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2. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

2.1. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå. Òàêèå ôóíê-
öèè â ñëó÷àå n ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

1 2 1 1 2 2( , , ..., ) ... ,n n ny f x x x a x a x a x= = + + +
ãäå a1, a2, ..., an — êîíñòàíòû. Åñëè îáîçíà÷èòü

1 2 1 2[ , , ..., ], [ , , ..., ] ,T
n nA a a a X x x x= =

òî 1 2( , , ..., )nf x x x A X= ⋅  ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
Äëÿ ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

y = ax (a = const).  Îñíîâíîé çàäà÷åé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé â âèäå ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðè-
ìåðû.

Ïð è ì åð 1 (çàäà÷à î òåïëîåìêîñòè). Êîëè÷åñòâî òåïëà Q(t), êîòî-
ðîå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íàãðåòü 1 ã âåùåñòâà îò 0 äî t ãðàäóñîâ, ÿâëÿåò-
ñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé, âèä êîòîðîé, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòåí.
Íî â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ âåëè÷èíó ∆Q(t) = Q(t) −
− Q(t0) — êîëè÷åñòâî òåïëà, òðåáóåìîãî äëÿ íàãðåâàíèÿ òåëà îò òåì-
ïåðàòóðû t0 äî t, — ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

0( ) ( ) ( ) ,Q t Q t Q t C t t∆ = − = ⋅ ∆ + α∆ (à)
ãäå ∆t = t − t0; C — ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü; α — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ ïðè t → t0. Ïðè ìàëûõ ∆t âòîðûì ñëàãàåìûì ïðåíåáðåãàþò
è ïîëó÷àþò ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó

0 0( ) ( ).Q t C t C t t∆ = ⋅ ∆ = − (á)
Êîýôôèöèåíò C íàçûâàåòñÿ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ âåùåñòâà ïðè

t = t0. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (à) çàìåíåíà ïðèáëè-
æåííî ëèíåéíîé ôóíêöèåé (á). Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîâåäåíà ëèíåàðèçàöèÿ
ôóíêöèè ∆Q = Q(t) − Q(t0).

Ïð è ì åð 2 (çàäà÷à î ñèëå òîêà). Ïóñòü Q(t) — êîëè÷åñòâî ýëåêò-
ðè÷åñòâà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà çà âðå-
ìÿ t. Òîãäà ðàçíîñòü 0 0( ) ( ) ( )Q t Q t Q t∆ = −  îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ýëåê-
òðè÷åñòâà, ïðîòåêàþùåãî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t îò t0 äî t.
È â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â çàäà÷å ñ òåïëîåìêîñòüþ, ìîæíî çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèå (à) è ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (á): Q(t) − Q(t0) = J(t − t0) =
= J ⋅ ∆t.

Êîíñòàíòó J íàçûâàþò ñèëîé òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t = t0.

Â äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûÿñíÿþò, äëÿ êàêèõ ôóíêöèé
âîçìîæíà ëèíåàðèçàöèÿ è êàê íàéòè ïðè ýòîì ëèíåéíóþ ÷àñòü.
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Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå (a,b) çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x) è x0 — ëþáàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç (a,b), à x — ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà èç (a,b).
Îáîçíà÷èì 0 0, ( ) ( ) .x x x f x f x f− = ∆ − = ∆  Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, âåëè÷è-
íó ∆x íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà, à ∆f — ïðèðàùåíèåì
ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå èç òî÷êè x0 â x.

Ôóíêöèÿ ( )( ) : :f x f X R Y R⊂ → ⊂  íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ax, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f x f x f x a x x x x∆ = − = − + − α (2.1)

ãäå a — êîíñòàíòà; α — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → x0.
Ñîîòíîøåíèå (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

.f a x x∆ = ⋅ ∆ + α ∆ (2.2)

Êîíñòàíòó a íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

è îáîçíà÷àþò a = f ′(x0). Ñëàãàåìîå 0( )a x f x x′⋅ ∆ = ∆  îáîçíà÷àþò df è
íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Ïðè ýòîì ÷àñòî
ïîëàãàþò ∆x = dx è ïèøóò 0( ) .df f x dx′=  Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (2.2)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

.f df x∆ = + α ∆ (2.3)

Ïðè ∆x → 0 âåëè÷èíû ∆f è df — ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìà-
ëûå, ïðè÷åì df ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ∆f.
Ïðè ìàëûõ ∆x ìîæíî ïîëîæèòü .f df∆ ≈

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.2) íà ∆x è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó.
Ïîëó÷èì

0

0
0

0 00

( ) ( )
lim lim lim ( ) ( ),
x x x x

f x f xf
a a f x

x x x∆ → → ∆ →

−∆ ′= = ± α = =
∆ −

òàê êàê 
0

lim 0
x∆ →

α =  ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ïðåäåëó îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ
ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Âåëè÷èíà 
f

x

∆
∆

 ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíê-

öèè íà ó÷àñòêå ∆x, 
0

lim
x

f

x∆ →

∆
∆

 îçíà÷àåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü èçìåíå-

íèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x0. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë
ïðîèçâîäíîé. Èç êóðñà ìàòåìàòèêè ñðåäíåé øêîëû èçâåñòíî, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(x0) ðàâíà òàíãåíñó óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè â òî÷êå x0 è îñüþ Ox.
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Åñëè f(x) = C (êîíñòàíòà), òî ∆f = 0, à ïîòîìó è C′ = 0. Ïðîèçâîäíàÿ
îò êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ. Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé f ′(x0)

ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå 0( ).
df

x
dx

Ïð è ìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 2( )f x x=  äèôôåðåíöèðóåìà

â ëþáîé òî÷êå x = x0 è íàéòè f ′(x0).
Ðåøåíèå: ïóñòü x = x0 + ∆x, òîãäà

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

0

( ) 2 ( ) ,

                   2 .

f x x x x x x x x

f x x x x

∆ = + ∆ − = + ∆ + ∆ −
∆ = ∆ + ∆ ⋅ ∆

Ìû ïðèøëè ê ñîîòíîøåíèþ âèäà (2.2), ïðè÷åì a ⋅ ∆x = 2x0∆x,
α = ∆x → 0 ïðè ∆x → 0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x

2 äèôôå-
ðåíöèðóåìà è 0 0( ) 2 .a f x x′= =

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ u = f(x1, x2, ..., xn). Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 3
äëÿ ôóíêöèè u = f(x,y,z). Çàôèêñèðóåì òî÷êó M0(x0, y0, z0) è âîçüìåì
ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó M(x,y,z). Îáîçíà÷èì ∆x = x − x0, ∆y = y − y0,
∆z = z − z0, 0 0 0( , , ) ( , , ).u f x y z f x y z∆ = −

Ôóíêöèÿ u = f(x,y,z) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
M0(x0, y0, z0), åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 2 3 ,u a x a y a z∆ = ∆ + ∆ + ∆ + α (2.4)
ãäå a1, a2, a3 — êîíñòàíòû; α — âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè

M → M0 ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé
2 2 2( ) ( ) ( ) .x y zρ = ∆ + ∆ + ∆  Âåëè÷èíà ρ ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êà-

ìè M è M0. Ïîëîæèâ y = y0, z = z0, ïîëó÷èì ôóíêöèþ òîëüêî îäíîé

ïåðåìåííîé x. Â ýòîì ñëó÷àå â (2.4) íàäî ïîëîæèòü 0, 0.x y z∆ ≠ ∆ = ∆ =
Ïîýòîìó âåëè÷èíà a1 ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè 0 0( , , )u f x y z=
â òî÷êå x0. Åå íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè ( , , )u f x y z=

ïî ïåðåìåííîé x è îáîçíà÷àþò 0( ).
f

M
x

∂
∂

 Ïîëàãàÿ ∆x = 0, ∆z = 0,

∆y ≠ 0, ïîëó÷àåì 2 0( ).
f

a M
y

∂=
∂

 Ïîëîæèâ 0, 0,x y z∆ = ∆ = ∆ ≠  íàéäåì

3 0( ).
f

a M
z

∂=
∂

 Ñëàãàåìîå

1 2 3 0 0 0( ) ( ) ( )
f f f

a x a y a z M x M y M z
x y z

∂ ∂ ∂∆ + ∆ + ∆ = ∆ + ∆ + ∆
∂ ∂ ∂
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íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè u = f(x,y,z) â òî÷êå M0(x0,
 y0, z0)

è îáîçíà÷àþò df èëè du. Îáû÷íî ïîëàãàþò  , ,x dx y dy∆ = ∆ =  .z dz∆ =

Ïîýòîìó .
f f f

df dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè è äèô-
ôåðåíöèàëà ôóíêöèè 1 2( , , ..., )nu f x x x=  îò n àðãóìåíòîâ è ïîëó÷èòü

1 2
1 2

... .n
n

f f f
df dx dx dx

x x x

∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂

Çàïîìíèì: ÷òîáû íàéòè ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ,
i

f

x

∂
∂

 íóæíî âçÿòü

ïðîèçâîäíóþ ïî xi, ñ÷èòàÿ âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå êîíñòàíòàìè.
Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ôóíêöèÿõ îäíîãî àðãóìåíòà. Åñëè

ôóíêöèÿ ( ) :f x x R Y R⊂ → ⊂  äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå x

ïðîìåæóòêà (a,b), òî â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó x èç
(a,b) è ïîëó÷èòü íîâóþ ôóíêöèþ f ′(x), íàçûâàåìóþ òàêæå ïðîèçâîä-
íîé. Âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ïðîèçâîäíàÿ íå
ñóùåñòâóåò, ò.å. ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðè ýòîì íå ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íûé 
0

lim .
x

f

x∆ →

∆
∆

 Íî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ

îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ. Ïðàâûé ïðåäåë 
0, 0

lim
x x

f

x∆ → ∆ >

∆
∆

 îáîçíà÷àþò

0( )f x+′  è íàçûâàþò ïðàâîé ïðîèçâîäíîé. Ëåâûé ïðåäåë 
0, 0

lim
x x

f

x∆ → ∆ <

∆
∆

íàçûâàþò ëåâîé ïðîèçâîäíîé è îáîçíà÷àþò 0( ).f x−′

Ïð è ìåð 4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( )f x x=  è òî÷êó x0 = 0. Â äàí-

íîì ñëó÷àå 
0 0

(0 ) (0)
lim lim .
x x

xf x f

x x∆ → ∆ →

∆+ ∆ − =
∆ ∆

 Ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâó-

åò, íî

0, 0 0, 0

0, 0 0, 0

lim lim 1 (0),

lim lim 1 (0).

x x x x

x x x x

x x
f

x x

x x
f

x x

+∆ → ∆ > ∆ → ∆ >

−∆ → ∆ < ∆ → ∆ <

∆ ∆ ′= = =
∆ ∆

∆ −∆ ′= = − =
∆ ∆

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ( )f x x=  â òî÷êå x0 = 0 èìååò êîíå÷íûå

ïðàâóþ è ëåâóþ ïðîèçâîäíûå, íî îíè íå ðàâíû. Ôóíêöèÿ x  â òî÷êå
x0 = 0 íå äèôôåðåíöèðóåìà.
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Âîçìîæíû íåäèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, êîãäà íå ñóùåñòâóåò
ëèáî ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ëèáî ïðàâàÿ, ëèáî îáå îäíîâðåìåííî. Óáåäè-

òåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ôóíêöèÿ 
1

sin   0,
( )

0  0

Ô�Ë

Ô�Ë 

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

 â òî÷êå

x0 = 0 íå èìååò íè ïðàâîé, íè ëåâîé ïðîèçâîäíîé.
Ïðîáëåìà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ãî-

ðàçäî ñëîæíåå. Ìû íà íåé îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.
Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Îáðàòíîå íåâåð-
íî, ò.å. íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íåäèôôåðåíöèðóåìîé.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y x=  íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 = 0, íî â ýòîé òî÷êå
îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x
3 äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé

òî÷êå x0 è 2
0( ) 3 .f x x′ =

2. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 
f

x

∂
∂

 è 
f

y

∂
∂

 îò ôóíêöèè

2 3( , ) .f x y x y= +  Îòâåò: 22 , 3 .
f f

x y
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ( ) x
f x e=  íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-

êå x0 = 0.

2.2. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé

Ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íàçûâàþò äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì ôóíêöèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

1) 0 ( const);c c′= =  2) ( ) 1 ( const);x xα α−′ = α α =

3) ( ) ( )ln ( const, 0), ;x x x xa a a a a e e
′ ′= = > =

4) ( ) ( )log 1
log , ln ;a

a

e
x x

x x

′ ′= =  5) (cos ) sin ;x x′ = −

6) (sin ) cos ;x x′ =  7) 
2

1
(tg ) ;

cos
x

x
′ =
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8) 
2

1
(ctg ) ;

sin
x

x
′ = −  9) 

2

1
(arcsin ) ;

1
x

x
′ =

−

10) 
2

1
(arccos ) ;

1
x

x
′ = −

−
 11) 

2

1
(arctg ) ;

1
x

x
′ =

+

12) 
2

1
(arcctg ) .

1
x

x
′ = −

+
Ýòó òàáëèöó æåëàòåëüíî çàïîìíèòü. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

íåêîòîðûõ ôîðìóë òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ.

( )
0 0

1 1

0

1 1
( )

lim lim

1 1
lim .

x x

x

x
x

x x x x
x

x x

x

x
x x

x

x

α
α

α α
α

∆ → ∆ →
α

α− α−

∆ →

∆ + − + ∆ −′  = = =
∆ ∆

∆ + − 
 = = α

∆

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñëåäñòâèå èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà

0

(1 ) 1
lim .
x

x

x

µ

>

+ − = µ

( )
0 0

1
lim lim ln ,

x x x x
x x x

x x

a a a
a a a a

x x

+∆ ∆

∆ → ∆ →

− −′= = ⋅ =
∆ ∆

òàê êàê 
0

1
lim ln

x

x

a
a

x

∆

∆ →

− =
∆

 ïî ñëåäñòâèþ èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî

ïðåäåëà.

Èñïîëüçóÿ ïðåäåë 
0

log (1 )
lim log ,a

a
x

x
e

x→

+
=  äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëü-

íî ÷åòâåðòóþ ôîðìóëó òàáëèöû.

0 0

0

2cos sin
sin( ) sin 2 2

(sin ) lim lim

sin
2lim cos cos ,

2 2

x x

x

x x
x

x x x
x

x x

x
x

x x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ ∆ + + ∆ −  ′= = =
∆ ∆

∆
∆ = + =  ∆ 

òàê êàê 
0 0

sin
2lim cos cos , lim 1

2 2x x

x
x

x x
x∆ → ∆ →

∆
∆ + = =  ∆ 

 (èñïîëüçîâàíû íåïðå-

ðûâíîñòü ôóíêöèè y = cos x è ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë).
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Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî (cos ) sin .x x′ = −
Ñëåäóþùèå òåîðåìû, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà,

çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèè u(x) è v(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

x, òî è ôóíêöèè 
( )

( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) 0,
( )

u x
u x v x u x v x v x

v x
+ ≠  äèôôåðåíöèðó-

åìû â òî÷êå x è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

1) [ ]( ) ( ) ( ) ( );u x v x u x v x′ ′ ′+ = +

2) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );u x v x v x u x u x v x′ ′ ′= +

3) 
[ ]2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( )

u x v x u x u x v x

v x v x

′ ′ ′  −= 
 

Ñëåäñòâèå. Êîíñòàíòó C ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé,

ò.å. [ ]( ) ( ).Cu x Cu x′ ′=  Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû 2 ïðè v(x) = C è òîãî,
÷òî C′ = 0.

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå 3, íàõîäèì

2 2

2 2

sin cos sin 1
(tg ) .

cos cos cos

x x x
x

x x x

′ + ′ = = = 
 

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî 
2

1
(ctg ) .

sin
x

x
′ = −

Ïð è ìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíûå îò ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) 3 52 7 ;y x x= +  á) sin ln ;y x x= ⋅  â) 
2

.
cos

x
y

x
=

Ðåøåíèå:
à) ïåðåïèøåì ôóíêöèþ y(x) â âèäå 2 3 7 5.y x x= +  Ïðèìåíÿÿ ïðà-

âèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è ñòåïåííîé ôóíêöèè, íàõîäèì

( ) ( )
2 7 1 2

1 1 52 3 7 5 23 5 3 5
3

2 7 2 7 2 7
;

3 5 3 5 53
y x x x x x x x

x

− − −′ ′
′= + = + = + = +

á) ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

sin
ln (sin ) sin (ln ) ln cos ;

x
y x x x x x x

x
′ ′ ′= ⋅ + = ⋅ +

â) ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî ïîëó÷àåì

( )2 2 2

2 2

cos (cos ) 2 cos sin
.

cos cos

x x x x x x x x
y

x x

′ ′− +′ = =



6 1

Òåîðåìà 2 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè
ôóíêöèÿ u = ϕ(x) èìååò â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ

0( ),xu x′ ′= ϕ à ôóíêöèÿ y = f(u) èìååò â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå u0 =
= ϕ(x0) ïðîèçâîäíóþ 0( ),uy f u′ ′=  òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ [ ]( )y f x= ϕ  èìå-

åò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ [ ]{ }( ) ,xy f x ′′ = ϕ  äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

.x u xy y u′ ′ ′= (2.5)

Ïð è ì åð 2. Íàéòè ïðîèçâîäíûå îò ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) ln cos ;y x= á) 
2
;xy e= â) 

2

1
arctg .y

x
=

Ðåøåíèå:

à) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå y = lnu, u = cosx, 
1 1

,
cosuy

u x
′ = =

sin .xu x′ = −  Ïî ôîðìóëå (2.5) ïîëó÷àåì 
1

( sin ) tg ;
cos

y x x
x

′= − = −

á) 
22, , 2 ;u xy e u x y e x′= = = ⋅

â) ( )
4 4

2
2 4 4 3 4

4

1 1 2 2
.

1 1 1 11

x x x
y x

x x x x x

x

−
′ ′ −   ′= = = − =   + + +   +

Åñëè ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ áîëåå îäíîé, òî ôîðìóëó (2.5)
íóæíî ïðèìåíÿòü íåñêîëüêî ðàç.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ( )3tg sin ln2 .y x=

Ðåøåíèå: ( )2 1
3tg sin ln2 cos ln2 2.

2
y x x

x
′ = ⋅ ⋅ ⋅

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ x = g(y). Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ
è îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ 0( ),y f x′ ′=  òî è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
èìååò ïðîèçâîäíóþ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå y0 = f(x0). Ïðè ýòîì ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

1
.y

x

x
y

′ =
′

(2.6)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (2.6) äîêàæåì, ÷òî

2

1
(arcsin ) .

1
x

x
′=

−
 Ôóíêöèÿ x = siny, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = arcsinx,
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èìååò íà èíòåðâàëå ,
2 2

π π − + 
 

 êîíå÷íóþ, îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîä-

íóþ cos .yx y′ =  Ïî ôîðìóëå (2.6) íàõîäèì 
1

(sin ) cos ,
(arcsin )

y y
x

′= =
′

îòñþäà 
2

1 1
(arcsin ) ;

cos 1
x

y x
′= =

−
 êîðåíü âçÿò ñî çíàêîì «+», òàê êàê

cos 0y >  ïðè .
2 2

y
π π− < <

Ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

ôîðìóë 
2 22

1 1 1
(arccos ) , (arctg ) , (arcctg ) .

1 11
x x x

x xx
′ ′ ′= − = − = −

+ +−

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèé èëè ÷àñòíûõ ñ áîëüøèì
÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé ðåêîìåíäóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèôìè-
ðîâàòü èõ ìîäóëü.

Ïð è ì åð 4. Íàéòè y′, åñëè 
( )3 2

2 10

arctg2 1
.

sin 5 (1 )

x x x
y

x x

⋅ ⋅ +
=

⋅ +
Ðåøåíèå: ïðîëîãàðèôìèðóåì ìîäóëü äàííîé ôóíêöèè:

2ln 3ln ln arctg2 ln 1 2ln sin5 10 ln 1 .y x x x x x= + + + − − +

Íàõîäèì ïðîèçâîäíûå îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà:

2

3 1 2 2 2 5 10
cos5 .

arctg sin5 sin5 11

y x
x

y x x x x xx

′ ⋅= + + − −
++

Îòñþäà

( )
( )

3 2

2 10 22

arctg2 1 3 2 2 10
10ctg .

1sin 5 (1 ) 11 arctg

x x x x
y x

x xx x xx x

 ⋅ +
 ′= + − −
 +⋅ + ++
 

×òîáû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ
âèäà ( )( ) ( ( ) 0),xy f x f xϕ= >  ìîæíî ëèáî ïðåäñòàâèòü åå, ïîëüçóÿñü îñ-

íîâíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì òîæäåñòâîì, â âèäå ( ) ln ( ),x f xy eϕ=  ëèáî,
ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèôìèðîâàâ åå, íàõîäèòü ïðîèçâîäíóþ îò
îáåèõ ÷àñòåé âûðàæåíèÿ ln ( ) ( ) ln ( ).y x x f x= ϕ

Ïð è ìåð 5. Íàéòè y′, åñëè ( )sin32 .
x

y x=

Ðåøåíèå: â ýòîì ïðèìåðå 2( ) , ( ) sin3 .f x x x x= ϕ =  Ìîæåì çàïèñàòü

2sin3 ln .x xy e ⋅=   Íàõîäèì ( )2sin3 ln 2sin3 lnx xy e x x⋅ ′
′ = ⋅ =
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2sin3 ln 2 2 sin3
2

2

1
3cos3 ln sin3 2 ( )

2
3cos3 ln sin3 .

x x xe x x x x x
x

x x x
x

⋅  = ⋅ + ⋅ ⋅ = × 
 

 × ⋅ + ⋅ 
 

Ìîæíî íàéòè y′ äðóãèì ñïîñîáîì:

2 2 2
ln sin3 ln , 3cos3 ln sin3 ,

y
y x x x x x

y x

′  = ⋅ = ⋅ + ⋅ 
 

( )sin32 2 22 2sin3
3cos3 ln sin3 3cos3 ln .

x x
y y x x x x x x

x x

   ′= ⋅ + ⋅ = ⋅ +   
   

Ìû íàó÷èëèñü äèôôåðåíöèðîâàòü ñëîæíûå ôóíêöèè îäíîãî àð-
ãóìåíòà. Ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ îòûñêàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò ñëîæíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ àðãóìåíòîâ (ñì. ïîäðàçä. 1.5). Ïóñòü

[ ]1 2( ) ( ), ( ), ..., ( ) ,ny t f x t x t x t=  ïðè÷åì ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå 
1 2

, , ...,
n

f f f

x x x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 è ïðîèçâîäíûå 1 2( ), ( ), ...,x t x t′ ′

( ).nx t′  Òîãäà

1 2

1 2

... .n

n

xx xy f f f

t x t x t x t

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(2.7)

Åñëè [ ]1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , , ..., ) ( , , ..., ), ( , , ..., ), ( , , ..., ) ,m m m n my t t t f x t t t x t t t x t t t=
òîãäà

1 2

1 1 1 2 1 1

1 2

2 1 2 2 2 2

1 2

1 2

... ,

... ,

... .

n

n

n

n

n

m m m n m

xx xy f f f

t x t x t x t

xx xy f f f

t x t x t x t

xx xy f f f

t x t x t x t

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(2.8)

Ôîðìóëû (2.7) è (2.8) ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíèõ
ïåðåìåííûõ ê äðóãèì, à òàêæå îíè îáîáùàþò ôîðìóëó (2.5) íà ñëó-
÷àé âåêòîðíûõ ôóíêöèé ÷èñëîâîãî èëè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà.

Ïð è ì åð 6. Íàéòè ,
z

t

∂
∂

 åñëè ( , ), sin ,z f x y x t= =  cos .y t=

Ðåøåíèå: ïî ôîðìóëå (2.7) ïîëó÷àåì

, cos sin .
z f x f y z f f

t t
t x t y t t x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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Ïðèìåð 7. Íàéòè 
1

z

t

∂
∂

 è 
2

,
z

t

∂
∂

 åñëè z = f(x,y), 2 2
1 2 ,x t t= − 3 3

1 2 .y t t= −

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿåì ôîðìóëû (2.8):

1 1 1 2 2 2

, .
z f x f y z f x f y

t x t y t t x t y t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Òàê êàê 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

2 , 3 , 2 , 3 ,
x y x y

t t t t
t t t t

∂ ∂ ∂ ∂= = = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 òî

( )2 2
1 1 2 2

1 2

2 3 , 2 3 .
z f z z f f

t t t t
t x y t x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ − ⋅ = − − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Ïðîèçâîäíóþ f ′(x) íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíà

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x. Ïðîèçâîäíóþ [ ]( )f x ′′  îáîçíà÷àþò ( )f x′′  è

íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâîäíóþ [ ]( )f x ′′′  îáî-

çíà÷àþò ( )f x′′′  è íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òàêèì æå
îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâîä-
íóþ ïîðÿäêà n îáîçíà÷àþò ( ) ( )( ).n ny f x=

Ïð è ìåð 8. Íàéòè y(n), åñëè y = e
2x.

Ðåøåíèå: èìååì 2 2 2 3 22 , 2 , 2x x xy e y e y e′ ′′ ′′′= = =  è ò.ä., ( ) 22 .n n xy e=

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ u = z(x,y). Åå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå 
z

x

∂
∂

 è ,
z

y

∂
∂

 íàçûâàåìûå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî

ïîðÿäêà, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò x è y. Îò íèõ òàêæå ìîæíî âçÿòü
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïîëó÷èòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà: 
2 2 2 2

2 2
, , , .

z z z z

x y y xx y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 Ñèìâîëîì 
2

2

z

x

∂
∂

 îáîçíà÷åíî .
z

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íà-
çûâàþò ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé è âû÷èñëèòå èõ çíà÷åíèÿ
â òî÷êå x0 = 1:

à) 7 3 5 2( ) 4 5 1;y x x x x= + + + á) 
3 42 2 3

3 8
( ) 2;y x

x x x x
= + +

â) 33 3 2 5( ) 2 3 3.y x x x x x= + +

Îòâåò: à) 
67

;
3

 á) −27; â) 20.
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2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′(x) è âû÷èñëèòå åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0:

à) ( )2
0

4
2 2 arcsin(0,5 ) , 0;

3
y x x x x x= + + + − =

á) 4
0

1
arctg2 , ;

8 2
y x x x x

π= − = â) 0
1 sin2

, 0;
3 4

x
y x

x

+= =
+

ã) 0
cos sin

, .
3 cos 2

x x
y x

x

+ π= =
−

Îòâåò: à) ;
3

π
 á) 

1
;

16
 â) 

2
;

9
 ã) 

4
.

9
−

3. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè,
íàéäèòå ïðîèçâîäíûå îò ñëåäóþùèõ ôóíêöèé è âû÷èñëèòå èõ çíà÷å-
íèÿ â òî÷êå x0:

à) ( )204 2
0( ) 3 2 3 , 1;y x x x x x= + + + = − á) 5

0( ) 2 sin 2 , ;
8

y x x x
π= =

â) 0( ) 3 ln cos 4 , ;
12

y x x x
π= = ã) tg2

0
1

( ) 3 , ;
12 8

xy x x
π= ⋅ =

ä) ( )2 0( ) arcctg , 1;y x x x= = å) 
2

0
1 1 1

( ) arcsin , ;
1 33

x
y x x

x

 += = − − 

æ) 3
0

1
( ) cos , 1;y x x

x
= = ç) 2 2

0( ) 2 ln2ln ln ln , .y x e x x e= =

Îòâåò: à) 19160 5 ;− ⋅  á) 
5

;
2

 â) −12; ã) ln3; ä) ;
8

π−  å) ;
4

π

æ) 23
cos 1 sin1;

2
⋅  ç) 1.

4. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèô-
ìèðîâàâ èõ ìîäóëü:

à) 
4 53

1
( ) ;

( 2) ( 3)

x
y x

x x

−=
+ +

á) ( ) sin2 cos3 tg5 .xy x e x x x= ⋅ ⋅

Îòâåò: à) 
4 53

1 1 4 5
;

2( 1) 3( 2) 2( 3)( 2) ( 3)

x

x x x
x x

 − − − − + + + +

á) 
2

5 1
sin2 cos3 tg5 1 2ctg2 3tg3 .

tg5 cos 5
xe x x x x x

x x

 ⋅ ⋅ + − + 
 

5. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé:

à) ( )( ) 1 ln 1 1 ;y x x x= + − + +  á) 
2

( ) arctg ;
1 1

x
y x

x
=

+ −
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â) 
2

arcsin 1 1
( ) ln .

2 11

x x
y x

xx

−= +
+−

Îòâåò: à) 1
;

2(1 1)x+ +
 á) 

2

1
;

2 1 x−
 â) 

( )3 22

arcsin
.

1

x x

x−
6. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé:

à) 4 3( , ) 2 ln ;z x y x y y x= + á) cos sin( , ) (sin ) (cos ) ;y xz x y x y= +

â) ( , , ) arctg ;
xy

u x y z
z

= ã) ( , , ) .x yu x y z z=

Îòâåò: à) 3 3 4 22
4 , 3 2ln ;

z y z
x y x y x

x x y

∂ ∂= + = +
∂ ∂

á) ( )cos 1 sincos sin cos cos (ln cos ) cos ,y xz
y x x y y x

x

−∂ = ⋅ + ⋅
∂

cos sin 1(sin ) (ln sin )( sin ) sin (cos ) ( sin );y xz
x x y x y y

y

−∂ = − + −
∂

â) 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , ;
u yz u xz u xy

x y zz x y z x y z x y

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂+ + +

ã) 
1

2

1
ln , ln , .

x

x y x y yu u x u x
z z z z z

x y y z yy

− ∂ ∂ ∂= ⋅ = − =  ∂ ∂ ∂ 

2.3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêè è íåÿâíî

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà äâóõ ôóíêöèé

( ),

( ),

x x t

y y t

= 
= 

(2.9)

ïðè÷åì îáùåé ÷àñòüþ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé x(t) è y(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî T, à îáëàñòü èõ çíà÷åíèé — ìíîæåñòâà X è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì êàê-ëèáî çíà÷åíèå t = t1 èç îáëàñòè T.
Èç (2.9) ìîæåì íàéòè x1 = x(t1), y1 = y(t1). Çíà÷åíèþ x1 ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå y1. Ïîñòóïèì òàêèì îáðàçîì ñ êàæäûì çíà÷åíèåì t
èç T. Â ðåçóëüòàòå ìû êàæäîìó çíà÷åíèþ x èç X ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå çíà÷åíèå y èç Y. Ìû ïîëó÷èëè ôóíêöèþ y = y(x) ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ X è îáëàñòüþ çíà÷åíèé Y. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = y(x)
çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèÿìè (2.9). Ïåðåìåííóþ t íàçûâà-
þò ïàðàìåòðîì. Åñëè ñîîòíîøåíèå x = x(t) óäàåòñÿ ðàçðåøèòü îòíîñè-
òåëüíî t, òî ìû ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó ñïîñîáó çàäàíèÿ ôóíêöèè



6 7

y = y(x) â âèäå ôîðìóëû. Íî ÷àñòî ýòî ðàçðåøåíèå çàòðóäíèòåëüíî.
Â ôèçèêå ðîëü ïàðàìåòðà t èãðàåò âðåìÿ, è òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (2.9)
îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè x(t) è y(t) äèôôåðåíöèðóåìû íà ìíî-
æåñòâå T, ïðè÷åì ( ) 0,x t′ ≠  è ôóíêöèÿ x(t) èìååò äèôôåðåíöèðóåìóþ
îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = t(x), âèä êîòîðîé íàì íåèçâåñòåí. Òîãäà

[ ]( ) .y y t x=  Ïî ïðàâèëó (2.5) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

íàõîäèì ;x t xy y t′ ′ ′=  ïî ôîðìóëå (2.6) èìååì 
1

.x
t

t
x

′ =
′

 Ïîýòîìó .t
x

t

y
y

x

′
′ =

′

Ìû íàøëè ïðîèçâîäíóþ ,xy′  êîòîðàÿ òàêæå çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè
â âèäå

.

( )

t
x

t

y
y

x

x x t

′ ′ = ′ 
= 

(2.10)

Åñëè ôóíêöèè x(t) è y(t) èìåþò è âòîðûå ïðîèçâîäíûå tx′′  è ,ty′′  òî
àíàëîãè÷íî íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

.
( )

( )

t

t
x

y

x
y

x t

x x t

′′    ′  ′′ =
′ 

= 

(2.11)

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ïîðÿäêà.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè xy′  è ,xy′′  åñëè

( )2

arctg ,

ln 1 .

x t t

y t

= −
 = +

Ðåøåíèå: òàê êàê 
2

2 2

1
1 ,

1 1
t

t
x

t t
′ = − =

+ +
 

2

2
,

1
t

t
y

t
′ =

+
 

2

2
:

1
t

t

y t

x t

′
=

′ +
2

2

2
: ,
1

t

tt
=

+
 òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.10) ïðîèçâîäíàÿ xy′  çàäàíà ïàðà-

ìåòðè÷åñêè â âèäå 
2

,

arctg .

xy
t

x t t

 ′ =

 = −

Íàïðèìåð, ïðè t = 1 ïåðåìåííàÿ 1 , 2.
4 xx y
π ′= − =
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Ïîñêîëüêó 
( )2

2 4

2 12 2 1
, ,t t

t t tt

ty y

x t x xt t

′ ′′ +′ ′    = = − = −    ′ ′ ′    
 òî âòîðóþ ïðî-

èçâîäíóþ xxy′′  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
( )2

4

2 1
,

arctg .

x

t
y

t

x t t

 +
 ′′ = −

 = −

Ïåðåéäåì ê íåÿâíîìó ñïîñîáó çàäàíèÿ ôóíêöèè.
Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå óðàâíåíèå

( , ) 0,x yφ = (2.12)
ñâÿçûâàþùåå äâå ïåðåìåííûå x è y â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïëîñêî-
ñòè xOy, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ x çàïîëíÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X,
à ïåðåìåííàÿ y — ìíîæåñòâî Y. Çàôèêñèðóåì êàê-ëèáî çíà÷åíèå
x = x1 èç ìíîæåñòâà X. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå φ(x1,y) = 0. Çíà÷åíèþ
x = x1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî çíà÷åíèå y = y1 èç Y, êîòîðîå îáðà-
ùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî, ò.å. φ(x1,y1) ≡ 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,
y1 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ φ(x1,y) = 0. Åñëè ïðîäåëàòü ïîäîáíóþ ïðî-
öåäóðó ñ êàæäûì çíà÷åíèåì x èç X, òî ìû êàæäîìó çíà÷åíèþ x èç
X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå çíà÷åíèå y èç Y. Ìû îïðåäå-
ëèëè ôóíêöèþ y = y(x). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà íåÿâíî
óðàâíåíèåì (2.12). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òîæäåñòâî [ ], ( ) 0,x y xφ ≡  ñïðà-
âåäëèâîå íà ìíîæåñòâå X.

Åñëè óðàâíåíèå (2.12) óäàåòñÿ ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y, òî ïî-
ëó÷àåì ÿâíîå çàäàíèå ôóíêöèè y = y(x). Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèõ ïðî-
áëåì ñ îòûñêàíèåì xy′  íå âîçíèêàåò. Ïóñòü ÿâíûé âèä ôóíêöèè y(x)
íåèçâåñòåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå φ(x,y) = 0 èìååò ðåøåíèÿ
(x,y), çàïîëíÿþùèå íåêîòîðóþ îáëàñòü D, è â ýòîé îáëàñòè ñóùå-

ñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå x
x

∂φ′φ =
∂

 è ,y
y

∂φ′φ =
∂

 ïðè÷åì 0.y′φ ≠  Äèô-

ôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî [ ], ( ) 0,x y xφ ≡  ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.7), ãäå
ðîëü ïåðåìåííîé t èãðàåò ïåðåìåííàÿ x (ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû äèô-
ôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî, à íå óðàâíåíèå, êîòîðîå äèôôåðåíöèðîâàòü

íåëüçÿ). Ïîëó÷àåì 0.x xx y
x y

∂φ ∂φ′ ′+ =
∂ ∂

 Îïÿòü ïîëó÷èëè òîæäåñòâî îòíî-

ñèòåëüíî x, íî íå òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Òàê

êàê 0
y

∂φ ≠
∂

 ïî ïðåäïîëîæåíèþ, à 1,xx′ =  òî

.x
x

y

xy

y

∂φ
′φ∂′ = − = −

∂φ ′φ
∂

(2.13)
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Âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî íàéòè, äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå
(2.13), ñ÷èòàÿ ïåðåìåííóþ y ôóíêöèåé îò x. Ïîäðîáíî íà ýòîì îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêîå óðàâíåíèå φ(x,y) = 0 îïðåäåëÿåò íåÿâíî
ôóíêöèþ y(x), íàïðèìåð, óðàâíåíèå 2 2 1 0x y+ + =  íå îïðåäåëÿåò íè-
êàêîé ôóíêöèè, òàê êàê îíî íå èìååò ðåøåíèé.

Ïð è ì åð 2. Íàéòè xy′  îò ôóíêöèè y(x), çàäàííîé íåÿâíî óðàâíå-

íèåì 3 4( , ) 0.x y y x y x yφ = + − + =
Ðåøåíèå: íàõîäèì 3 2 31, 3 4 1.x yy y x y′ ′φ = − φ = + +  Ïî ôîðìóëå (2.13)

3

2 3

1

3 4 1
x

y
y

y x y

−′ = −
+ +

 äëÿ òåõ òî÷åê M(x,y), ãäå 2 33 4 1 0.y x y+ + ≠

Ìîæíî çàäàòü íåÿâíî ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = z(x,y) óðàâ-
íåíèåì φ(x,y,z) = 0, åñëè [ ], , ( , ) 0,x y z x yφ ≡  è íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå 
z

x

∂
∂

 è ,
z

y

∂
∂

 ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óðàâíåíèå φ(x,y,z) = 0 èìååò ðåøå-

íèÿ (x,y,z), çàïîëíÿþùèå íåêîòîðóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü V,

â êîòîðîé ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå , , ,
x y z

∂φ ∂φ ∂φ
∂ ∂ ∂

 ïðè÷åì

0.
z

∂φ ≠
∂

 Ëåãêî ïîëó÷èòü:

, .yx

z z

z z

x y

′φ′φ∂ ∂= − = −
′ ′∂ φ ∂ φ

(2.14)

Ïðè ìåð 3. Ôóíêöèÿ z(x,y) çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì ( , , )x y zφ =

2 2 22 2 8 8 0.x y z xz z= + + − − + =  Íàéòè , .
z z

x y

∂ ∂
∂ ∂

Ðåøåíèå: òàê êàê 4 8 , 4 , 2 8 1,x y zx z y z x′ ′ ′φ = − φ = φ = − −  òî ïî ôîðìó-

ëå (2.14) 
4 8 4

; .
2 8 1 2 8 1

z x z z y

x z x y z x

∂ − ∂= − = −
∂ − − ∂ − −

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå xy′′  è âû÷èñëèòå åå çíà÷åíèå â óêàçàííîé òî÷êå t = t0

äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) 

3

0
2

( ) ,
1;3

( ) 2,

t
y t t

t

x t t


= − =

 = +

á) 
2

0
( ) 1 , 0.
( ) arcsin ,

y t t
t

x t t

 = − =
=



7 0

Îòâåò: à) 
1

;
2

 á) −1.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå xy′  â òî÷êå x0 = 1 ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî
ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

à) 2 22 2 0;x xy y x y− + + + − = á) ln 1 0.y xx e−+ − =
Îòâåò: à) 3 èëè 1; á) 1.

3. Íàéäèòå 
z

x

∂
∂

 è ,
z

y

∂
∂

 åñëè ôóíêöèÿ z(x,y) çàäàíà íåÿâíî ñëåäóþ-

ùèìè óðàâíåíèÿìè:

à) 3 2 2 3 2 1;x y x z yz+ + =  á) tg 1.xyz xyz+ =

Îòâåò: à) 
2 2 3 3 2

2 2 2 2

3 2 2
, ;

3 2 3 2

x y xz x y z

z x zy z x zy

+ +− −
+ +

 á) , .
z z

x y
− −

2.4. Äèôôåðåíöèàë. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ
ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ðÿä Òåéëîðà

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïîäðàçä. 2.1, äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè
f(x), ãäå : ,f X R Y R⊂ → ⊂  íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ( ) .df f x dx′=  Âûÿñ-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó x. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè ïîëó÷èì òî÷êó M(x,y), y = f(x). Äàäèì
àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå ∆x. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ïîëó÷èò ïðèðàùå-
íèå ∆f, ðàâíîå ïî âåëè÷èíå îòðåçêó NM1 (ñì. ðèñóíîê). Êàê íàì èçâå-
ñòíî, tg ( ).f x′α =  Ïîä óãëîì α íàêëîíåíà ê îñè Ox êàñàòåëüíàÿ MK

ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M. Ïîñêîëüêó MN = ∆x, KN = tgαMN =
= f ′(x)∆x = df, òî äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíà-
òû êàñàòåëüíîé â òî÷êå x ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) ïðè ïåðåõîäå
â òî÷êó x + ∆x. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè åå äèôôåðåíöèàëîì,
ìû ãðàôèê ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x çàìåíÿåì êàñàòåëüíîé
â òî÷êå x. Âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàåìàÿ ïðè ýòîì, çàâèñèò îò
âåëè÷èíû ∆x.

 

x  xx ∆+  

1M  

K  

N  

x  

y  

O  

( , )M x y  
α  
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Ïð è ìåð 1. Íàéòè df, åñëè 
2 sin5( ) .x xf x e=

Ðåøåíèå: òàê êàê ( )2 sin5 2( ) 2 sin 5 5 cos5 ,x xf x e x x x x′ = +  òî

( )2 sin5 22 sin5 5 cos5 .x xdf e x x x x dx= +

Ïð è ìåð 2. Âû÷èñëèòü df, åñëè 3( )f x x= , â òî÷êå x0 = 2, ∆x = 0,01.

Ðåøåíèå: 23 .df x dx=  Ïîëàãàÿ 0 2,x x= =  0,01,dx x= ∆ =  ïîëó÷àåì
3 4 0,01 0,12.df = ⋅ ⋅ =

Ïð è ìåð 3. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè åå äèôôåðåíöèàëîì,
âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî (1,030)5. Îöåíèòü àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëü-
íóþ ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàåìûå ïðè ýòîì.

Ðåøåíèå: ïðèìåì 5
0 1( ) , 1,000; 1,030.f x x x x= = =  Òîãäà

01,030 1,000 0,030, ( ) 1,000;dx x f x= ∆ = − = =

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x x f x f x f x df x+ ∆ = + ∆ ≈ +
Â íàøåì ñëó÷àå 05 , ( ) 5 1 0,030 0,150.df xdx df x= = ⋅ ⋅ =  Ïîýòîìó

5
0( ) (1,030) (1,030) 1 0,150 1,150.f x x f+ ∆ = = ≈ + =
Òàê êàê ñàìî ÷èñëî 1,030 ïðèáëèæåííîå è óêàçàíî ñ òî÷íîñòüþ

äî òûñÿ÷íûõ, òî íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñ îêðóãëåíèåì äî òû-
ñÿ÷íûõ äàåò (1,03)5 = 1,159. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå ïðèðàùåíèÿ
äèôôåðåíöèàëîì äîïóùåíà àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü 1,15 1,159∆ = − =

= 0,009, à îòíîñèòåëüíàÿ — 
0,009

0,008,
1,159

δ = ≈  ò.å. ìåíåå îäíîãî ïðî-

öåíòà.

Èíîãäà òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà ∆f ≈ df áûâàåò íåäî-
ñòàòî÷íîé (åñëè ∆x âåëèêî). Òîãäà ïðèâëåêàþò äèôôåðåíöèàëû âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) â òî÷êå x èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-
ðÿäêà. Åå äèôôåðåíöèàë df = f ′(x)dx, íàçûâàåìûé ïåðâûì äèôôåðåí-
öèàëîì, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ — x è ∆x = dx. Ïðèðà-
ùåíèå àðãóìåíòà áóäåì ïîëàãàòü â çàäàííîì ïðîöåññå ïîñòîÿííûì
è íåçàâèñèìûì îò âûáîðà òî÷êè x. Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè äèôôå-
ðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x, îò êîòîðîé òàêæå ìîæíî íàéòè
äèôôåðåíöèàë, íàçûâàåìûé âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì èëè äèôôå-
ðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà, îí îáîçíà÷àåòñÿ d2f. Òàêèì îáðàçîì,

2 ( ).d f d df=  Íàõîäèì ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )( ) .d f d f x dx f x dx dx f x dx′′ ′ ′′= = =  Ïðè

ýòîì ó÷òåíî, ÷òî dx íå çàâèñèò îò x. Èòàê, 2 2( )( ) .d f f x dx′′=
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ëþáîãî ïîðÿä-

êà: 3 2( )d f d d f=  — äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ïîðÿäêà, …, ( )( 1)nd d f− =

( )( 1) ( )( ) ( )( )n n n nd f dx f x dx−= =  — äèôôåðåíöèàë ïîðÿäêà n. Çàìåòèì,
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÷òî åñëè [ ]( ) ,y f x t=  òî ,x tdf f x dt′ ′=  íî ,tx dt dx′ =  ïîýòîìó xdf f dx′=
êàê äëÿ x — íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òàê è äëÿ x — ôóíêöèè äðó-
ãîãî àðãóìåíòà. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè
ôîðìû çàïèñè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè íå îáëàäàþò,
òàê êàê åñëè x = x(t), òî d(dx) ≠ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ∆x ≠ dx.

Ïð è ì åð 4. Íàéòè d3f, åñëè f(x) = x
4.

Ðåøåíèå: òàê êàê 3 2( ) 4 , ( ) 12 , ( ) 24 ,f x x f x x f x x′ ′′ ′′′= = =  òî d3f =
= 24x(dx)3.

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíûå äî
(n+1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè uδ(x0)
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

2
0 0 0 0 1 0

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ), ( ),

2
n

nf x f x df x d f x d f x R x x U x
n

+ δ− = + + + + ∈
′

(2.15)

íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ïîðÿäêà n. Âåëè÷èíà Rn+1(x) íàçûâà-
åòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà. Âñïîìèíàÿ, ÷òî 0( )nd f x =

( ) ( )
0 0 0( )( ) ( )( ) ,n n n nf x dx f x x x= = −  ôîðìóëó (2.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

20 0
0 0 0

( )
0

0 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ...

1! 2!

( )
( ) .

!

n
n

n

f x f x
f x f x x x x x

f x
x x R

n
+

′ ′′
= + − + − + +

+ − +

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn+1 ìîæíî çàïèñàòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ, íàè-
áîëåå ïðîñòàÿ èç íèõ ïðåäëîæåíà ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ëàãðàí-

æåì: 
( 1)

1
1 0

( )
( ) ,

( 1) !

n
n

n

f c
R x x

n

+
+

+ = −
+

 ãäå c — íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îêðåñòíî-

ñòè Uδ(x0), ëåæàùàÿ ìåæäó x è x0. Ìíîãî÷ëåí

0
0 0

( )
20 0

0 0

( )
( ) ( ) ( )

1!

( ) ( )
( ) ... ( )

2! !

n

n
n

f x
P x f x x x

f x f x
x x x x

n

′
= + − +

′′
+ − + + −

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò ôóíê-
öèþ f(x) ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåííî ìíîãî÷ëåíîì: ( ) ( ).nf x P x≈  Âåëè-
÷èíà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rn+1(x) îïðåäåëÿåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü
ðàâåíñòâà f(x) ≈ Pn(x). Èòàê, èìååì
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20 0
0 0 0

( ) ( 1)
10

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ...

1! 2!

( ) ( )
( ) ( ) .

! ( 1) !

n n
n n

f x f x
f x f x x x x x

f x f c
x x x x

n n

+
+

′ ′′
= + − + − + +

+ − + −
+

(2.16)

Ñîîòíîøåíèå (2.16) íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà. Åñëè 1lim ( ) 0,n
n

R x+→∞
=  òî ôóíêöèþ ñ ëþ-

áîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà. Ýòî
óñëîâèå çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè âñå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû îä-

íèì ÷èñëîì, ò.å. ( )( )nf x M<  ïðè 0( ),x U xδ∈  ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ

ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ôóíêöèé.
Åñëè x0 = 0, òî

( ) ( )
2 1(0) (0) ( )

( ) (0) ... .
2! ! ( 1) !

n n
n nf f f c

f x f x x x
n n

+′
= + + + +

+
(2.17)

Ôîðìóëó (2.17) íàçûâàþò ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà n. Åñ-
ëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ

è 1( ) 0nR x+ →  ïðè n → ∞, òî ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñòåïåííîãî ðÿäà:

0
0

( ) ( ) ,n
n

n

f x a x x
∞

=
= −∑ (2.18)

ãäå

0
0 0 0

( )
( ), ( ) .

!

n
n

n

f x
a f x a x x

n
= − (2.19)

Ñòåïåííîé ðÿä (2.18), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (2.19), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x).

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå â íóëå, ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðÿäû:

1) 
2 3

0

1 ... ... , 0 ! 1;
2 3 ! ! !

n n
x

n

x x x x
e x

n n

∞

=
= + + + + + + = =∑

2) 
2 4 2 2

0

( 1)
cos 1 ... ( 1) ... ;

2! 4 ! (2 ) ! (2 ) !

n n n
n

n

x x x x
x

n n

∞

=

−= − + − + − + = ∑

3) 
3 5 2 1 2 1

0

( 1)
sin ... ( 1) ...

3 ! 5 ! (2 1) ! (2 1) !

n n n
n

n

x x x x
x x

n n

+ +∞

=

−= − + − + − + =
+ +∑

(ðàçëîæåíèÿ 1–3 èìåþò ìåñòî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x);

4) 2 3

0

1
1 ... ( 1) ;

1
n n

n

x x x x
x

∞

=
= − + − + = −

+ ∑
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5) 
2 3 1

0

( 1)
ln(1 ) ... ;

2 3

n n

n

x x x
x x

n

+∞

=

−+ = − + − = ∑

6) 
3 5 2 1 2 1

0

arctg ... ( 1) ;
3 5 2 1 2 1

n n
n

n

x x x x
x x

n n

+ +∞

=
= − + − + − =

+ +∑

7) 
1

( 1) ( 1)
(1 ) 1

!

n

n

n x
x

n

∞
α

=

α α − α − ++ = + ∑
L

(ðàçëîæåíèÿ 4–7 èìåþò ìåñòî ïðè 1x < ).
Ïðèâåäåííûå ðÿäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèáëèæåííûõ âû-

÷èñëåíèÿõ, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò ñâåñòè âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíê-
öèè ê ìíîãî÷ëåíàì.

Ïð è ì åð 5. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðÿäà Ìàêëîðåíà ôóíê-

öèþ 
1

( ) .
4

f x
x

=
+

Ðåøåíèå: ìîæåì çàïèñàòü 
1 1

4
4 1

4

xx
=

+  + 
 

 è, èñïîëüçóÿ ðÿä 4,

ïîëó÷èòü 
1

0

1
( 1)

4 4

n
n

n
n

x

x

∞

+
=

= −
+ ∑  ïðè 1, 4.

4

x
x< <

Ìû ðàññìîòðåëè äèôôåðåíöèàë è ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé. Ôîðìóëà (2.15) ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ôóíêöèé ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ, òîëüêî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ âèä äèôôåðåíöè-
àëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé:

à) 
2

1
;y

x
=  á) arcsin .

x
y

a
=

Îòâåò: à) 
3

2
;

dx

x
−  á) 

2 2
.

a dx

a a x−
2. Âû÷èñëèòå äèôôåðåíöèàë è ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x) ïðè ïå-

ðåõîäå èç òî÷êè x0 â òî÷êó x1:

à) 2
0 1( ) 2 4 1, 3,000; 3,040;f x x x x x= + + = =

á) 3 2
0 1( ) 5 3, 1,000; 1,010.f x x x x x= − + = =

Îòâåò: à) 0,643, 0,640;f dy∆ = = á) 0,131, 0,130.y dy∆ = =
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3. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëîì, âû÷èñëèòå,
îêðóãëèâ äî 0,0001:

à) 4,0120;  á) 3 0,9843.

Îòâåò: à) 2,0030; á) 0,9948.
4. Çàïèøèòå ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèé:

à) 2( ) ;xf x e=  á) 2( ) sin ;f x x=  â) 
2

( ) .
5

x
f x

x
=

+

2.5. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì 
0

lim
x

f

x∆ →

∆
∆

 è ñîäåð-

æèò íåîïðåäåëåííîñòü 
0

.
0

 Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòûñêàíèå

íåêîòîðûõ ïðåäåëîâ ìîæíî ñâåñòè ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ôóíêöèé.

Íàïðèìåð, 
2

sin sin2
lim

2x

x

x→

−
−

 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ðàâåí

(sin )x ′  ïðè x = 2, ò.å. ðàâåí cos 2; 

2

1
lim 2 ,

1

x

x

e e
e

x→

− =
−

 ïîñêîëüêó ýòîò ïðå-

äåë ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè 
2

( ) xf x e=  â òî÷êå x = 1.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð: 

2 4

2
lim .

sin sin2

x

x

e e

x→

−
−

 Ïîäåëèâ ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x − 2, ïîëó÷èì 
( )2 4

2

( 2)
lim .

(sin sin2) ( 2)

x

x

e e x

x x→

− −

− −
 Âè-

äèì, ÷òî ÷èñëèòåëü ñòðåìèòñÿ ê ( )2xe
′
 ïðè x = 2, à çíàìåíàòåëü —

ê (sin )x ′  ïðè x = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïðåäåë ðàâåí 44 sin2.e  Ïðè

ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòåé 
0

0
 è 

∞
∞

 ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå òåîðå-

ìû Ëîïèòàëÿ, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 1 (î ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòè 
0

0
). Åñëè: 1) ôóíêöèè

f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè 
o

0( );U xδ  2) 
0

lim ( ) 0,
x x

f x
→

=

0

lim ( ) 0;
x x

g x
→

=  3) â îêðåñòíîñòè 
o

0( )U xδ  ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå f ′(x)
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è g′(x), ïðè÷åì ( ) 0;g x′ ≠  4) ñóùåñòâóåò 
0

( )
lim ,

( )x x

f x
K

g x→

′
=

′
 òî ñóùåñòâóåò

è 
0

( )
lim ,

( )x x

f x

g x→
 òàêæå ðàâíûé K.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè 
30

arct
lim .
x

x gx

x→

−

Ðåøåíèå: óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 1, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû. Ïðîâå-

ðèì óñëîâèå 4. Â íàøåì ïðèìåðå f(x) = x − arctgx, 2

1
( ) 1

1
f x

x
′ = − =

+
2

2
,

1

x

x
=

+  g(x) = x
3, g′(x) = 3x2. Ïîýòîìó

2 2 2

20 0 0

( ) /(1 ) 1 1
lim lim lim .

( ) 3 33x x x

f x x x x

g x x→ → →

′ + += = =
′

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî 20

arctg 1
lim .

33x

x x

x→

− =

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ïðåäåë 
0

( )
lim

( )x x

f x

g x→

′
′

 îïÿòü ïðèâîäèò ê íåîïðåäå-

ëåííîñòè 
0

.
0

 Òîãäà ïðèìåíÿþò åùå ðàç òåîðåìó 1.

Ïð è ì åð 2. Íàéòè 
30

sin
lim .
x

x x

x→

−

Ðåøåíèå: 
3 20 0 0

sin 1 cos sin 1
lim lim lim .

6 63x x x

x x x x

xx x→ → →

− −= = =

Òåîðåìà 2 (î ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòè 
∞
∞

). Åñëè: 1) ôóíêöèè

f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè 
o

0( );U xδ 2) 
0

lim ( ) ,
x x

f x
→

= ∞

0

lim ( ) ;
x x

g x
→

= ∞  3) âñþäó â îêðåñòíîñòè 
o

0( )U xδ  ñóùåñòâóþò ïðîèçâîä-

íûå f ′(x) è g′(x), ïðè÷åì g′(x) ≠ 0; 4) ñóùåñòâóåò 
0

( )
lim ,

( )x x

f x
K

g x→

′
=

′
 òî ñó-

ùåñòâóåò è 
0

( )
lim ,

( )x x

f x

g x→
 òàêæå ðàâíûé K.
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Òåîðåìû 1 è 2 ëåãêî ïåðåôðàçèðîâàòü íà ñëó÷àé îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ x → x0 ± 0, à òàêæå íà ñëó÷àé x → ∞, −∞ , +∞, åñëè çàìåíèòü

îêðåñòíîñòü 
o

0( )U xδ  íà äðóãèå âèäû îêðåñòíîñòåé.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè 
/ 2

tg
lim .

tg3x

x

x→π

Ðåøåíèå: èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà .
∞
∞

Óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 2, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû. Ïðîâåðèì óñëî-
âèå 4. Â íàøåì ïðèìåðå

2 2

1 3
( ) tg , ( ) tg3 , ( ) , ( ) .

cos cos 3
f x x g x x f x g x

x x
′ ′= = = =

Ïîýòîìó 
2

22 2 2

( ) cos 3 1 cos 6
lim lim lim .

( ) 3(1 cos2 )3 cosx x x

f x x x

g x xx→π →π →π

′ += =
′ +

 Ïîëó÷èëè

íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 
0

.
0

 Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1, óñëîâèÿ êîòîðîé

1–3 âûïîëíåíû. Ïðîâåðÿåì ÷åòâåðòîå óñëîâèå: 
2

(1 cos 6 )
lim

3(1 cos 2 )x

x

x→ π

′+ =
′+

2 2

6sin 6 sin 6
lim lim .

6 sin2 sin2x x

x x

x x→π →π

−= =
−

  Îïÿòü ïîëó÷èëè íåîïðåäåëåííîñòü

òèïà 
0

.
0

 Íàõîäèì 
2 2

(sin 6 ) 6 cos 6
lim lim 3,

(sin2 ) 2cos2x x

x x

x x→π →π

′
= =

′
 ñëåäîâàòåëüíî,

2

tg
lim 3.

tg3x

x

x→π
=

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî áûëî â ýòîì ïðèìåðå îãðàíè÷èòüñÿ îäíîêðàò-

íûì ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Ïðåäåë 
2

1 cos 6
lim

3(1 cos2 )x

x

x→π

+
+

 íàé-

òè ïðîñòî, çàìåíÿÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå èì ýêâèâàëåíòíûìè. Ïîëó÷èì

2

2 2 2

1
(6 )

1 cos 6 362lim lim 3
13(1 cos2 ) 3 4

3 (2 )
2

x x

x
x

x
x

→π →π

+ = = =
+ ⋅⋅

(ñì. â ïîäðàçä. 1.22 òàáëèöó ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ).

Íåîïðåäåëåííîñòè 0 ⋅ ∞ è ∞ − ∞ ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå
ïóòåì àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé.

Íåîïðåäåëåííîñòè 00, ∞0, 1∞ ñâîäÿòñÿ ê íåîïðåäåëåííîñòè 0 ⋅ ∞
ïóòåì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.
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Ïð è ìåð 4. Íàéòè 
( )

1

ln 1

0 0
lim .

xe

x
x

−

→ +

Ðåøåíèå: èìååì íåîïðåäåëåííîñòü 00. Îáîçíà÷èì 
( )

1

ln 1
,

xe
y x

−
=  íà-

õîäèì ( )
ln

ln .
ln 1x

x
y

e
=

−

( )
( )
( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

ln (ln ) 1 0
lim lim lim

0ln( 1) ln 1

1
lim lim 1.

x

x xx x xx

x x

x xx xx

x x e

e xe
e

e e

e xexe

→ + → + → +

→ + → +

′∞ −   = = = = =   ′∞−     −
 

′−
= = =

′ +

Òàê êàê 
0 0

lim ln 1,
x

y
→ +

=  òî, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè lnx,

ïîëó÷àåì ( )
0 0 0 0

lim ln ln lim 1,
x x

y y
→ + → +

= =  ñëåäîâàòåëüíî, 
0 0

lim .
x

y e
→ +

=  Òà-

êèì îáðàçîì, 
( )

1

ln 1

0 0
lim .

xe

x
x e

−

→ +
=

2.6. Îñíîâíûå òåîðåìû
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãèå òåîðåìû. ×àñòü
èç íèõ ìû óæå èçó÷èëè. Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ
äàëüíåéøåãî òåîðåì.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî X. Òî÷êó x0 ìíîæåñòâà X íàçûâàþò âíóò-
ðåííåé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âìåñòå ñ íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòüþ Uδ(x0); åñëè æå â îêðåñòíîñòè Uδ(x0) èìåþòñÿ òî÷êè, êàê ïðè-
íàäëåæàùèå X, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå, òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ
ãðàíè÷íîé. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü
ìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà (a,b] òî÷êè a è b ãðàíè÷íûå,
ïðè÷åì òî÷êà a ìíîæåñòâó íå ïðèíàäëåæèò, à òî÷êà b — ïðèíàäëå-
æèò. Âñå òî÷êè ìíîæåñòâà (a,b], êðîìå òî÷êè b, âíóòðåííèå.

Òåîðåìà 1 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæå-
ñòâå X è âî âíóòðåííåé òî÷êå x0 ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò f ′(x0), òî f ′(x0) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå. Òîãäà 0 0( ) ( )f x x f x+ ∆ ≤  äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ∆x òàêèõ,
÷òî 0( ) .x x X+ ∆ ∈  Ïîýòîìó 0 0( ) ( ) 0y f x x f x∆ = + ∆ − ≤  íåçàâèñèìî îò

çíàêà ∆x. Ñëåäîâàòåëüíî, 0,
y

x

∆ ≥
∆

 åñëè ∆x > 0. Ïî òåîðåìå 5 èç ïîä-

ðàçä. 1.18 (î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå) è èç óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ f ′(x0) ïîëó÷àåì 0
0 0

( ) lim 0,
x

y
f x

x
− → −

∆′ = ≥
∆

 0
0 0

( ) lim 0.
x

y
f x

x
+ → +

∆′ = ≤
∆

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ñóùåñòâóåò, òî

0 0( ) ( ),f x f x− +′ ′=  ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè f ′(x0) = 0. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíàÿ èëè
íå ñóùåñòâóåò, èëè ðàâíà íóëþ, åñëè ñóùåñòâóåò. Ãåîìåòðè÷åñêè òå-
îðåìà Ôåðìà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â òî÷êå íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ, òî îíà ïàðàëëåëüíà îñè Ox.

Òåîðåìà 2 (Ðîëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) : 1) íåïðåðûâíà íà [a,b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a,b); 3) â òî÷êàõ x = a è x = b ïðèíèìàåò
ðàâíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ( , ),a bξ ∈
â êîòîðîé ( ) 0.f ′ ξ =

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî âòîðîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ñì. òåîðå-
ìó 6, ïîäðàçä. 1.22) ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [a,b], äîñòèãàåò ñâîåãî
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ m è íàèáîëüøåãî — M. Åñëè îêàæåòñÿ
m = M, òîãäà f(x) = c è f ′(x) = 0 âî âñåõ òî÷êàõ íà (a,b). Â êà÷åñòâå
òî÷êè ξ  ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó èç (a,b). Åñëè æå m < M, òî îäíî
èç çíà÷åíèé m èëè M ïðèíèìàåòñÿ â òî÷êå ξ, ëåæàùåé âíóòðè (a,b),
òàê êàê   f(a) = f(b), à M ≠ m. Ïî òåîðåìå Ôåðìà f ′(ξ) = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ãåîìåòðè÷åñêè òåîðåìà Ðîëëÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f(a) = f(b), òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà íà (a,b), â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
ïàðàëëåëüíà îñè Ox. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(a) = f(b) = 0, òî òåîðåìó Ðîë-
ëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïî-äðóãîìó: ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ f(x) = 0 äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f(x) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0.

Òåîðåìà 3 (Ëàãðàíæà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) : 1) íåïðåðûâíà íà [a,b];
2) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a,b), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ( , ),a bξ ∈
â êîòîðîé

( ) ( )
( ) .

f a f b
f

b a

−′ ξ =
−

(2.20)

Âûðàæåíèå (2.20) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

( ) ( )
( ) ( ) ( ).

f a f b
F x f x x a

b a

−= − −
−

 Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-

âèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ (ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â ýòîì ñàìîñòîÿòåëü-
íî). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ, â êîòîðîé ( ) 0.F′ ξ =  Íî ( ) ( )F x f x′ ′= −

( ) ( )
,

f a f b

b a

−−
−

 ñëåäîâàòåëüíî, 
( ) ( )

( ) .
f a f b

f
b a

−′ ξ =
−

Îòñþäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (2.20). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ïîëîæèì a = x0, b = x0 + ∆x, òî ôîðìóëó (2.20) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå 0 0( ) ( )
( )

x x x f x
f x

x

+ ∆ −′ =
∆

 èëè ( ),
y

f
x

∆ ′= ξ
∆

( ) .y f x′∆ = ξ ∆ (2.21)
Âûðàæåíèå (2.21) íàçûâàþò ôîðìóëîé î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ.

2.7. Óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè

Ñôîðìóëèðóåì ýòè óñëîâèÿ â âèäå òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â ïðîìåæóòêå X (êî-
íå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì, çàìêíóòîì èëè íåò) è èìååò âíóòðè íåãî
êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà
â X ïîñòîÿííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′(x) = 0 âíóòðè X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ î÷åâèäíà: èç f(x) = const
ñëåäóåò f ′(x) = 0. Ïîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ′(x) = 0 âíóò-
ðè X. Çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ X è âîçüìåì ëþáóþ äðóãóþ
òî÷êó x ∈ X. Ê ôóíêöèè f(x) è ïðîìåæóòêó [x0,x] èëè [x, x0] ïðèìå-
íèì òåîðåìó Ëàãðàíæà: f(x) − f(x0) = f ′(ξ)(x − x0). Òàê êàê f ′(ξ) = 0,
òî f(x) = f(x0) = const. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïð è ì åð 1. Äîêàçàòü, ÷òî arcsin arccos .
2

x x
π+ =

Ðåøåíèå: ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = arcsinx + arccosx, äèôôåðåí-
öèðóåìóþ íà (−1,1).

Òàê êàê 
2 2

1 1
( ) 0,

1 1
f x

x x
′ = − =

− −
 òî ïî òåîðåìå 1 f(x) = c = const.

Ïîñêîëüêó (0) ,
2

f
π=  òî .

2
c

π=

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b]
è èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ íà (a,b). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ
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f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàëà (óáûâàëà) íà (a,b), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) íà (a,b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (a,b). Òîãäà

( ) ( )
0,

f x x f x

x

+ ∆ − ≥
∆

(2.22)

òàê êàê ðàçíîñòü ( ) ( )f x x f x+ ∆ −  èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ∆x. Ïåðåõî-

äÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.22), ïîëó÷èì f ′(x) ≥ 0. Íåîáõîäèìîñòü
óñëîâèÿ äîêàçàíà. Ïîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ′(x) ≥ 0 íà (a,b).
Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x1 è x2 èç (a,b), x2 > x1. Ïî òåîðå-
ìå Ëàãðàíæà 2 1( ) ( ) ( )( ).f x x f x f x x′+ ∆ − = ξ −  Òàê êàê  f ′(ξ) ≥ 0, x2 > x1,
òî 2 1( ) ( ).f x f x≥  Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïð è ì åð 2. Äîêàçàòü, ÷òî sinx ≤ x.

Ðåøåíèå: ïðè 
2

x
π≥  íåðàâåíñòâî sinx ≤ x ïðè x > 0 î÷åâèäíî, òàê

êàê sin 1 .
2

x
π≤ <  Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = sinx − x, 0, .

2
x

π ∈  
 

  Ôóíê-

öèÿ f(x) íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà 0, ,
2

π 
 
 

 ïðè÷åì f(0) = 0

è f ′(x) = cosx − 1 < 0 íà 0, ,
2

π 
 
 

 ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) = sinx − x

íà ýòîì ïðîìåæóòêå óáûâàåò, à òàê êàê f(0) = 0, òî sinx − x ≤ 0 ïðè

0, .
2

x
π ∈  

 
 Íåðàâåíñòâî sinx ≤ x ïðè x > 0 äîêàçàíî.

2.8. Ýêñòðåìóìû. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(x),
åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(x0) òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ Uδ(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ( )0 0( ) ( ) ( ) ( ) .f x f x f x f x≤ ≥
Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà. Çàìåòèì, ÷òî íà îäíîì è òîì æå ïðîìå-
æóòêå ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òî÷åê ýêñòðåìóìà. (Íå ïó-
òàòü òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ñ íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè.)

Åñëè â òî÷êå x0 èìååòñÿ ýêñòðåìóì, òî â îêðåñòíîñòè Uδ(x0) äëÿ
ôóíêöèè f(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ôåðìà, à ïîòîìó â òî÷êå
x0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ðàâíà íóëþ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò. Ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà: äëÿ òîãî
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÷òîáû â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ y = f(x) èìåëà ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìî,
÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ëèáî íå ñóùåñòâîâàëà, ëèáî ðàâíÿëàñü íóëþ.

Òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò èëè îáðàùàåòñÿ â
íóëü, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Åñëè â òî÷êå èìååòñÿ ýêñòðåìóì,
òî ýòà òî÷êà îáÿçàòåëüíî êðèòè÷åñêàÿ, íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
íåâåðíî, ò.å. â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ýêñòðåìóìà ìîæåò íå áûòü. Íóæ-
íû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ýòèõ òî÷åê.

2.9. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
o

0( )U xδ  êðèòè÷åñêîé òî÷êè x0. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ïðî-

èçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò çíàê ïî ñõåìå (+,−), òî â òî÷êå x0 èìååòñÿ
ìàêñèìóì, åñëè ñìåíà çíàêîâ ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå (−,+), òî â òî÷êå x0
èìååòñÿ ìèíèìóì, åñëè æå ñìåíà çíàêîâ íå ïðîèñõîäèò, òî â òî÷êå x0
íåò ýêñòðåìóìà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê, ñâÿçàííûé ñ ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé). Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ñõåìû (+,−) ñëåâà îò òî÷êè x0 ôóíê-
öèÿ âîçðàñòàåò ïî òåîðåìå 2 èç ïîäðàçä. 2.7, à ñïðàâà óáûâàåò, ñëåäî-
âàòåëüíî, â òî÷êå x0 èìååòñÿ ìàêñèìóì.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèé:

à) 3 2( ) 6 9 3;f x x x x= − + −  á) 3 2( ) 3 3 2.f x x x x= − + +
Ðåøåíèå:

à) òàê êàê ( )2 2( ) 3 12 9 3 4 3 3( 1)( 3),f x x x x x x x′ = − + = − + = − −  òî ïðî-
èçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x1 = 1 è x2 = 3. Òî÷êè x1 = 1 è
x2 = 3 ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x1  ñìåíà
çíàêîâ ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå (+,−), à ÷åðåç òî÷êó x2 — ïî ñõåìå (−,+).
Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x1 èìååòñÿ ìàêñèìóì, à â òî÷êå x2 — ìèíè-
ìóì;

á) ( )2 2 2 2( ) 3 6 3 3 2 1 3( 1) .f x x x x x x′ = − + = − + = −
Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x = 1, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó

ñìåíà çíàêîâ íå ïðîèñõîäèò, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x = 1 ýêñòðåìóìà
íåò.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uδ(x0) êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè x0 íå òîëüêî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, íî è âòîðóþ — f ″(x).
Åñëè 0( ) 0,f x′′ <  òî â òî÷êå x0 ìàêñèìóì, åñëè æå 0( ) 0,f x′′ >  òî ìèíè-
ìóì. Åñëè æå 0( ) 0,f x′′ =  òî íóæíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ
(äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà, ñâÿçàííûé ñî âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé).

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Òàê êàê f ′(x0) = 0,
òî ôîðìóëà Òåéëîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå
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20
0 0 3

( )
( ) ( ) ( ) .

2!

f x
f x f x x x R

′′
− = − +

Ïîñêîëüêó R3 èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè âûøå âòîðîãî, òî çíàê âû-
ðàæåíèÿ f(x) − f(x0) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì f ″(x0). Ïðè 0( ) 0f x′′ >  ðàç-
íîñòü 0( ) ( ) 0,f x f x− >  ò.å. 0( ) ( )f x f x>  è â òî÷êå x0 ìèíèìóì. Åñëè æå

0( ) 0,f x′′ <  òî 0( ) ( ) 0,f x f x− <  0( ) ( )f x f x<  è â òî÷êå x0 ìàêñèìóì.

Ïð è ì åð 2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ 2( ) .xf x x e−=

Ðåøåíèå: ( )2 2( ) 2 2 .x x xf x xe x e x x e− − −′ = − = −
Èç óñëîâèÿ ( )22 0xx x e−− =  íàõîäèì äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè: x1 =

= 0, x2 = 0. Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

( ) ( )2 2( ) (2 2 ) 2 4 2 .x x xf x x e x x e x x e− − −′′ = − − − = − +

Òàê êàê (0) 2 0,f ′′ = >  òî â òî÷êå x1 = 0 áóäåò ìèíèìóì; f ″(2) = (4 −
− 8 + 2)e−2 = −2e−2 < 0, ïîýòîìó â òî÷êå x2 = 2 áóäåò ìàêñèìóì.

Åñëè îêàæåòñÿ ( 1) ( )
0 0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0, ( ) 0,n nf x f x f x f x−′ ′′= = = = ≠  òî,

òàêæå èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ÷åòíîì
â òî÷êå x0 èìååòñÿ ýêñòðåìóì: ìàêñèìóì, åñëè ( )

0( ) 0nf x < , è ìèíè-

ìóì, åñëè ( )
0( ) 0.nf x >  Åñëè n íå÷åòíî, òî â òî÷êå x0 ýêñòðåìóìà íåò.

2.10. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ z = f(x,y). Íàïîìíèì, ÷òî
δ-îêðåñòíîñòüþ Uδ(M0) òî÷êè M0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

M(x,y) òàêèõ, ÷òî 2 2
0 0( ) ( ) ,x x y y− + − < δ  ò.å. âñåõ òî÷åê, óäàëåííûõ

îò òî÷êè M0 íà ðàññòîÿíèå ìåíüøå δ.
Òî÷êà M0(x0,y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà), åñëè

ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü Uδ(M0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê M ýòîé
îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ( )0 0( ) ( ) ( ) ( ) .f M f M f M f M≤ ≥

Çàôèêñèðîâàâ îäíó èç ïåðåìåííûõ x èëè y, ïîëó÷èì ôóíêöèè
îäíîãî ïåðåìåííîãî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ íèõ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñ çàìåíîé ïðîèç-
âîäíîé íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå: åñëè â òî÷êå M0 èìååòñÿ ýêñòðåìóì,
òî â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ëèáî íå ñóùå-

ñòâóþò, ëèáî îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å. 0( ) 0
f

M
x

∂ =
∂

 è 0( ) 0.
f

M
y

∂ =
∂

 Äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì âòîðûõ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ: , , .xx yy xyf f f′′ ′′ ′′  Åñëè îêàæåòñÿ



8 4

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) 0, 0,

( ) ( )

xx xy

xx
xy yy

f M f M
f M

f M f M

′′ ′′
′′ > ∆ = >

′′ ′′

òî â òî÷êå M0 áóäåò ìèíèìóì. Åñëè æå 0( ) 0, 0,xxf M′′ < ∆ >  òî â òî÷êå
M0 áóäåò ìàêñèìóì. Åñëè ∆ < 0, òî â òî÷êå M0 íåò ýêñòðåìóìà. Åñëè
îêàæåòñÿ ∆ = 0, òî ýêñòðåìóì ìîæåò áûòü èëè íå áûòü, íóæíû äîïîë-
íèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Ïð è ì åð. Íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
2 2( , ) 1 6 .f x y x x xy y= + − − −

Ðåøåíèå: êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàõîäèì èç óñëîâèÿ 6 2 0,
f

x y
x

∂ = − − =
∂

2 0.
f

x y
y

∂ = − − =
∂

 Ðåøàÿ ñèñòåìó 6 2 0
,

2 0

x y

x y

− − = 
+ = 

 íàõîäèì êîîðäèíàòû

åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè M0(4;−2). Òàê êàê (4, 2) 2 0,xxf ′′ − = − <

(4, 2) 2, (4, 2) 1,yy xyf f′′ ′′− = − − = −  
2 1

3 0,
1 2

− −
∆ = = >

− −
 òî â òî÷êå M0(4,−2)

èìååì ìàêñèìóì.

2.11. Îòûñêàíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè y = f(x) íà ìíîæåñòâå [a,b]. Òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ýòè
çíà÷åíèÿ, ìîãóò áûòü êàê âíóòðåííèìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà [a,b], òàê
è ãðàíè÷íûìè. Àëãîðèòì èõ îòûñêàíèÿ ñëåäóþùèé:

1) íàõîäèì âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f(x), ëåæàùèå âíóò-
ðè [a,b], è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ;

2) âû÷èñëÿåì f(a) è f(b);
3) èç âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé âûáèðàåì íàèìåíüøåå è íàèáîëü-

øåå, êîòîðûå è áóäóò íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà÷åíèÿìè ôóíê-
öèè íà [a,b].

Ïð è ì åð. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
4 2( ) 2 3f x x x= − +  íà îòðåçêå [−2;1].

Ðåøåíèå: íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f(x) èç óñëîâèÿ
3 2( ) 4 4 4 ( 1) 0 :f x x x x x′ = − = − =  x1 = 0, x2 = −1, x3 = 1. Òî÷êè x1 = 0

è x2 = −1 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè äëÿ îòðåçêà [−2;1]. Íàõîäèì:
f(0) = 3; f(−1) = 1 − 2 + 3 = 2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ãðàíè÷-
íûõ òî÷êàõ: f(−2) = 16 − 8 + 3 = 11, f(1) = 1 − 2 + 3 = 2. Ñðàâíèâàÿ íàé-
äåííûå çíà÷åíèÿ, âèäèì, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
x = −2 è ðàâíî 11, à íàèìåíüøåå — â òî÷êå x = ±1 è ðàâíî 2.
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2.12. Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ïðîìåæóòêå [a,b],
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1 è x2 èç (a,b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 2 1 2( ) ( )
,

2 2

x x f x f x
f

+ +  ≤ 
 

(2.23)

è âûïóêëîé ââåðõ, åñëè

1 2 1 2( ) ( )
.

2 2

x x f x f x
f

+ +  ≥ 
 

(2.24)

Åñëè íà ãðàôèêå âûïóêëîé âíèç (ââåðõ) ôóíêöèè âçÿòü ëþáûå
äâå òî÷êè è ñîåäèíèòü èõ îòðåçêîì, òî ãðàôèê öåëèêîì áóäåò íèæå
(âûøå) ýòîãî îòðåçêà. Íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè,
âûïóêëîé âíèç, à íà ðèñóíêå ñïðàâà — âûïóêëîé ââåðõ.

 

a  b  1x  2x  x  

y  

0 a  b  1x  2x  x  

y  

0 

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (a,b) ïðîèçâîäíóþ f ′(x). Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâà (2.23) è (2.24), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî f(x) âûïóêëà âíèç
(ââåðõ) íà ïðîìåæóòêå (a,b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ íà (a,b) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (óáûâàåò). Åñëè ïðè ýòîì
ñóùåñòâóåò è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ″(x), òî ïðè ( )( ) 0 ( ) 0f x f x′′ ′′> <  ôóíê-
öèÿ âûïóêëà âíèç (ââåðõ). Òî÷êè ãðàôèêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ôóíêöèÿ ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñ-
òè, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè. Åñëè ñóùåñòâó-
åò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ″(x), òî â òî÷êå ïåðåãèáà x0 íåîáõîäèìî
f ″(x) = 0. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå f ″(x) = 0 è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 èçìåíÿåò çíàê, òî x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðå-
ãèáà.

Ïð è ì åð. Íàéòè ïðîìåæóòêè âûïóêëîñòè ââåðõ, âíèç è òî÷êè
ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè 2 3( ) 3 .f x x x= −

Ðåøåíèå: äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
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Íàõîäèì: 2( ) 6 3 ,f x x x′ = −  f ″(x) = 6 − 6x = 6(1 − x). Ïðè ( ,1)x ∈ −∞
èìååì ( ) 0,f x′′ >  ñëåäîâàòåëüíî, íà ( ,1)−∞  ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç, ïðè

(1, )x ∈ +∞  èìååì ( ) 0,f x′ <  ñëåäîâàòåëüíî, íà (1, )+∞  ôóíêöèÿ âûïóê-
ëà ââåðõ. Òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç íåå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê.

2.13. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè

Ïóñòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò âåòâè, óõîäÿùèå â áåñêî-
íå÷íîñòü. Ïðÿìàÿ x = x0 íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòîé, åñëè 
0

lim ( ) , , ;
x x

f x
→

= ∞ −∞ +∞  ïðÿìàÿ y = a íàçûâàåòñÿ äâó-

ñòîðîííåé ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé, åñëè lim ( ) ;
x

f x a
→∞

=  ïðÿìàÿ

( 0)y kx b k= + ≠  íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé íàêëîííîé àñèìïòîòîé, åñëè

[ ]lim ( ) 0.
x

f x kx b
→∞

− − =  Âèäèì, ÷òî àñèìïòîòà — ýòî òàêàÿ ïðÿìàÿ,

ê êîòîðîé íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè åå îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðàâèëî îòûñêà-
íèÿ âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò ñëåäóåò èç èõ îïðåäå-
ëåíèÿ. Äëÿ îòûñêàíèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòû y = kx + b íóæíî íàéòè

k è b. Òàê êàê [ ]lim ( ) 0,
x

f x kx b
→∞

− − =  òî ôóíêöèÿ ( ) ( )x f x kx bα = − −  —

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → ∞. Ïîýòîìó 
( ) ( )

lim lim 0.
x x

x f x b
k

x x x→∞ →∞

α  = − − = 
 

Ïîñêîëüêó lim 0,
x

b

x→∞
=  òî 

( )
lim 0.
x

f x
k

x→∞

 − = 
 

 Îòñþäà 
( )

lim .
x

f x
k

x→∞
=  Ïî-

ñëå òîãî êàê çíà÷åíèå k íàéäåíî, ÷èñëî b íàõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî

[ ]lim ( ) 0.
x

f x kx b
→∞

− − =  Ýòî âîçìîæíî, åñëè [ ]lim ( ) .
x

b f x kx
→∞

= −  Àñèìï-

òîòû ñóùåñòâóþò, åñëè âñå îòìå÷åííûå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå àñèìïòîò íåò. Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îäíîñòîðîííèå ïðå-
äåëû ïðè x → x0 + 0 èëè x → x0 − 0, x → −∞ èëè x → +∞. Â ýòîì ñëó÷àå
àñèìïòîòû íàçûâàþò îäíîñòîðîííèìè — ïðàâûìè èëè ëåâûìè, â îò-
ëè÷èå îò äâóñòîðîííèõ àñèìïòîò â îáùåì ñëó÷àå.

Ïð è ì åð. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè 
4 3

3

2 1
( ) .

x x
f x

x

+ +=

Ðåøåíèå: ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé

àñèìïòîòîé, òàê êàê 
4 3

30

2 1
lim .
x

x x

x→

+ + = ∞  Íàõîäèì 
( )

lim
x

f x
k

x→∞
= =
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4 3

4

2 1
lim 2,
x

x x

x→∞

+ += =  
4 3 3

3 3

2 1 1
lim 2 lim 1,
x x

x x x
b x

x x→∞ →∞

 + + += − = =  
 

 ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðÿìàÿ y = 2x + 1 — íàêëîííàÿ àñèìïòîòà. Ãîðèçîíòàëüíûõ
àñèìïòîò íåò.

2.14. Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ
è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïëàí äåéñòâèé.
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
2. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ÷åòíîé, íå÷åòíîé èëè ôóíê-

öèåé îáùåãî âèäà.
3. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
4. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü, íàéòè òî÷êè ðàçðû-

âà è îõàðàêòåðèçîâàòü èõ, óêàçàòü âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.
5. Íàéòè íàêëîííûå àñèìïòîòû.
6. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è îïðåäåëèòü ó÷àñòêè ìîíîòîí-

íîñòè, íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà.
7. Íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, îõàðàêòåðèçîâàòü òî÷êè ýêñòðå-

ìóìà, åñëè ýòî íå ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, óêàçàòü
ó÷àñòêè âûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç è òî÷êè ïåðåãèáà.

8. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ.
9. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè.

Ïð è ì åð. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ 
3

2
( )

4

x
f x

x
=

−
 è ïîñòðîèòü åå ãðà-

ôèê.
Ðåøåíèå

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ( , 2) ( 2,2) (2, ).−∞ − ∪ − ∪ +∞  Îáëàñòü
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ( , ).−∞ +∞

2. Òàê êàê f(x) = −f(−x), òî ôóíêöèÿ f(x) íå÷åòíà.
3. Ôóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ.
4. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, êðîìå òî÷åê

x = ±2, ãäå îíà òåðïèò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà, òàê êàê 
3

22
lim .

4x

x

x→±
= ∞

−
Ïðÿìûå x = 2 è x = −2 — äâóñòîðîííèå âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.

5. Íàõîäèì íàêëîííûå àñèìïòîòû y = kx + b. Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî

( )
3 3

32

( )
lim lim lim 1,

44x x x

f x x x
k

x x xx x→∞ →∞ →∞
= = = = −

−−
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3

2 2

4
lim[ ( ) ] lim lim 0.

4 4x x x

x x
b f x kx x

x x→∞ →∞ →∞

 
= − = + = =  − − 

Èòàê, ïðÿìàÿ y = −x — íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.
6. Íàõîäèì

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 22 4

2 2 22 2 2

3 4 2 1212
( ) .

4 4 4

x x x x x xx x
f x

x x x

− + ⋅ −−′ = = =
− − −

Âèäèì, ÷òî òî÷êè x = 0 è x = 12 3,46± = ±  êðèòè÷åñêèå. Èç íåðà-

âåíñòâà ( )2 212 0, 2x x x− < ≠ ±  ñëåäóåò, ÷òî ïðè ( )12,x ∈ +∞  ôóíê-

öèÿ f(x) óáûâàåò, à èç íåðàâåíñòâà ( )2 212 0, 2x x x− > ≠ ± , ïîëó÷àåì,

÷òî íà ïðîìåæóòêàõ ( )12, 2 ,( 2,2)− − −  è ( )2, 12  ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå 12x = −  ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì, ðàâ-

íûé ( )
3( 3,46) 41,42

12 5,18,
4 12 8

f
−− = ≅ ≈

−
 à â òî÷êå 12x = +  — ìàêñè-

ìóì, ðàâíûé −5,18.

7. Íàõîäèì 

( )
( )

( )
22 4

2 32 2

8 1212
( )

4 4

x xx x
f x

x x

′
  +− ′′ = = 

− −  

 (ïðîìåæóòî÷íûå âû-

÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Âèäèì, ÷òî
( ) 0f x′′ >  íà ïðîìåæóòêàõ ( , 2)−∞ −  è (0,2). Íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ ôóíê-

öèÿ âûïóêëà âíèç. Íà ïðîìåæóòêàõ (−2,0) è (2, +∞) èìååì f ″(x) < 0,
ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ. Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñ-
òè. Ïîýòîìó òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

8. Äëÿ óäîáñòâà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ïîëó÷åííûå äàííûå, à òàê-
æå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ çàíåñåì â òàáëèöû.

x −4 12 3,46− = − −2,5 −1 0 1 2,5 12 3,46= 4

y 5,33 +5,18 6,94 0,33 0 0,33 −6,94 −5,18 −5,33

min ∗ max

Ïðèìå÷àíèå: ∗ — ïåðåãèá.

 x ( ), 12−∞ − ( )12, 2− − (−2,2) ( )2, 12 ( )12,+∞

y óáûâàåò âîçðàñòàåò óáûâàåò
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x (−∞,−2) (−2,0) (0,2) (2,+∞)

y âûïóêëà âíèç âûïóêëà ââåðõ âûïóêëà âíèç âûïóêëà ââåðõ

Àñèìïòîòû x = 2, x = −2 è y = −x.
9. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå äàííûå, ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè.

 y  

x  2+  2−  

12−  

0  

12
 

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå ïðåäåëû:

à) 
0

2
lim ;

sin

x x

x

e e x

x x

−

→

− −
−

á) 
4

ctg 1
lim ;

sin 4x

x

x→π

−
â) 

0

sin
lim ;

tgx

x x

x x→

−
−

ã) 
4

20

4 1
lim ;

sin 5

x

x

e x

x→

− −
ä) ( )55

cos2 ln( 5)
lim ;

ln xx

x x

e e→

−
−

å) 
1 0

ln(1 ) tg
2lim ;

ctgx

x
x

x→ −

π− +

π
æ) 

1
lim( 1)ctg ;
x

x x
→

− π

ç) 2
20

1
lim ctg ;
x

x
x→

 − 
 

è)  ( )
1

lim 4 ;x x

x
x

→+∞
+ ê) cos

2
lim ( 2 ) .x

x
x

→π
π −

Îòâåò: à) 2; á) 1 2; â) 1 2;− ã) 8 25; ä) cos 10; å) −2; æ) 1 ;π

ç) 2 3; è) 4; ê) 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 
2

arcsin arctg
1

x
x

x
=

−
 ïðè 1 1.x− < <

3. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôóíêöèÿ 3( )f x x ax= −  âîç-
ðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Îòâåò: a ≤ 0.
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4. Íàéäèòå îáëàñòè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé:

à) 
2

2

1
( ) ;

1

x x
f x

x x

− +=
+ +

 á) ( ) ;xf x x e= −  â) f(x) = x + cosx; ã) ( ) .
ln

x
f x

x
=

Îòâåò: à) íà (−∞,−1) è (1,+∞) âîçðàñòàåò, íà (−1,1) óáûâàåò; á) íà
(−∞,0)  âîçðàñòàåò, íà (0,+∞) óáûâàåò; â) âîçðàñòàåò âñþäó; ã) íà (0,1),
(1,e) óáûâàåò, íà (e,+∞) âîçðàñòàåò.

5. Ïîëüçóÿñü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà
ôóíêöèé:

à) ( )2( ) ln 1 ;f x x x= − + á) 23( ) 6 7;f x x x= −

â) 2 3 5 3( ) ;f x x x= + ã) 2 23( ) ( 5) ( 1) .f x x x= − +
Îòâåò: à) íåò òî÷åê ýêñòðåìóìà; á) x1 = 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà,

x2 = 1 — òî÷êà ìèíèìóìà; â) x1 = 0 — òî÷êà ìèíèìóìà, 2 5 2x = −  —
òî÷êà ìàêñèìóìà; ã) x1 = 5 è x2 = −1 — òî÷êè ìèíèìóìà, 3 1 2x =  —
òî÷êà ìàêñèìóìà.

6. Ïîëüçóÿñü ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ, èññëåäóéòå íà
ýêñòðåìóì ôóíêöèè:

à) 4 3 21 5
( ) 3 ;

4 3
f x x x x= − +  á) ( ) 2sin ;x xf x e e x−= + −

â) 3( ) ;xf x x e−=  ã) ( ) .
ln

x
f x

x
=

Îòâåò: à) x1 = 0 è x2 = 3 — òî÷êà ìèíèìóìà; x3 = 2 — òî÷êà ìàê-
ñèìóìà; á) íåò òî÷åê ýêñòðåìóìà; â) x = 3 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
ã) x = e — òî÷êà ìèíèìóìà.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ äàííûõ ôóíê-
öèé íà óêàçàííûõ ìíîæåñòâàõ:

à) 5 4 35 5 1y x x x= − + +  íà [−1,2]; á) 
2

2

1

1

x x
y

x x

− +=
+ −

 íà [0,1];

â) (10 )y x x= −  íà [0,10].

Îòâåò: à) 2 è −10; á) 1 è 3 5;  â) 5 è 0.

8. Íàéäèòå èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ââåðõ, âíèç è òî÷êè ïåðåãèáà
äëÿ ôóíêöèé:

à) 
3

2
;

1

x
y

x
=

+
 á) 

4(12ln 7).y x x= −

Îòâåò: à) ( ), 3−∞ −  è ( )0, 3  — âûïóêëà âíèç, ( )3,0−  è ( )3, +∞ —

âûïóêëà ââåðõ, 3±  è 0 — òî÷êè ïåðåãèáà; á) (0,1) — âûïóêëà ââåðõ,
(1,+∞) — âûïóêëà âíèç, x = 1 — òî÷êà ïåðåãèáà.
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9. Íàéäèòå àñèìïòîòû ôóíêöèé:

à) 
3

2
( ) ;

4 3

x
f x

x x
=

− +
á) 

3

2
( ) ;

9

x
f x

x
=

+

â) 4 4( ) 16 1;f x x= + ã) 
1

( ) arccos .f x x
x

= +

Îòâåò: à) x = 3 è x = 1 — âåðòèêàëüíûå äâóñòîðîííèå àñèìïòîòû,
y = x + 4 — íàêëîííàÿ äâóñòîðîííÿÿ àñèìïòîòà; á) y = −x — ëåâàÿ
àñèìïòîòà, y = x — ïðàâàÿ àñèìïòîòà; â) y = ±2x — îäíîñòîðîííèå

àñèìïòîòû; ã) 
2

y x
π= +  — äâóñòîðîííÿÿ àñèìïòîòà.

10. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé:

à) 
2

2

4
( ) ;

4

x
f x

x

+=
−

 á) 
2 22 ;xy xe−=  â) 21 ln ;y x= −

ã) 
3 3 23 .y x x= −
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3. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå

3.1. Ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè
è íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Â äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ìû íà-
õîäèì ïðîèçâîäíóþ èëè äèôôåðåíöèàë. Â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè
áóäåì ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, ò.å. ïî çàäàííûì ïðîèçâîäíûì èëè
äèôôåðåíöèàëàì íàõîäèòü ñàìó ôóíêöèþ.

Ôóíêöèÿ F(x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèåé äëÿ ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè â êàæäîé òî÷êå x X∈  âûïîëíÿåòñÿ

( ) ( ).F x f x′ =  Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 
1 sin2

( )
2 4

x
F x x= +  ÿâëÿåòñÿ ïåðâî-

îáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè 2( ) cosf x x=  íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òàê êàê

21 2cos2 1 cos2
( ) cos .

2 4 2

x x
F x x

+′ = + = =

Ôóíêöèÿ ( ) sinF x x=  ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè

f(x) = cosx, òàê êàê (sinx)′ = cosx. Ôóíêöèÿ F(x) = sinx + C, ãäå C —
ëþáàÿ êîíñòàíòà, òàêæå ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) = cosx, òàê êàê
(sinx + C)′ = cosx.

Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè F1(x) è F2(x) —
ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè f(x), òî îíè èëè ñîâïàäàþò,
èëè îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé 1( ) ( ),F x f x′ =
2( ) ( ).F x f x′ =  Âû÷èòàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî èç âòîðîãî, ïîëó÷àåì 2( )F x′ −

[ ]1 2 1( ) ( ) ( ) 0.F x F x F x
′′− = − =  Èç òåîðåìû 1 ïîäðàçä. 2.7 ñëåäóåò, ÷òî

2 1( ) ( ) ,F x F x C− =  ò.å. 2 1( ) ( ) ,F x F x C= +  ãäå C = const.
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè F(x) êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîá-

ðàçíàÿ äëÿ f(x) íà ìíîæåñòâå X, òî ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ
äëÿ f(x) ìîæíî çàäàòü â âèäå Φ(x) + C. ×òîáû âûäåëèòü êîíêðåòíóþ
ïåðâîîáðàçíóþ, íóæíî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð çà-
äàòü òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ áóäåò ïðîõîäèòü ãðàôèê ïåðâîîáðàçíîé.

Ïð è ì åð 1. Ñðåäè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé f(x) = 2x íàéòè
òó, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(1,2).

Ðåøåíèå: òàê êàê ( )2 2 ,x x
′ =  òî ôóíêöèÿ F(x) = x

2 ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f(x) = 2x. Âñå îñòàëüíûå ïåðâîîáðàçíûå ìîæíî
çàäàòü â âèäå Φ(x) = x

2
 + C. Ïî óñëîâèþ êðèâàÿ y = x

2
 + C äîëæíà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(1,2), ñëåäîâàòåëüíî, 2 = 1 + C, îòñþäà C = 1,
è ïåðâîîáðàçíàÿ 2( ) 1F x x= +  — èñêîìàÿ.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå
X íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ
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( ) ;f x dx∫  f(x) — ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f(x)dx — ïîäûíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå.
Ïî îïðåäåëåíèþ

( ) ( ) ,f x dx F x C= +∫ (3.1)

ãäå F(x) — êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x).
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êîòî-

ðûå ñëåäóþò èç (3.1), îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé, äèôôåðåíöèàëà
è ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé:

1) ( ) ( );f x dx f x′  = ∫
2) ( ) ( ) ;d f x dx f x dx  = ∫
3) ( ) ( ) ;dF x F x C= +∫
4) ( ) ( ) ; const;f x dx f x dxα = α α =∫ ∫
5) 1 2 1 2[ ( ) ( )] ( ) ( ) ;f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫
6) [ ]1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .f x f x dx f x dx f x dxλ + µ = λ + µ∫ ∫ ∫
Ïðîöåññ îòûñêàíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íàçûâàþò èíòåã-

ðèðîâàíèåì ôóíêöèè. Êàê âèäèì, îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
è èíòåãðèðîâàíèÿ âçàèìíî îáðàòíû (ñì. ñâîéñòâà 1 è 2).

Ïðèâåäåì òàáëèöó èíòåãðàëîâ îò íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, êîòîðóþ ëåãêî ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì (ñâîéñòâî 1).

1. 0 .dx C⋅ =∫

2. 11
, 1.

1
x dx x Cλ λ+= + λ ≠ −

λ +∫

3. ln .
dx

x C
x

= +∫

4. 
1

sin cos , const.axdx ax C a
a

= − + =∫

5. 
1

cos sin , const.axdx ax C a
a

= + =∫

6. , ,
ln

x
x a

a dx C a
a

α
α = + α

α∫  — êîíñòàíòû, 1.a ≠

7. 
2 2

arcsin , , 0, const.
dx x

C a x a a a
aa x

= + − < < > =
−

∫

8. 
2 2

1
arctg , 0, const.

dx x
a a

a aa x
= ≠ =

+∫
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9. 
2 2

1
ln , const, 0.

2

dx x a
C a a

a x ax a

−= + = ≠
+−∫

10. 2 2

2 2
ln , const, 0.

dx
x x a C a a

x a
= + + + = ≠

+
∫

11. 
2

1
tg C, 0, const.

cos

dx
ax a a

aax
= + ≠ =∫

12. 
2

1
ctg , 0, const.

sin

dx
ax C a a

aax
= − + ≠ =∫

3.2. Ïðîñòåéøèå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ìíîãèå èíòåãðàëû ëåãêî ñâåñòè ê òàáëè÷íûì, ïðåîáðàçóÿ ïîäûí-
òåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè èíòåãðàëû:

à) 
4 5

;
dx

x
∫ á) 

( )2
2

3 1
;

x
dx

x x

+
∫ â) 

2
;

4 1

dx

x −∫ ã) 
2

;
9 1

dx

x +
∫ ä) 

2
.

9 4

dx

x +∫

Ðåøåíèå:

a) 
5

15 4 1 44
44 5

1 4
4

5
1

4

dx
x dx x C x C C

xx

− +− − −= = + = − + = +
 − + 
 

∫ ∫  (èñïîëü-

çîâàëè òàáëè÷íûé èíòåãðàë 2 ïðè 5 4λ = − );

á)
( )2 3 2 2 5 2

2 2

3 1 9 6 1
9 6

x x x
dx dx x dx x dx x dx

x x x x

− − −
+ + += = + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 1 2 1 2 3

3

2 6 2
18 6 18

3 3
x x x C x C

x x

− −= − − + = − − +  (èñïîëüçîâàëè òàáëè÷-

íûé èíòåãðàë 2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ è ñâîéñòâî 6 íåîïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà);

â) ( )2 2

1 1 1 1 2 1 2 1
ln ln

14 4 2 1 2 1 2 4 2 14 1
4

dx dx x x
C C

x xx x

− −= = ⋅ + = +
⋅ + +− −

∫ ∫  (èñ-

ïîëüçîâàíî ñâîéñòâî 4 èíòåãðàëà è òàáëè÷íûé èíòåãðàë 9 ïðè 1 2a = );

ã) 
( )

( )2

2 2

1 1
ln 1 9

3 39 1 1 9

dx dx
x x C

x x
= = + + +

+ +
∫ ∫  (ïðèìåíåí òàá-

ëè÷íûé èíòåãðàë 10 ïðè 2 1 9a = );
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ä) 
( )2 2

1 1 1 3
arctg arctg

9 9 2 3 2 3 6 29 4 4 9

dx dx x x
C C

x x
= = + = +

+ +∫ ∫

(ïðèìåíåí òàáëè÷íûé èíòåãðàë 8 ïðè 2 3a = ).

Èíîãäà èíòåãðàë ( )f x dx∫  óäàåòñÿ óïðîñòèòü ïóòåì çàìåíû ïåðå-

ìåííîé ( ).x t= ϕ  Â ðåçóëüòàòå [ ]( ) ( ) ( ) .f x dx t t dt′= ϕ ϕ∫ ∫  Îäèí èç èíòåã-

ðàëîâ â ýòîì ðàâåíñòâå ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ïðîñòûì. Åãî è íàõî-
äÿò.

Ïð è ì åð 2. Íàéòè èíòåãðàëû:

à) 15(2 4) ;x dx+∫ á) sin(5 2) ;x dx+∫ â) 
3 ln

;
x

dx
x∫ ã) 

2
;

1

xdx

x+∫

ä) 
2

;xxe dx∫ å) 
2

.
4 20

dx

x x+ +∫
Ðåøåíèå:

à) â èíòåãðàëå 15(2 4)x dx+∫  ñäåëàåì çàìåíó 2 4,t x= +  òîãäà

4
, .

2 2

t dt
x dx

−= =  Ïîëó÷àåì

15 15 16 161 1 1
(2 4) (2 4) ;

2 2 16 32
x dx t dt t C x C+ = = + = + +

⋅∫ ∫

á) äåëàåì çàìåíó 
2

5 2 ; , ,
5 5

t dt
x t x dx

−+ = = =  ïîýòîìó

1 1 1
sin(5 2) sin cos cos(5 2) ;

5 5 5
x dx tdt t C x C

−+ = = + = − + +∫ ∫

â) åñëè ïîëîæèòü ln ,t x=  òî ,
dx

dt
x

=  à ïîòîìó

3
4 3 4 33ln 3 3

(ln ) ;
4 4

xdx
tdt t C x C

x
= = + = +∫ ∫

ã) ïîëîæèì 21 ,x t+ =  òîãäà 2 , ,
2

dt
xdx dt xdx= =  ñëåäîâàòåëüíî,

( )2
2

1 1 1
ln ln 1 ;

2 2 21

xdx dt
t C x C

tx
= = + = + +

+∫ ∫
ä) ïîëîæèì 2,t x=  òîãäà 2 ,dt xdx=  ïîýòîìó

2 21 1 1
;

2 2 2
x t t xxe dx e dt e C e C= = + = +∫ ∫
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å) ìîæåì çàïèñàòü 
2 2

.
4 20 ( 2) 16

dx dx

x x x
=

+ + + +∫ ∫

Ñäåëàåì çàìåíó 2 , .x t dx dt+ = =  Òîãäà

2 2

1 1 2
arctg arctg

4 4 4 44 20 16

dx dt t x
C C

x x t

+= = + = +
+ + +∫ ∫

(èñïîëüçîâàí òàáëè÷íûé èíòåãðàë 8 ïðè a = 4).

Ïóñòü U(x) è V(x) — äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Òîãäà ( )d U V⋅ =
VdU UdV= +  èëè ( ) .UdV d U V VdU= ⋅ −

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

.UdV U V VdU= ⋅ −∫ ∫ (3.2)

Âûðàæåíèå (3.2) íàçûâàþò ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïð è ì åð 3. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íàé-

òè (4 3)sin2 .x xdx+∫
Ðåøåíèå: ïîëîæèì 4 3, sin2 .U x dV xdx= + =  Òîãäà 4 ,dU dx=

1
sin2 cos2 .

2
V xdx x C= = − +∫  Â êà÷åñòâå ôóíêöèè V(x) ìîæíî âçÿòü

ëþáóþ èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè sin2x. Îáû÷íî ïîëàãàþò C = 0.

Ïî ôîðìóëå (3.2) íàõîäèì 
1

(4 3) sin2 (4 3) cos2
2

x xdx x x
 + = + − − 
 

∫

1 1
4 cos2 (4 3)cos2 sin2 .

2 2
xdx x x x C

 − − = − + + + 
 

∫

Íåêîòîðûå èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé óäàåò-
ñÿ íàéòè, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè èëè ôîðìóëó çàìåíû
ïåðåìåííûõ.

Ïð è ì åð 4. Íàéòè: à) 2sin ;xdx∫  á) sin5 sin7 ;x xdx⋅∫

â) 3 8cos sin ;x xdx∫  ã) 
6

.
cos

dx

x
∫

Ðåøåíèå:

à) ïî ôîðìóëàì òðèãîíîìåòðèè 2 1 cos2
sin ,

2

x
x

−=  ïîýòîìó

2 1 1 1
sin (1 cos2 ) sin2 ) ;

2 2 2
xdx x dx x x C

 = − = − + 
 

∫ ∫
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á) òàê êàê 
1

sin5 sin7 (cos2 cos12 ),
2

x x x x⋅ = −  òî sin5 sin7x xdx⋅ =∫
1 1 1

(cos2 cos12 ) sin2 sin12 ;
2 4 24

x x dx x x C= − = − +∫
â) äåëàåì çàìåíó sinx = t. Òîãäà cosxdx = dt. Ïîýòîìó
3 8 2 8 2 8cos sin cos sin cos (1 sin ) sin cosx xdx x x xdx x x xdx= = − =∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
9

2 8 2 8 8 10

11 9 11

1 sin sin sin 1
9

(sin ) (sin )
;

11 9 11

t
x xd x t t dt t t dt

t x x
C C

= − = − = − = −

− + = − +

∫ ∫ ∫

ã) ñäåëàåì çàìåíó t = tgx. Òîãäà 
2

1
arctg , ,

1
x t dx dt

t
= =

+

2
2

1
cos ,

1
x

t
=

+
 ñëåäîâàòåëüíî, 

( ) ( )
32

22
6 2

1
1

cos 1

t dtdx
t dt

x t

+
= = + =

+∫ ∫ ∫

( )2 4 3 5 3 52 1 2 1
1 2 tg (tg ) (tg ) .

3 5 3 5
t t dt t t t C x x x C= + + = + + + = + + +∫

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ èìåþòñÿ ïîäðîá-
íûå ñïðàâî÷íèêè, â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè ïî÷òè ëþáîé èíòåãðàë,
âñòðå÷àþùèéñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ,
íî äàëåêî íå âñåãäà îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Ïîÿâëÿþòñÿ «íåáåðóùèåñÿ» èíòåãðàëû, ò.å. ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàð-
íûå ôóíêöèè, èíòåãðàëû îò êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

Ïðèìåðû òàêèõ èíòåãðàëîâ: 
2 2 sin

, sin , ,
ln

x x dx
e dx x dx

x x∫ ∫ ∫ ∫  è äðóãèå.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå èíòåãðàëû, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà è òàáëèöû
èíòåãðàëîâ:

1) ( )29 4 5 ;x x dx+ +∫ 2) ( 2)( 3) ;x x x dx+ +∫

3) 
( ) ( )2 2

3 2

1 2
;

x x
dx

x

+ −
∫ 4) 

2
;

6

dx

x +∫ 5) 
2

;
4

dx

x+
∫ 6) 2

;
5

dx

x −∫

7) 
2

;
16

dx

x−
∫ 8) 2tg ;xdx∫ 9) 

2

2

3
;

1

x
dx

x

+
+∫ 10) cos5 .xdx∫
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Îòâåò: 1) 3 23 2 5 ;x x x C+ + + 2) 
4 3

25
3 ;

4 3

x x
x C+ + +

3) 
( ) ( )

4 3
2 3 3

3 3
6 ;

13 7

x x
x x x C− − + 4) 

1
arctg ;

6 6

x
C+

5) 2ln 4 ;x x C+ + + 6) 
1 5

ln ;
2 5 5

x
C

x

− +
+

7) arcsin ;
4

x
C+

8) tg ;x x C− + 9) 2arctg ;x x C+ + 10) 
1

sin5 .
5

x C+

2. Ïðèìåíÿÿ ïðîñòåéøèå çàìåíû ïåðåìåííîé, íàéäèòå èíòåãðàëû:

1) 10(8 2) ;x dx+∫ 2) 8(5 4) ;x x dx+∫ 3) 3 21 ;x x dx+∫

4) 
2

2

(arctg )
;

1

x
dx

x+∫ 5) 4sin 3 cos3 ;x xdx⋅∫ 6) 
2

tg
;

cos

x
dx

x
∫ 7) 

3

4
;

5

x dx

x +∫

8) ;
4

x

x

e dx

e +∫ 9) 
sin2

;
1 cos2

x
dx

x+∫ 10) 
2

;
4 arcsin

2

dx

x
x−

∫

11) ;
ln

dx

x x∫ 12) 
3

8
;

1

x dx

x+∫ 13) 
5

10
;

1

x dx

x+∫ 14) 
3

8
;

1

x dx

x−
∫

15) 
5

10
;

1

x

x

e dx

e−
∫ 16) 

2

sin
;

4 cos

dx

x−
∫ 17) 

43 ;xx e dx∫ 18) cos2 sin2 ;xe x∫

19) 
tg

2
;

cos

xe
dx

x
∫ 20) ( )2sin 5 .x x dx+∫

Îòâåò: 1) 111
(8 2) ;

88
x C+ +  2) 

10 9(5 4) 4(5 4)
;

50 45

x x
C

+ +− +

3) ( )4 323
1 ;

8
x C+ + 4) 31

arctg ;
3

x C+ 5) 51
(sin3 ) ;

15
x C+

6) 32
tg ;

3
x C+  7) ( )41

ln 5 ;
4

x C+ +  8) ( )ln 4 ;xe C+ +

9) 
1

ln(1 cos2 ) ;
2

x C+ +  10) 
1

ln arcsin ;
2 2

x
C+ 11) ln ln ;x C+

12) 41
arctg ;

4
x C+ 13) 51

arctg ;
5

x C+ 14) 41
arcsin ;

4
x C+

15) 51
arcsin ;

5
xe C+ 16) 

cos
arcsin ;

2

x
C− + 17) 

41
;

4
xe C+
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18) cos21
;

2
xe C− + 19) tg ;xe C+ 20) ( )21

cos 5 .
2

x− +

3. Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå òðåõ÷ëåí
2 :ax bx c+ +

1) 
2

;
2 5

dx

x x+ +∫ 2) 
2

3 6
;

4 5

x
dx

x x

−

− +
∫

3) 
2

2 8
;

1

x
dx

x x

−

− −
∫ 4) 

4 2
.

4 3

xdx

x x− +∫

Îòâåò: 1) 
1 1

arctg ;
2 2

x
C

+ + 2) 23 4 5 ;x x C− + +

3) 2 2 1
2 1 9arcsin ;

5

x
x x C

+− − − − + 4) 
2

2

1 3
ln .

4 1

x
C

x

− +
−

4. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íàéäèòå èíòåã-
ðàëû:

1) ln ;xdx∫ 2) arctg ;xdx∫ 3) sin ;x xdx∫
4) cos3 ;x xdx∫ 5) 2 3 ;xx e dx∫ 6) 2ln .xdx∫

Îòâåò: 1) ln ;x x x C− + 2) ( )21
arctg ln 1 ;

2
x x x C− + +

3) sin cos ;x x x C− + 4) 
sin3 cos3

;
3 9

x x x
C+ +

5) ( )
3

29 6 2 ;
27

xe
x x C− + + 6) 2ln 2 ln 2 .x x x x x C− + +

5. Íàéäèòå èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

1) 3cos ;xdx∫ 2) 4sin ;xdx∫ 3) 
4

;
sin

dx

x
∫

4) sin3 cos5 ;x xdx∫ 5) 2 3sin cos .x xdx∫

Îòâåò: 1) 31
sin sin ;

3
x x C− +

2) 33 1 1 1
sin6 sin12 sin 6 ;

8 12 64 144
x x x x C+ + − +

3) 
3ctg

ctg ;
3

x
x C− − +  4) 

cos2 cos8
;

4 16

x x
C− + 5) 

3 5sin sin
.

3 5

x x
C− +

Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü òàêæå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì.
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3.3. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
è åãî ñâîéñòâà

Ïóñòü äàíà îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a,b] ôóíêöèÿ f(x). Òî÷êàìè
a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b ðàçîáüåì îòðåçîê [a,b] íà n ÷àñòè÷íûõ îò-
ðåçêîâ 1 , 1,2,..., .i i ix x x i n−∆ = − =  Íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì ó÷àñòêå

[ ]1,i ix x−  âûáåðåì ïî òî÷êå ti. ×åðåç λ îáîçíà÷èì max ,ix∆  ÷åðåç R —
ñïîñîá ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a,b]; ÷åðåç T — ñïîñîá âûáîðà òî÷åê ti.
Îáðàçóåì ñóììó

1

( ) .
n

n i i
i

f t x
=

σ = ∆∑ (3.3)

 
y  

x  0  0a x=  1t  
2t  3t  4t  1x  2x  3x  4x  

Ñóììà (3.3), çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ λ, R è T, íàçûâàåòñÿ èí-
òåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèè f(x) íà [a,b]. Ïðåäåë

0 0 1

lim lim ( ) ,
n

n i i
i

f t x
λ→ λ→ =

σ = ∆∑

åñëè îí ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò íè îò R, íè îò T, íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå

[a,b] è îáîçíà÷àåòñÿ ( ) .
b

a

f x dx∫  Òàêèì îáðàçîì,

0 1

( ) lim ( ) .
b n

i i
ia

f x dx f t x
λ→ =

= ∆∑∫

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìà-
íó. Êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé äîâîëüíî øèðîê. Äîêàçàíî, ÷òî,
íàïðèìåð, ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à òàêæå ôóíêöèÿ, èìåþ-
ùàÿ íà [a,b] êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, èíòåãðèðó-
åìà ïî Ðèìàíó.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè λ → 0, òî n → ∞, îáðàòíîå íåâåðíî, ò.å. èç òîãî,
÷òî n → ∞, íå ñëåäóåò, ÷òî λ → 0.
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Åñëè f(x) ≥ 0, òî ïðîèçâåäåíèå ( )i i iS f t x∆ = ∆  ðàâíî ïëîùàäè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì ∆xi è âûñîòîé f(ti). Ñóììà Ðèìàíà ïðè-
áëèæåííî ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè — ôèãóðû, îãðà-
íè÷åííîé ñíèçó îòðåçêîì [a,b], ñïðàâà è ñëåâà — ïðÿìûìè x = a
è x = b, à ñâåðõó — ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x). Òî÷íîñòü ýòîãî
ïðèáëèæåíèÿ òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå max .ixλ = ∆  Ïîëàãàþò

0 1

lim ( ) ( ) .
bn

i i
i a

S f t x f x dx
λ→ =

= ∆ =∑ ∫

Êàê âèäèì, âåëè÷èíà ( )
b

a

f x dx∫  ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò ïëîùàäü

êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî îõàðàêòåðèçîâàëè.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

1) ( ) 0;
a

a

f x dx =∫  2) ( ) ( ) ;
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫

3) ( ) ( ) ( ) ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  ãäå ñ — ëþáàÿ òî÷êà èç [a,b];

4) ( ) ( ) , const;
b b

a a

f x dx f x dxλ = λ λ =∫ ∫

5) [ ]1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ;
b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx+ = +∫ ∫ ∫

6) åñëè 1 2( ) ( )f x f x≤  íà [a,b], òî 1 2( ) ( ) ;
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫

7) ( ) ( ) ;
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫

8) åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], òî íà íåì ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî ( ) ( )( )
b

a

f x dx f b a= ξ −∫  (òåîðåìà î ñðåäíåì).
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3.4. Ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà

Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, äî-
âîëüíî çàòðóäíèòåëüíî è óäàåòñÿ ëèøü â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Ïîëó-

÷èì âû÷èñëèòåëüíóþ ôîðìóëó äëÿ èíòåãðàëà ( ) .
b

a

f x dx∫  Ñ ýòîé öåëüþ

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ) ( ) ,
b

a

J x f t dt= ∫  íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé îò ïåðå-

ìåííîãî âåðõíåãî ïðåäåëà. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îáîçíà÷åíà
áóêâîé t, ÷òîáû íå ïóòàòü åå ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì x.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b],
òî ôóíêöèÿ J(x) äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå x0 èç [a,b]
è ( ) ( ),J x f x′ =  ò.å. ôóíêöèÿ J(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 — ëþáàÿ òî÷êà èç [a,b]. Ðàññìîòðèì

0 0
0 0

0 0

( ) ( ) 1
lim lim ( ) ( )

x x x

x x
a a

J x x J x
f t dx f t dt

x x

+∆

∆ → ∆ →

 + ∆ −
 = − =

∆ ∆   
∫ ∫

0

0
0

1
lim ( )

x x

x
x

f t dt
x

+∆

∆ →
=

∆ ∫  (ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 3 èíòåãðàëà). Äàëåå, ïðè-

ìåíÿÿ ñâîéñòâî 8, ïîëó÷èì: 0 0

0 0

( ) ( ) ( )
lim lim
x x

J x x J x f x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ξ ∆= =
∆ ∆

0( ),f x=  òàê êàê òî÷êà ξ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x0 è x0 + ∆x. Ìû ïî-
êàçàëè, ÷òî J′(x0) ñóùåñòâóåò è J′(x0) = f(x0). Ïîñêîëüêó x0 — ëþáàÿ
òî÷êà èç [a,b], òî J′(x) = f(x).

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a,b], òî

( ) ( ) ( ),
b

a

f x dx F b F a= −∫ (3.4)

ãäå F(x) — ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ( ) ( )
x

a

J x f t dt= ∫  ïî òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x). Ëþáóþ äðóãóþ ïåðâîîá-
ðàçíóþ F(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( ) .
x

a

F x f t dt C= +∫ (3.5)
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Ïîëàãàÿ â (3.5) x = a è ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 1 èíòåãðàëà, ïîëó-
÷èì F(a)  = C. Ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì â (3.5) x  = b. Íàõîäèì

( ) ( ) ( ).
b

a

F b f t dt F a= +∫  Îòñþäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (3.4).

Ôîðìóëà (3.4) ïîëó÷åíà ïî÷òè îäíîâðåìåííî Íüþòîíîì è Ëåéá-
íèöåì è íîñèò èõ èìÿ — ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà. Ôîðìóëó

(3.4) çàïèñûâàþò â âèäå ( ) ( ) ,
b

a
b

a

f x dx F x=∫  ñ÷èòàÿ, ÷òî ( ) a
bF x =

( ) ( ).F b F a= −

Ïð è ìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

à) 
8

3

0

;xdx∫ á) 
0

3

;
25 3

dx

x− +∫ â) 

2

.
ln

e

e

dx

x x∫
Ðåøåíèå:

à) 
8 8

1 3 4 3 8 4 33
0

0 0

3 3 3
8 16 12;

4 4 4
xdx x dx x= = = ⋅ = ⋅ =∫ ∫

á) 
0 0

1 2 1 2 0
3

3 3

1 2
(25 3 ) (25 3 ) (25 3 )

3 325 3

dx
x d x x

x

−
−

− −

= + + = + =
+∫ ∫

( )2 2 2
25 16 (5 4) .

3 3 3
= − = − =

â) ( )
2 2

2 2ln
ln(ln ) ln ln ln(ln ) ln2 ln1 ln2.

ln ln

e e
e
e

e e

dx d x
x e e

x x x
= = = − = − =∫ ∫

Ïð è ìåð 2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôè-
êîì ôóíêöèé 2 2 3, 3 1.y x x y x= − + = −

Ðåøåíèå: âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ 2 22 3 ( 1) 2,y x x x= − + = − +  âè-

äèì, ÷òî ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x
2
 − 2x + 3 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà ñ âåð-

øèíîé â òî÷êå (1,2) è îñüþ ñèììåòðèè,
ïàðàëëåëüíîé îñè Oy.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = 3x − 1 ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Èñêîìóþ ïëîùàäü
S çàøòðèõîâàííîé ôèãóðû ìîæíî
íàéòè êàê ðàçíîñòü ïëîùàäåé S1 òðà-
ïåöèè CABD è ïëîùàäè S2 êðèâîëèíåé-
íîé òðàïåöèè CABD. Ðåøèâ óðàâíåíèå
3x − 1 = x

2
 − 2x + 3, èëè x2

 − 5x + 4 = 0,
íàõîäèì x1 = 1, x2 = 4.

 

1 O 

1 
2 
3 

4 

Ä 

B 

C D 

x 

y 
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Ñëåäîâàòåëüíî: 
4

1
1

(3 1) ,S x dx= −∫  ( )
4

2
2

1

2 3 ,S x x dx= − +∫  S = S1 − S2 =

( )( ) ( )
4 4 3 2

2 2 4
1

1 1

5
3 1 2 3 5 4 4

3 2

x x
x x x dx x x dx x

 
= − − − + = − + − = − + − =  

 
∫ ∫

64 1 5 128 240 96 2 15 24 266 239
40 16 4

3 3 2 6 6

− + − + − + −= − + − + − + = = =

27 9
(Í‚.Â‰.)

6 2
= =

Êàê è â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïðèìåíÿþò â íåêîòî-

ðûõ èíòåãðàëàõ âèäà ( ) ( )
b

a

U x V x dx∫  ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñ-

òÿì:

( ) ( ) ( ) .
b b

b
a

a a

U x dV U x V x VdU= −∫ ∫ (3.6)

Ïð è ì åð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë 
2

0

(2 3)cos6 .J x xdx
π

= +∫

Ðåøåíèå: ïîëîæèì â ôîðìóëå (3.6) 2x + 3 = U(x), dV = cos6xdx,

1
sin6 .

6
V x=

Òîãäà 
22

0 0

1 1
(2 3) sin 6 2 sin 6 .

6 6
J x x xdx

ππ
= + ⋅ − ⋅ ∫  Ïåðâîå ñëàãàåìîå íà

âåðõíåì è íèæíåì ïðåäåëàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó

( )
2

0

1 1 1 1 1
cos6 cos3 cos 0 ( 1 1) .

3 6 18 18 9
J x

π = − − = π − = − − = − 
 

Î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé

[ ]( ) ( ) ( ) ,
b

a

f x dx f t t dt
β

α

′= ϕ ϕ∫ ∫ (3.7)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(t) äèôôåðåíöèðóåìà íà (α,β) è îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [α,β] â îòðåçîê [a,b], à ôóíêöèÿ
f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a,b].

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ôîðìóëà (3.7) ñëåäóåò èç ôîð-
ìóë çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå è ôîðìóëû Íüþ-
òîíà — Ëåéáíèöà.
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Ïð è ìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

à) 
1

2
1

0

1 ;J x dx= −∫  á) 
22

2
1

;
4 3

dx
J

x
=

+ +∫  â) 
4

3
1

.
1

xdx
J

x
=

+∫
Ðåøåíèå:

à) ïîëîæèì x = sint. Ôóíêöèÿ ϕ(t) = sint îòîáðàæàåò îòðåçîê 0,
2

π 
 
 

â îòðåçîê [0,1]. Ïî ôîðìóëå (3.7) èìååì:
2 2 2

2
1

00 0

1 cos2 1 1
1 sin cos sin2 ;

2 2 4 4

t
J t tdt dt t t

π π π+ π = − = = + = 
 

∫ ∫

á) ñäåëàåì çàìåíó x + 3 = t
2. Ïðè x = 1 ïåðåìåííàÿ t ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå t1 = 2, à ïðè x = 22 — çíà÷åíèå t2 = 5. Ïîýòîìó 
5

2
2

2

4

tdt
J

t
= =

+∫

( ) [ ]
5 5

22

4 4 9
2 2 4ln(4 ) 2 5 4ln9 2 4ln 6 2 3 4ln

4 6

t
dt t t

t

+ −  = = − + = − − + = − = +  
∫

6 8 ln1,5;= −

â) 
4 2 23 32

0 0 0

2 1 1,
2

1 11 2 , 0 2

xdx t dt tx t
dt

t tx dx tdt t

  + −= = = = =  + ++ = ≤ ≤  
∫ ∫ ∫

2 3 2 2
2

00

1 8
2 1 2 ln(1 ) 2 2 2 ln3

1 3 2 3

t t
t t dt t t

t

    = − + − = − + − + = − + − =     +     
∫

8
2 ln3 .

3
 = − 
 

3.5. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Ìû îïðåäåëèëè èíòåãðàë îò îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a,b]. Èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
[ , ), ( , ], ( , ),a a+∞ −∞ −∞ +∞  íàçûâàþò íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè ïåð-
âîãî ðîäà, à èíòåãðàëû îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé — íåñîáñòâåí-
íûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ëó÷å [a,+∞) è èíòåãðèðóåìà íà
îòðåçêå [a,b] ïðè ëþáîì b, ò.å. ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ b ñóùåñòâóåò

( ) .
b

a

f x dx∫  Ïðåäåë

lim ( ) ,
b

b
a

f x dx
→+∞ ∫ (3.8)
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îáîçíà÷àåìûé ( ) ,
a

f x dx
∞

∫  íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïåð-

âîãî ðîäà. Åñëè ïðåäåë (3.8) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî

èíòåãðàë ( )
a

f x dx
∞

∫  ñõîäèòñÿ, åñëè æå ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè

áåñêîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ïð è ì åð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

1

.
dx

J
x

∞

α= ∫

Ðåøåíèå: åñëè α = 1, òî

1
1 1

lim lim (ln ) lim (ln ln1) lim ln ,
b

b

b b b b

dx dx
x b b

x x

∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = − = = +∞∫ ∫

ò.å. èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü α ≠ 1. Òîãäà

1 1

11 1

Ô�Ë 1,
1

lim lim lim 1
Ô�Ë 1.1 1 1

1

b b

b b b

dx dx x b

x x

∞ −α −α

α α→+∞ →+∞ →+∞

∞ α <
  = = = − = −    α >− α − α − α   − α

∫ ∫

Èòàê, èíòåãðàë 
1

dx

x

∞

α∫  ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1 è ñõîäèòñÿ ïðè α > 1.

Ïðè α > 1 ýòîò èíòåãðàë ðàâåí 
1

.
1α −

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ( )
a

f x dx
∞

∫  äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ( )f x  áûëà áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → ∞ ïî-

ðÿäêà âûøå ïåðâîãî îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé 
1

( ) .x
x

β =  Íàïðè-

ìåð, èíòåãðàë 
3 5

1 1

dx

x

∞

+
∫  ñõîäèòñÿ, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè 
5

1
3

α = >  îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé

1
( )x

x
β =  ïðè → +∞.
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Ïóñòü F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x). Òîãäà

[ ]( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) .
b b

b b b
aa a

f x dx f x dx F x F b F a
∞

→+∞ →+∞ →+∞
= = = −∫ ∫

Âèäèì, ÷òî èíòåãðàë ( )
a

f x dx
∞

∫  ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé lim ( ),
b

F b
→+∞

 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì

lim ( ) ( ),
b

F b F
→+∞

= +∞  åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Òîãäà

( ) ( ) ( ).
a

f x dx F F a
∞

= +∞ −∫ (3.9)

Âûðàæåíèå (3.9) — ýòî ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà äëÿ íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæ-

íî îïðåäåëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ( ) lim ( )
b b

a
a

f x dx f x dx
→−∞

−∞

=∫ ∫ ,

( ) lim ( )
b

a
ab

f x dx f x dx
+∞

→−∞−∞ →+∞

=∫ ∫  è ïîëó÷èòü

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

b

f x dx F b F

f x dx F F

−∞
+∞

−∞


= − −∞



 = +∞ − −∞


∫

∫

(3.10)

ãäå F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) è ( ) lim ( ),
b

F F b
→+∞

+∞ =  F(−∞) =

lim ( ).
a

F a
→−∞

=

Ïð è ìåð 2. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

à) 
2

0

,xxe dx
+∞

−
∫  á) 

2

2
,

4 8

dx

x x−∞ − +∫  â) 
5 lne

dx

x

+∞

∫  èëè äîêàçàòü ðàñõîäè-

ìîñòü.
Ðåøåíèå:

à) ( ) ( )2 2 2 22

00 0

1 1 1 1
lim lim 1

2 2 2 2

b
x x x b

b b
xe dx e d x e e

+∞ +∞
− − − −

→+∞ →+∞
= − − = − − − =∫ ∫

(ïðèìåíåíà ôîðìóëà (3.9));
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á) 
2 2 2

2 2

( 2) 1 2
lim arctg

2 24 8 ( 2) 4 a
a

dx d x x

x x x →−∞−∞ −∞

− −= = =
− + − +∫ ∫

1 2
lim arctg0 arctg ,

2 2 4a

a

→−∞

− π = − = + 
 

 òàê êàê arctg 0 = 0, à

1 2
lim arctg

2 2 2a

a

→−∞

− π= −  (ïðèìåíåíà ïåðâàÿ ôîðìóëà â (3.10));

â) 2 3 2 3 2 3
1 33

ln 3 3
lim (ln ) lim (ln ) (ln )

2 2ln (ln )

b

b b
ee e

dx d x
x b e

x x x

+∞ +∞

→+∞ →+∞
 = = = − = ∫ ∫

.= + ∞ Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëàì îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Òî÷êó
x = x0 áóäåì íàçûâàòü îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f(x), åñëè ôóíêöèÿ
íå îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðå-
äåëåíà íà [a,b), à òî÷êà b îñîáàÿ, ïðè÷åì f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåç-
êå [a, b − δ] ïðè ëþáûõ δ (íî b − δ > a), ò.å. ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

( ) .
b

a

J f x dx
−δ

= ∫  Ïðåäåë

0
lim ( )

b

a

f x dx
−δ

δ→ ∫ (3.11)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà. Åñëè ïðåäåë (3.11)
ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Åñëè æå
ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë
ðàñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà, åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà (a,b] è òî÷êà a îñîáàÿ, êàê

ïðåäåë âèäà 
0

lim ( ) .
b

a

f x dx
δ→ +δ

∫  Åñëè æå îñîáàÿ òî÷êà c ëåæèò âíóòðè îò-

ðåçêà [a,b], òî íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà íàçûâàþò ñóììó
ïðåäåëîâ

1

1 2
2

0 0
lim ( ) lim ( ) .

c b

a c

f x dx f x dx

−δ

δ → δ → +δ

+∫ ∫

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

âòîðîãî ðîäà ( )
b

a

f x dx∫  (òî÷êà b — îñîáàÿ) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

( )f x  ïðè x → b áûëà áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîðÿäêà íèæå ïåðâîãî îò-
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íîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîé 
1

( ) .x
b x

ϕ =
−

 Åñëè èçâåñòíà ïåðâîîá-

ðàçíàÿ ôóíêöèÿ F(x) äëÿ f(x), òî âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåã-

ðàëà (3.11) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïðåäåëà lim ( ).
x b

F x
→

Ïð è ìåð 3. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû:

à) 
1

2
0

;
1

dx

x−
∫  á) 

8

4

.
4

dx

x −∫

Ðåøåíèå:
à) òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà, ïîýòîìó

[
1 1 1

2 20 0 000 0

lim lim arcsin lim arcsin(1 ) arcsin 0]
1 1x

dx dx
x

x x

−δ −δ

→ δ→ δ→
= = = − δ − =

− −
∫ ∫

arcsin1 ;
2

π= =

á) äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà òî÷êà x = 4 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, ïîýòîìó

( )
8 8 8

0 0 044 4

lim 2lim 4 2 lim 8 4 4 4 8.
4 4

dx dx
x

x xδ→ δ→ δ→+δ+δ

= = − = − + + δ − =
− −∫ ∫

Óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

à) 
2

0

;
1

dx

x+∫ á) 
1

2
2

;
dx

x

−

−
∫ â) ( )

2
2

1

2 3 ;x x dx− +∫ ã) ( )
8

3

0

2 ;x x dx+∫

ä) 
1

2
0

;
4 5

dx

x x+ +∫ å) 
1 2

2
0

;
1

dx

x−
∫ æ) 

2

;
ln

e

e

dx

x x∫ ç) 
4

2

0

cos .xdx
π

∫

Îòâåò: à) ln3; á) 
1

;
2

â) 
7

;
3

ã) 
100

;
3

ä) arctg3 arctg2;− å) 6;π

æ) ln2; ç) 1 4 8.+ π
2. Ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ,

âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

à) 
9

0

;
1

dx

x+∫ á) 
ln2

0

1xe dx−∫  (çàìåíà 21xe t− = );

â) 
29 2 3

2 3
2

( 2)

( 2) 3

x dx

x

−
− +∫  (çàìåíà 32x t− = );
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ã) 
0
3 2cos

dx

x

π

+∫  (çàìåíà tg
2

x
t = );

ä) 
2

2
0 1 3 sin

dx

x

π

+∫  (çàìåíà t = tgx); å) 
1 2

2
1 2

1
;

x

x

−
∫  æ) 

5

0

.
2 3 1

dx

x+ +∫

Îòâåò: à) 6 − 2ln4; á) 2 ;
2

π− â) 
9

;
3

π ã) 5 ;π ä) 4;π

å) 3 3;− π æ) 
2

(3 ln 4).
3

−

3. Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

à) 
2

0

cos ;x xdx
π

∫ á) 
1

ln ;
e

xdx∫ â) 
2

1
3 2 1

0

;xx e dx+
∫ ã) 

2

0

sin ;x xdx
π

∫

ä) 
1

ln ;
e

x xdx∫  å) 
1

0

arctg .xdx∫

Îòâåò: à) 1;
2

π −  á) 1; â) ( )31
;

8
e e+  ã) 1; ä) ( )21

1 ;
4

e +  å) 
1

ln2.
4 2

π −

4. Âû÷èñëèòå ïëîùàäè ñëåäóþùèõ ôèãóð:
à) îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = 4x − x

2 è îñüþ àáöèññ;
á) îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè y = lnx, îñüþ Ox è ïðÿìîé

x = e;
â) îãðàíè÷åííîé êðèâîé y3

 = x, ïðÿìûìè y = 1 è x = 8;
ã) îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = x3, ïðÿìîé y = 8 è îñüþ Oy;
ä) îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = 2x − x

2 è ïðÿìîé y = −x.
Îòâåò: à) 32 3;  á) 1; â) 45 4; ã) 12; ä) 9 2.
5. Âû÷èñëèòå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (èëè óñòà-

íîâèòå ðàñõîäèìîñòü) :

à) 
2

0

;
1

dx

x

∞

+∫ á) 
2

;
4 9

dx

x x

+∞

−∞ + +∫ â) 
2

;
ln

dx

x x

∞

∫ ã) 2

0

;xe dx
∞

−
∫

ä) 
3

3

;
ln

dx

x x

+∞

∫  å) 
2

0

arctg
.

1

xdx

x

∞

+∫

Îòâåò: à) 2;π  á) 5 ;π  â) ðàñõîäèòñÿ; ã) 1 2;  ä) 
2

1
;

2 ln 3
 å) 2 8.π

6. Âû÷èñëèòå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà (èëè óñòà-
íîâèòå ðàñõîäèìîñòü) :
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à) 
1

4
0

;
dx

x
∫ á) 

2

2
0

;
( 2)

dx

x −∫ â) 
1 2

2
0

;
ln

dx

x x
∫ ã) 

1

2
0

;
1

dx

x−
∫ ä) 

2

3
0

;
2

dx

x−∫

å) 
2

0

ctg .xdx
π

∫

Îòâåò: à) 4 3; á) ðàñõîäèòñÿ; â) 1 ln2;  ã) 2;π  ä) 33
4;

2
 å) ðàñõî-

äèòñÿ.

3.6. Ïîíÿòèå îá èíòåãðàëàõ îò ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Â ïîäðàçä. 3.3 ìû îïðåäåëèëè èíòåãðàë îò ôóíêöèè îäíîãî àðãó-
ìåíòà y = f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [a,b]. Ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ
z = f(x,y) ìîæåò áûòü çàäàíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy
èëè íà êðèâîé L ýòîé ïëîñêîñòè. Ôóíêöèÿ òðåõ àðãóìåíòîâ u = (x,y,z)
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V, íà
ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé L, à òàêæå íà ïîâåðõíîñòè S. Ïðè ýòîì
êðèâûå è ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü èëè îðèåíòèðîâàííûìè, èëè
íåîðèåíòèðîâàííûìè. Êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè â êàæäîé
åå òî÷êå èìååòñÿ êàñàòåëüíàÿ, ïîëîæåíèå êîòîðîé ìåíÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíî ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ îðèåí-
òèðîâàííîé, åñëè íà êàñàòåëüíîé óêàçàíî íàïðàâëåíèå, ñ÷èòàþùååñÿ
ïîëîæèòåëüíûì. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè â êàæäîé åå
òî÷êå èìååòñÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü, ïîëîæåíèå êîòîðîé ìåíÿåòñÿ
íåïðåðûâíî ïðè äâèæåíèè ïî ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ
îðèåíòèðîâàííîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå óêàçàíî íàïðàâëåíèå íîð-
ìàëè — âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Áóäåì
íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèåì è îáîçíà÷àòü åãî áóêâîé A ëþáîå èç ñëåäóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ: 1) îòðåçîê [a,b]; 2) îáëàñòü D ïëîñêîñòè xOy; 3) íå-
îðèåíòèðîâàííóþ ïëîñêóþ èëè ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ L; 4) îðè-
åíòèðîâàííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ èëè ïëîñêóþ êðèâóþ; 5) òðåõìåð-
íóþ îáëàñòü V; 6) íåîðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü S; 7) îðèåíòèðî-
âàííóþ ïîâåðõíîñòü S. Èíòåãðàë ïî êàæäîìó âèäó ìíîãîîáðàçèé
ñòðîèòñÿ ïî îäíîé ñõåìå. Ïóñòü äàíî îãðàíè÷åííîå ìíîãîîáðàçèå A
è íà íåì îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(M), ãäå M — òî÷êè ìíîãîáðàçèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáðàíà êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì äåêàðòîâà ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò Oxyz â ïðîñòðàíñòâå èëè Oxy íà ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé â êàæäîé òî÷êå M îïðåäåëåíû ôóíê-
öèè cosα(M), cosβ(M), cosγ(M), ãäå α,β,γ — óãëû, êîòîðûå îáðàçóþò
êàñàòåëüíûå ê êðèâûì èëè íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòÿì ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè îñÿìè êîîðäèíàò. Ðàçîáüåì ìíîãîîáðàçèå A ïðîèçâîëüíûì
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îáðàçîì íà n ÷àñòåé ( 1, 2, ..., )kA k n∆ =  òîãî æå âèäà, ÷òî è ñàìî ìíî-
ãîîáðàçèå A. Ñïîñîá ðàçáèåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç R. Â êàæäîé èç ÷àñ-
òåé ∆Ak âûáåðåì ïî ëþáîé òî÷êå Mk. Ñïîñîá âûáîðà òî÷åê îáîçíà÷èì
÷åðåç T. Ïóñòü kA∆  — ìåðà ìíîæåñòâà ∆Ak, ò.å. äëèíà, ïëîùàäü èëè
îáúåì â çàâèñèìîñòè îò ñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ A, λ — äèàìåòð ìíî-
æåñòâà ∆Ak, ò.å. íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
ìíîæåñòâà ∆Ak. Ñóììà

1

( )
n

n k k
k

f M A
=

σ = ∆∑ (3.12)

äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, è êàæäàÿ èç ñóìì

1

( ) cos ( ) ,
n

n k k k
k

f M M A
=

σ = α ∆∑ (3.13)

1

( ) cos ( ) ,
n

n k k k
k

f M M A
=

σ = β ∆∑ (3.14)

1

( ) cos ( )
n

n k k k
k

f M M A
=

σ = γ ∆∑ (3.15)

äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóì-

ìîé Ðèìàíà îò ôóíêöèè f(M) ïî ìíîãîîáðàçèþ A. Ïðåäåë 
0

lim ,nλ→
σ

åñëè îí ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò íè îò R, íè îò T, íàçûâà-
åòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè f(M) ïî ìíîãîîáðàçèþ A è îáî-

çíà÷àåòñÿ ( ) .
A

f M dA∫  Ôóíêöèÿ f(M) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ èíòåã-

ðèðóåìîé ïî ìíîãîîáðàçèþ A. Â ïîäðîáíûõ êóðñàõ ìàòåìàòèêè
âûÿñíÿþòñÿ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè. Ìû íà ýòîì îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Âàæíî óñâîèòü îáùóþ èäåþ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè A — ïëîñêàÿ îáëàñòü D, ðàñïîëîæåííàÿ â ïëîñêîñòè xOy,

òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ äâîéíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ( , ) ;
D

f x y dxdy∫∫  åñëè

A — ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü V, â êîòîðîé çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò Oxyz, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ òðîéíûì è îáîçíà÷àåòñÿ

( , , ) .
V

f x y z dxdydz∫∫∫  Åñëè ìíîãîîáðàçèå A — íåîðèåíòèðîâàííàÿ

êðèâàÿ L èëè íåîðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü S, òî ñîîòâåòñòâóþùèå
èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè èëè ïîâåðõíîñòíûìè ïåð-

âîãî ðîäà è îáîçíà÷àþòñÿ ( , , )
L

f x y z dl∫  èëè ( , , ) .
S

f x y z dS∫∫  Â ñëó÷àå
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îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ
êðèâîëèíåéíûìè èëè ïîâåðõíîñòíûìè âòîðîãî ðîäà. Èõ îáîçíà÷àþò
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðåäåëîì êàêîé èç ñóìì (3.13), (3.14) èëè

(3.15) îíè ÿâëÿþòñÿ: ( , , ) , ( , , ) , ( , , )
L L L

f x y z dx f x y z dy f x y z dz∫ ∫ ∫  — äëÿ êðè-

âîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà; ( , , ) ,
S

f x y z dydz∫∫  ( , , ) ,
S

f x y z dxdz∫∫

( , , )
S

f x y z dxdy∫∫  — äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà.

Â îïèñàííîé ñõåìå îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, èçó÷åííûé íàìè â
ïîäðàçä. 3.3, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ A âçÿòü îòðå-
çîê [a,b] îñè Ox.

Äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ èíòåãðàëîâ ïîëó÷åíû ôîðìóëû, êîòîðûå
ñâîäÿò èõ âû÷èñëåíèå ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïóñòü äàíû ïëîñêèå îáëàñòè D1 èëè D2, ïðèâåäåííûå íà ðèñóí-
êàõ.

 
y  

x  a  b  

y  

x  

c  

d  
D  E  

C  
B  

1D  2( )x y  

2( )y x  

2D  

E  
C  

D  
1( )y x  

1( )x y  

B 

O  O  

Â íèõ çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x,y). ×åðåç y = y1(x), y =
= y2(x) è x = x1(y), x = x2(y) îáîçíà÷åíû óðàâíåíèÿ êðèâûõ BC è DE
ñîîòâåòñòâåííî íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ôóíêöèè y1(x) è y2(x) íåïðåðûâíû íà [a,b], à ôóíêöèè x1(y), x2(y)
íåïðåðûâíû íà [c,d]. Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

2

1
1

( )

( )
( , ) ( , ) ,

b
y x

y x
D a

f x y dxdy f x y dy dx =
  ∫∫ ∫ ∫

(3.16)

2

1
2

( )

( )
( , ) ( , ) .

d
x y

x y
D c

f x y dxdy f x y dx dy =
  ∫∫ ∫ ∫ (3.17)

Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþò âíóòðåííèé èíòåãðàë è ïîëó÷àþò â (3.16)
ôóíêöèþ ϕ(x), à â (3.17) — ϕ(y), çàòåì ôóíêöèþ èíòåãðèðóþò ïî
îòðåçêó [a,b] â (3.16) èëè ïî îòðåçêó [c,d] â (3.17). Åñëè îáëàñòü D
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êî-
îðäèíàò, òî âñå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòîÿííû.
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Åñëè f(x,y) > 0, òî äâîéíîé èíòåãðàë ( , )
D

f x y dxdy∫∫  ãåîìåòðè÷å-

ñêè ðàâåí îáúåìó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñíèçó îáëàñòüþ D, ñâåðõó —
ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f(x,y), à ñ áîêîâ — öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz. Èí-

òåãðàë 
D

dxdy∫∫  ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè D.

Ïð è ì åð 1. Âû÷èñëèòü äâîéíûå èíòåãðàëû:

à) 
2

2
,

1D

x dxdy

y+∫∫  ãäå D — ïðÿìîóãîëüíèê {0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 1};

á) ,
D

xdxdy∫∫  ãäå D — òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ O(0,0),

A(1,1), B(0,1);

â) 
2

2
,

D

x dxdy

y
∫∫  ãäå 2

1
1 2; .D x y x

x

 ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

Ðåøåíèå:

à)
2 1 2 22 2 31 2

2 2
2 2

0 00 0 0 0

2
arctg ;

4 4 3 31 1D

x dxdy x dy x
dx x y dx x dx

y y

    π π= = = = = π    + +   
∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

á) èçîáðàçèì îáëàñòü D. Ïðÿìàÿ OA èìååò, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå
y = x. Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (3.16):

( )

1 1 1 11

0 0 0

1 2 3 1
2

00

(1 )

1 1 1
;

2 3 2 3 6

xD x

xdxdy xdy dx xy dx x x dx

x x
x x dx

   
= = = − =       

 
= − = − = − =  

 

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

â) â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü D èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñóí-
êå. Íàõîäèì

( )

2 22 2
2

2 2
111 1

2 2 4 2 2
2 3

11 1

1

1

4 2

x x

D
xx

x dxdy x dy
dx x dx

yy y

x x
x x dx x x dx

x

   
   

= = − =   
    

  

  = − = − = − =       

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

16 4 1 1 1 1 1 9
4 2 2 .

4 2 4 2 4 2 4 4

   = − − + = − − + = + =   
   

 B  (1,1)A  

1  O  

1  
D  

 y  

O  1  

D  
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Ïóñòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü V ñíèçó îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñ-
òüþ z = z1(x,y), ñâåðõó — ïîâåðõíîñòüþ z = z2(x,y), à ïî ñòîðîíàì —
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè
Oz. Òàêîå òåëî íàçûâàþò z-öèëèíäðè÷åñêèì. ×åðåç D îáîçíà÷èì ïðî-
åêöèþ îáëàñòè V íà ïëîñêîñòü xOy.

Òîãäà

2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , ) .
z x y

V D z x y

f x y z dxdydz f x y z dz dxdy
 
 =
 
 

∫∫∫ ∫∫ ∫

(3.18)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ òðîé-
íîãî èíòåãðàëà â ñëó÷àå y-öèëèíäðè÷åñêîãî è x-öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà.

Ïð è ì åð 2. Ïóñòü îáëàñòü V çàäàíà íåðàâåíñòâàìè x ≥ 0, y ≥ 0,

z ≥ 0, x + y + z ≤ 1. Âû÷èñëèòü .
V

J xdxdydz= ∫∫∫
Ðåøåíèå: â äàííîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà z èçìåíÿåòñÿ

îò 0 äî z = 1 − x − y. Ïîýòîìó 
1

0

.
x y

D

J xdz dxdy
− − 

 =
 
 

∫∫ ∫

Îáëàñòü D — ïðîåêöèÿ îáëàñòè V íà ïëîñêîñòü xOy — åñòü òðå-
óãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè x = 0, y = 0, x + y = 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî,

11 1 1 1

0 0 0 0 0

(1 )
x yx x

J dx dy xdz dx x x y dy
− −− −

= = − − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( )
1 1 1 2 1

2 2

00 0 0
2

x xxy
dx x x xy dy xy x y dx

− −  
= − − = − − =   

   
∫ ∫ ∫

1 12 3
2 2 2 3 2

0 0

1 3 4 3 2 1
2

00

(1 )
(1 ) (1 )

2 2 2

1 1 1 1
.

2 2 8 3 4 8 3 4 24

x x x x
x x x x dx x x x x x dx

x x x x x
x dx

   −= − − − − = − − + − + − =        

   
= − + = − + = − + =      

   

∫ ∫

∫

Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå
x = x(t), y = y(t), z = z(t), t1 < t < t2, ãäå ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) —
äèôôåðåíöèðóåìû, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

( , , )
L

J f x y z dl= ∫  ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

[ ] ( ) ( ) ( )
2

1

2 2 2
( ), ( ), ( ) .

t

t t t

t

J f x t y t z t x y z dt′ ′ ′= + +∫ (3.19)

 y  

x  1  O  

1  

D  
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Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû ôîð-
ìóëû:

( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) ,

( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) ,

( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) .

L

L

L

f x y z dx f x t y t z t x t dt

f x y z dy f x t y t z t y t dt

f x y z dx f x t y t z t z t dt

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

(3.20)

Â ñëó÷àå åñëè êðèâàÿ L ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè xOy, â ôîðìó-
ëàõ (3.19) è (3.20) íàäî ïîëîæèòü z = 0. Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà
ÿâíî óðàâíåíèåì ( ), ,y y x a x b= ≤ ≤  ãäå y(x) — äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ, òî äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ( , )
L

J f x y dl= ∫

âû÷èñëèòåëüíàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

[ ] ( )2, ( ) 1 ,
b

x

a

J f x y x y dx′= +∫ (3.21)

à äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà èìååì

[ ] [ ]( , ) , ( ) , ( , ) , ( ) ( ) .
b b

L a L a

f x y dx f x y x dx f x y dy f x y x y x dx′= =∫ ∫ ∫ ∫     (3.22)

Ïîäîáíûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ
èíòåãðàëîâ, îíè ñâîäÿò èõ ê äâîéíûì èíòåãðàëàì.

Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà ïðèìå-
íÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî êðè-
âîé èëè ïîâåðõíîñòè (ìàññà, çàðÿä è ò.ä.). Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõ-
íîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè
âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïð è ì åð 3. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

( )
L

x z dl+∫ , ãäå L — äóãà êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

2
33

, , , 0 1.
6

t
x t y z t t= = = ≤ ≤

Ðåøåíèå: èñïîëüçóåì ôîðìóëó (3.19). Òàê êàê 1,tx′ =  
6

6 ,
6

t

t
y t′ = =

23 ,tz t′ =  òî ( ) ( )
1 1

3 2 4 3 2

0 0

( ) ( ) 1 6 9 1 3

L

J x z dl t t t t dt t t t dt= + = + + + = + + =∫ ∫ ∫

( )
1 6 4 2 1

5 3

00

3 4 1 1
3 4 1 2.

6 4 2 2 2

t t t
t t t dt

 
= + + = + + = + + =  

 
∫
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Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë ( ) ( ) ( )2

1

2 2 2t

t t tt
L

J dl x y z dt′ ′ ′= = + +∫ ∫  ðàâåí

äëèíå äóãè êðèâîé L îò òî÷êè [ ]1 1 1( ), ( ), ( )M x t y t z t  äî òî÷êè

[ ]2 2 2( ), ( ), ( ) .N x t y t z t

Ïð è ìåð 4. Íàéòè äëèíó äóãè àñòðîèäû 2 3 2 3 2 3.x y a+ =
Ðåøåíèå: àñòðîèäà — çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñè-

òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïåðåéäåì ê
ïàðàìåòðè÷åñêîìó çàäàíèþ êðèâîé, ïîëîæèâ x = acos3t, y = asin3t,
0 ≤ t ≤ 2π. ×åòâåðòü äëèíû êðèâîé íàõîäèì, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 2 2

0 0

3 cos sin 3 sin cos
4 t t

l
x y dt a t t a t t

π π
′ ′= + = − + =∫ ∫

( )
2 2

4 2 4 2 2 2 2 2

0 0

2 2
2 2

0 0

3 cos sin sin cos 3 sin cos sin cos

sin2
3 sin cos 3 .

2

a t t t tdt a t t t t dt

t
a t tdt a dt

π π

π π

= + = + =

= =

∫ ∫

∫ ∫

Òàê êàê ôóíêöèÿ sin2t íà ïðîìåæóòêå 0
2

t
π≤ ≤  íå îòðèöàòåëü-

íà, òî çíàê ìîäóëÿ ìîæíî îïóñòèòü è ïîëó÷èòü 
2

0

3
sin2

4 2

l a
tdt

π

= =∫

2

0

3 3 3 3
( cos2 ) ( cos cos 0) (1 1) .

4 4 4 2

a a a a
t

π
= − = − π + = + =  Ñëåäîâàòåëüíî,

3
4 6 .

2

a
l a= ⋅ =

Ïð è ìåð 5. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

1 4
L

J x ydl= +∫ , ãäå L — äóãà ïàðàáîëû y = x
2 îò òî÷êè A(1,+1) äî

òî÷êè B(2,4).

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (3.21). Ïîëó÷àåì

( ) ( )

( )

22 2 2
2 2 2 2 2

1 1 1

2 3 2
2 3 4

11

1 4 1 1 4 1 4 1 4

8 1 7 52
4 16 1 15 .

3 3 3 3 3

J x x x dx x x x dx x x dx

x
x x dx x

 ′= + + = + + = + = 
 

 
= + = + = + − − = + =  

 

∫ ∫ ∫

∫
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Ïð è ìåð 6. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë  âòîðîãî ðîäà

( )
L

J y z dx= −∫ , ãäå L — âèòîê âèíòîâîé ëèíèè x = acost, y = asint,

z = bt, 0 ≤ t < 2π.

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿåì ïåðâóþ ôîðìóëó â (3.20): ( )
L

J y z dx= − =∫

2 2 2
2 2

0 0 0

2

0

( sin )( cos ) ( sin )( sin ) sin

sin .

a t bt a t dt a t bt a t dt a tdt

ab t tdt

π π π

π

′= − = − − = − +

+

∫ ∫ ∫

∫

Âû÷èñëèì êàæäûé èíòåãðàë îòäåëüíî.

2 2 2
2 2 2 2 2

1
00 0

1 cos2 1 sin2
sin .

2 2 2

t t
J a tdt a dt a t a

π π π−  = − = − = − − = −π 
 

∫ ∫

Âòîðîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåì, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.6) èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîëîæèì t = u, sintdt = dv, òîãäà du = dt,
v = −cost. Ïîýòîìó

2 22 2

2
0 00 0

sin cos cos 2 sin 2 .J t tdt t t tdt t
π ππ π

= = − + = − π + = − π∫ ∫

Òàêèì îáðàçîì, 2( ) 2 (2 ).
L

J y z dx a b a= − = − π − π +∫

Ïð è ìåð 7. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

( ) ( )2 22 2 ,
L L

x xy dx xy y dy− + +∫ ∫

ãäå L — äóãà ïàðàáîëû y = x
2 îò òî÷êè A(0,0) äî òî÷êè B(1,1).

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿåì ôîðìóëû (3.22):

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2 2 4

0 0

1 1 3 4 6 1
2 3 4 5 5

00 0

2 2 2

2 4
2 4 2 2

3 4 5 6

1 1 4 1 10 15 24 10 29
.

3 2 5 3 30 30

J x xx dx xx x xdx

x x x
x x dx x x dx x

= − + + =

 
= − + + = − + + =  

 

− + += − + + = =

∫ ∫

∫ ∫
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Óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå äâîéíûå èíòåãðàëû:

à) ,
D

xydxdy∫∫  îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = x, 2 ,y x=  x = 1,

x = 2;

á) 2 ,
D

y dxdy∫∫  D — òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè O(0,0), A(1,−1)

è B(1,1);

â) ,

x

y

D

e dxdy∫∫  D — îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïàðàáîëîé y2 = x

è ïðÿìûìè x = 0 è y = 1.

Îòâåò: à) 
15

;
8

 á) 
1

;
6

 â) 
1

.
2

2. Âû÷èñëèòå òðîéíûå èíòåãðàëû:

à) ,
V

xdxdydz∫∫∫  V — òåòðàýäð, îãðàíè÷åííûé êîîðäèíàòíûìè ïëîñ-

êîñòÿìè è ïëîñêîñòüþ 2 2 6 0.x y z+ + − =

á) ,
V

xyzdxdydz∫∫∫  V — òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòÿìè y = x2,

2, 0, ;x y z z xy= = =

â) ,
V

zdxdydz∫∫∫  V — òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòÿìè 2 2 2,x y z+ =

z = 1.

Îòâåò: à) 
27

;
4

 á) 
1

;
96

 â) .
4

π

3. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà:

à) 
2

2

cos
,

1 cosL

xdl

x+
∫  L — äóãà ñèíóñîèäû sin , 0 ;y x x= ≤ ≤ π

á) 2 ,
L

xy dl∫  L — äóãà îêðóæíîñòè cos , sin ,x R t y R t= =  ëåæàùàÿ

â ïåðâîé ÷åòâåðòè;

â) ( )2 2 2 ,
L

x y z dl+ +∫  L — îòðåçîê ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè M(1,1,1),

N(3,0,0).

Îòâåò: à) ;
2

π
 á) 

4

;
3

R
 â) 27.
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4. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà:

à) 2 3 ,
L

zdx x dy z dz+ +∫  L — äóãà êðèâîé 2 3, , ;x t y t z t= = =

á) 2 2 ,
L

x dx y dy zdz+ −∫  L — äóãà êðèâîé 3 2, , ;x t y t z t= = =

â) ( ) ,
L

xydx y x dy+ −∫  L — äóãà ïàðàáîëû x = y
2 îò òî÷êè A(0,0) äî

òî÷êè B(1,1).

Îòâåò: à) 
25

;
3

 á) 
1

;
6

 â) 
17

.
30



4. Ýëåìåíòû òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4.1. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ìíîãèå çàäà÷è åñòåñòâîçíàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì âèäà

( )( ), , ,..., 0,nF x y y y′ = (4.1)

ñâÿçûâàþùèì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ y(x)
è åå ïðîèçâîäíûå ( )( ), ( ),..., .n

y x y x y′ ′′  Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþò
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Íàèâûñøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîä-
íîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå (4.1), íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ y = ϕ(x), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòà-
íîâêå â óðàâíåíèå âìåñòî ( ), ,..., n

y y y′  îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî
îòíîñèòåëüíî x íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (a,b), íàçûâàåòñÿ ðåøåíè-
åì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèè ϕ1(x) = sinx
è ϕ2(x) = cosx ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà 0,y y′′ + =  òàê êàê 1( ) cos ,x x′ϕ =  1( ) sin ,x x′′ϕ = −
à ïîòîìó 1 1( ) ( ) sin sin 0,x x x x′′ϕ + ϕ = − + ≡  2( ) sin ,x x′ϕ = −  2( ) cos ,x x′′ϕ = −

2 2( ) ( ) cos cos 0.x x x x′′ϕ + ϕ = − + ≡  Èíîãäà ðåøåíèå çàäàþò íåÿâíî ñîîò-
íîøåíèåì F(x,y) = 0 èëè ïàðàìåòðè÷åñêè. Ãðàôèê ôóíêöèè y = ϕ(x),
ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàþò èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþò èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ïðîñòåéøèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà ( ) ( )y x f x′ =  ìû

óæå ðåøàëè â ïîäðàçä. 3.1 è ïîëó÷èëè, ÷òî ( ) ( ) .y x f x dx C= +∫  Êàê

âèäèì, óðàâíåíèå ( )y f x′ =  èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, îòëè-
÷àþùèõñÿ íà êîíñòàíòó. ×òîáû èç âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé âûäå-
ëèòü åäèíñòâåííîå, çàäàþò êàêèå-ëèáî óñëîâèÿ íà íåèçâåñòíóþ ôóíê-
öèþ, íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè x = x0 ôóíêöèÿ y(x)
ïðèíèìàëà çíà÷åíèå y = y0. ×èñëî x0 íàçûâàþò íà÷àëüíûì çíà÷åíè-
åì àðãóìåíòà, à y0 � íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè y(x). Âìåñòå
ïàðó ÷èñåë (x0,y0) íàçûâàþò íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çàäà÷ó îòûñêà-
íèÿ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (x0,y0), íàçû-
âàþò çàäà÷åé Êîøè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

( , )y f x y′ =  ôóíêöèÿ f(x,y) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ( , )yf x y′  íåïðå-
ðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0,y0), òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ y0 = y(x0).
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Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
( , ),y f x y′ =  à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàïîëíÿþò íåêîòîðóþ äâóìåðíóþ

îáëàñòü D. Ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ, åñëè êàêèå áû íè âçÿòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (x0,y0) èç îá-
ëàñòè D, ìîæíî òàê ïîäîáðàòü êîíñòàíòó C0, ÷òî ôóíêöèÿ 0( , )y x C= ϕ
áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ è óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 0 0 0( , ).y x C= ϕ
Ðåøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç îáùåãî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
êîíñòàíòû C, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì.

4.2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Ðàññìîòðèì ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ( , , ) 0.F x y y′ =  Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ, ðàç-
ðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ò.å. óðàâíåíèÿ âèäà

( , ),y f x y′ = (4.2)
ãäå f(x,y) � ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé
îáëàñòè D. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.2) íà dx, ïîëó÷èì

( , ) .dy f x y dx=  Åñëè ïîëîæèòü ( , )
( , ) ,

( , )

M x y
f x y

N x y
= −  ãäå ( , ) 0,N x y ≠  òî

óðàâíåíèå (4.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
( , ) ( , ) 0.M x y dx N x y+ = (4.3)

Åñëè M(x,y) = ϕ1(x) ϕ2(y), N(x,y) = ψ1(x) ψ2(y), òî óðàâíåíèå (4.3)
ïðèíèìàåò âèä

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0x y dx x y dyϕ ϕ + ψ ψ = (4.4)
è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ñ÷èòàÿ,
÷òî 2 1( ) ( ) 0,y xϕ ϕ ≠  ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ýòî ïðîèçâåäå-
íèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

1 2

1 2

( ) ( )
0.

( ) ( )

x y
dx dy

x y

ϕ ψ+ =
ψ ϕ

(4.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ y = α(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (4.5). Òîãäà

1 2

1 2

( ) [ ( )]
( ) 0.

( ) [ ( )]

x x
dx x dy

x x

ϕ ψ α ′+ α ≡
ψ ϕ α

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå:

1 2

1 2

( ) [ ( )]
( ) .

( ) [ ( )]

x x
dx x dx C

x x

ϕ ψ α ′+ α =
ψ ϕ α∫ ∫

Åñëè âî âòîðîì èíòåãðàëå ñäåëàòü çàìåíó α(x) = y(x), òî ïîëó÷èì

1 2

1 2

( ) ( )
.

( ) ( )

x y
dx dy C

x y

ϕ ψ+ =
ψ ϕ∫ ∫ (4.6)
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Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó óäîâëåò-
âîðÿþò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4). Ïîýòîìó (4.6) ìîæíî ñ÷èòàòü îá-
ùèì ðåøåíèåì, çàïèñàííûì â íåÿâíîé ôîðìå: ( , ) .x y CΦ =
Ñîîòíîøåíèå ( , )x y CΦ =  íàçûâàþò îáùèì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4). Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äåëåíèÿ íà

2 1( ) ( )y xϕ ϕ  ìû ìîãëè ïîòåðÿòü ðåøåíèå y = λ èëè x = µ, ãäå λ åñòü
êîðåíü óðàâíåíèÿ 2( ) 0,yϕ =  à µ � êîðåíü óðàâíåíèÿ 1( ) 0.xϕ =  Íóæ-
íî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè y = λ è x = µ
ðåøåíèÿìè, è åñëè îíè íå ñîäåðæàòñÿ â îáùåì ðåøåíèè, òî ïðèñî-
åäèíèòü èõ ê îáùåìó ðåøåíèþ.

Ïð èì åð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2xydx ( )2
9 0x dy− − =

è ÷àñòíîå ðåøåíèå y(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5) 4.y =
Ðåøåíèå: äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùè-

ìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ( )2
9 0,y x − ≠  ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè 
2

2
.

9

dy xdx

y x
=

−
 Èíòåãðèðóÿ, íàõî-

äèì 2
ln ln 9 ln .y x C= − +  Îòñþäà ( )2

9y C x= −  � îáùåå ðåøåíèå.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ( )2
9 0.y x − =  Ôóíêöèÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî ïðè C = 0, à ðåøåíèÿ 3x = ±  íå
ñîäåðæàòñÿ â íåì. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ( )2
9 , 3.y C x x= − = ±  Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè � íàéäåì

ðåøåíèå, êîòîðîå ïðè x0 = 5 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y0 = 4. Ïîëàãàÿ â

îáùåì ðåøåíèè x = 5, y = 4, ïîëó÷àåì 4 (25 9),C= −  
1

4 16 , .
4

C C= =

Ðåøåíèå ( )21
9

4
y x= −  ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

4.3. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

y
y

x

 ′ = ϕ  
 èëè ,

x
y

y

 ′ = ϕ  
 

 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Îíî ñâîäèòñÿ ê

óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ïóòåì çàìåíû y = z x,
ãäå z = z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çà-

ìåíû ïîëó÷àåì ( ),
dz

x z z
dx

+ = ϕ  èëè [ ]( ) 0z z dx xdz− ϕ + =  � óðàâíåíèå

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, êîòîðîå ìû èíòåãðèðîâàòü óìååì.
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Ï ð è ì å ð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ( )2y xy dx− +
2

0.x dy+ =

Ðåøåíèå: íàõîäèì 
2 2

2 2
,

dy xy y y y y

dx x xx x

−  = = − = ϕ   
 ò.å. äàííîå óðàâ-

íåíèå îäíîðîäíîå. Ïîëàãàÿ y = zx, ïîëó÷àåì 2
,

dz
x z z z

dx
+ = −  èëè

z2dx + xdz = 0 � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ñ÷èòàÿ,

÷òî x z ≠ 0, íàõîäèì 
2

0.
dz dx

xz
+ =  Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

1
ln .x C

z
− + =  Òàê êàê ,

y
z

x
=  òî ln , .

ln

x x
x C y

y x C
= + =

+
 Ïðè äåëå-

íèè íà xz2 ìû ïîòåðÿëè äâà ðåøåíèÿ � x = 0 è y = 0, êîòîðûå íóæíî
ïðèñîåäèíèòü ê íàéäåííîìó îáùåìó ðåøåíèþ.

4.4. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà ( ) ( )y p x y q x′+ =  íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, p(x) è
q(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ ( ) 0,q x ≡  òî óðàâíåíèå íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì, åñëè æå ( ) 0,q x ≠  òî óðàâíåíèå íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì. Èíòåãðèðóþò ëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà
ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ y′ + yctgx =
= cos x.

Ðåøåíèå: ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ñîäåðæèò
ñëåäóþùèå ýòàïû.

1. Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ctg 0
dy

y x
dx

+ = , èëè ctg ,dy y xdx= −  êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ

ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì

cos
0.

sin

dy x
dx

y x
+ =  Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì ln ln sin lny x C+ = ,

èëè .
sin

C
y

x
=
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2. Íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé C ôóíêöèÿ 
sin

C
y

x
=  íå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ

â âèäå 
( )

,
sin

C x
y

x
=  ãäå C(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿ-

åì ôóíêöèþ 
( )

sin

C x
y

x
=  â óðàâíåíèå. Ïîëó÷àåì 

2

( ) ( )cos

sin sin

C x C x x

x x

′
− +

2

cos
( ) cos .

sin

x
C x x

x
+ =  Îòñþäà ïîëó÷àåì

2sin
( ) sin cos , ( ) sin cos .

2

x
C x x x C x x xdx C′ = = = +∫ %

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå 
sin

,
2 sin

x C
y

x
= +

%
 ãäå C% � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

4.5. Ïðèìåðû çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ
ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì.

Ïð è ì åð 1. Ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷å-
ñòâó íåðàñïàâøåãîñÿ ðàäèÿ. Íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà ðà-
äèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ðåøåíèå: ïóñòü y(t) � êîëè÷åñòâî íåðàñïàâøåãîñÿ ðàäèÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t. Äàäèì âðåìåíè t ïðèðàùåíèå ∆t. Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà
ïðîìåæóòêå [ , ]t t t+ ∆  ôóíêöèÿ y(t) îñòàåòñÿ ðàâíîé çíà÷åíèþ â òî÷-
êå t, ìîæåì çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ( ) ,y ky t t∆ ≅ ⋅ ∆  ãäå k �
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Òî÷íîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà òåì
âûøå, ÷åì ìåíüøå ∆t. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆t è ïåðåéäåì
ê ïðåäåëó ïðè 0.t∆ →  Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå ( )
dy

ky t
dt

=  ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, èíòåãðèðóÿ êîòî-

ðîå íàéäåì .
kty C e=

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû C íàäî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
óêàçàâ, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî ðàäèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t = 0. ×òîáû íàéòè ìíîæèòåëü ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k, íóæíî óêà-
çàòü, êàêàÿ ÷àñòü ðàäèÿ ðàñïàäàåòñÿ çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè.
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Ï ð è ì å ð 2. Èç äåìîãðàôè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé èçâåñòíî, ÷òî
÷èñëî íîâîðîæäåííûõ è ÷èñëî óìåðøèõ çà åäèíèöó âðåìåíè â íåêî-
òîðîì ðåãèîíå ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñ êîýôôèöè-
åíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k1 è k2. Îïèñàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ÷èñ-
ëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ðåøåíèå: ïóñòü y(t) � ÷èñëî æèòåëåé ðåãèîíà â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ïðèðîñò íàñåëåíèÿ áóäåò ðàâåí

1 2( ) ( ) .y k y t t k y t t∆ = ∆ − ∆  Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèáëèæåííîå, òàê êàê
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ y(t) íå èçìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè ∆t. Îáîçíà÷èì k2 − k2 = k, ïîäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
íà ∆t è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0. Ïðèõîäèì ê òîìó æå óðàâíå-

íèþ ( ),
dy

ky t
dt

=  ÷òî è â ïðèìåðå 1. Ïîëó÷àåì y = Cekt. Äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ C íóæíî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Êàê âèäèì, âíåøíå ðàçíûå çàäà÷è ïðèâåëè ê îäíîìó è òîìó æå
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

4.6. Óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà óðàâíåíèÿõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Ïð è ìå ð. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m ñâîáîäíî ïàäàåò ïîä
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè áåç ó÷åòà
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà.

Ðåøåíèå: âîçüìåì âåðòèêàëüíóþ îñü ñ âûáðàííîé òî÷êîé O �
íà÷àëî äâèæåíèÿ. Ïîëîæåíèå òî÷êè M ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü

ôóíêöèåé S(t), ãäå S(t) � ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé
çà âðåìÿ t. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ìîæåì çàïè-
ñàòü F = ma, ãäå F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷êó,

2

2

d S
a

dt
=  � óñêîðåíèå òî÷êè. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è íà

òî÷êó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè F = mg. Ïîýòî-

ìó 
2

2
,

d S
m m g

dt
=  ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-

íèÿ. Ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
2

2
.

d S
g

dt
=  Èíòåãðèðóÿ åãî îäèí ðàç, ïîëó÷èì 1

.
dS

gt C
dt

= +  Ìû ïðèøëè

ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èíòåãðèðóåì åùå îäèí ðàç. Íàõîäèì
2

1 2( ) .
2

gt
S t C t C= + +  Ôóíêöèÿ S(t) è îïðåäåëÿåò çàêîí äâèæåíèÿ

 

M  

0S  ( )S t  

O  
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òî÷êè. Ýòà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû C1, C2.
×òîáû èõ îïðåäåëèòü, íóæíî çíàòü ïîëîæåíèå òî÷êè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè è åå ñêîðîñòü, ò.å. íà÷àëüíûå äàííûå ñîäåðæàò òðè
÷èñëà: 0 0 0, ( )t t S S t= =  è 0 0( ).S S t′ ′=

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x) äëÿ

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ( )( ) ( 1), , ,...,n ny f x y y y −′= , çàäàíèÿ ÷èñåë x0, y0

íåäîñòàòî÷íî. Çàäàþò åùå ÷èñëà ( 1)
0 0 0, ,..., n

y y y
−′ ′′  è òðåáóþò, ÷òîáû

( 1) ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , ( ) ,..., ( ) .n n

y x y y x y y x y
− −′ ′ ′′ ′′= = =

Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò n + 1 ÷èñåë

( )( 1)
0 0 0, , ,..., ,n

x y y y
−′  êîòîðûå, èçìåíÿÿñü, ìîãóò çàïîëíÿòü íåêîòîðóþ

(n + 1)-ìåðíóþ îáëàñòü ∆. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, ìîæíî îïðåäåëèòü îáùåå ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè

1 2( , , ,..., ),ny x C C C= ϕ  ñîäåðæàùåé n ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò, ïîçâî-
ëÿþùåé íàéòè ðåøåíèå ïóòåì ïîäáîðà êîíñòàíò 1 2, ,..., ,

n
C C C  óäîâ-

ëåòâîðÿþùåå ëþáûì ôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì èç îáëàñ-
òè ∆. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò ÷àñòíûìè. Êàê è äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà, çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ y(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì ( )( 1)
0 0 0 0, , , ,..., ,n

x y y y y
−′ ′′  íàçûâàþò çàäà÷åé Êîøè. Äîêà-

çàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ( )( 1), , ,..., nf x y y y −′  íåïðåðûâíà è èìååò íåïðå-

ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ( 1), ,..., n
y y y

−′  â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå y(x), óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

4.7. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ñðåäè óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ íàèáîëåå õîðîøî èçó÷åíû
ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå âèä

( ) ( 1) ( 2)
1 2 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ),n n n

n ny p x y p x y p x y p x y q x
− −

− ′+ + + + + = (4.7)

ãäå y � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ; ( ),..., n
y y′  � åå ïðîèçâîäíûå; p1(x),

2( ),..., ( ), ( )np x p x q x  � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå íà (a,b) ôóíêöèè. Åñëè
( ) 0q x ≠  íà (a,b), òî óðàâíåíèå (4.7) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîä-

íûì, åñëè æå ( ) 0q x ≡  íà (a,b), � òî ëèíåéíûì îäíîðîäíûì.
Â òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé. Ñèñòåìà
ôóíêöèé a1(x), a2(x), ..., am(x) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé íà ïðî-
ìåæóòêå (a,b), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû 1 2, ,..., ,

m
λ λ λ  ñðåäè

êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

1 1 2 2( ) ( ),..., ( ) 0
m m

a x a x a xλ + λ λ ≡ (4.8)
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îòíîñèòåëüíî x íà (a,b). Åñëè æå òîæäåñòâî (4.8) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà 1 2 ... 0,

m
λ = λ = = λ =  òî ñèñòåìà ôóíê-

öèé a1(x), a2(x), ..., am(x) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íà (a,b).
Íàïðèìåð, ôóíêöèè 2 2

1 2( ) sin , ( ) cos , ( ) 1
n

a x x a x x a x= = =  ëèíåéíî çà-
âèñèìû íà (−∞,+∞), òàê êàê ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî sin2x + cos

2x − 1 ≡
≡ 0 ïðè ëþáîì x. Ôóíêöèè 1, x, x2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà (−∞,+∞).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî çàâè-
ñèìû, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2

1 2
0x xλ + λ + λ =  èìåëî áû áîëåå äâóõ

ðåøåíèé, ÷òî íåâîçìîæíî. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå îäíîðîä-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà
(a,b) êîýôôèöèåíòàìè èìååò ñèñòåìó n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà (a,b)
÷àñòíûõ ðåøåíèé 1 2( ), ( ),..., ( ).ny x y x y x  Ïðè ýòîì îáùåå ðåøåíèå y(x)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ).n ny x C y x C y x C y x= + + +
Ðåøåíèÿ 1 2( ), ( ),..., ( )ny x y x y x  íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòå-

ìîé ðåøåíèé.
Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
( )y ay by q x′′ ′+ + = (4.9)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè a è b.
Ïóñòü ñíà÷àëà q(x) ≡ 0. Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ
0y ay by′′ ′+ + = (4.10)

áóäåì èñêàòü â âèäå y = e
kx, ãäå k = const � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà.

Òàê êàê 2
, ,

kx kxy ke y k e′ ′′= =  òî ïîëàãàÿ â (4.10) y = e
kx, ïîëó÷èì

( )2 2
0.

kx kx kx kx
k e ake be e k ak b+ + = + + =  Ïîñêîëüêó 0,

kx
e ≠  òî

2
0.k ak b+ + = (4.11)

Óðàâíåíèå (4.11) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Âîçìîæíû ñëå-
äóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

1) óðàâíåíèå (4.11) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ k1
è k2. Òîãäà óðàâíåíèå (4.10) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ 1

1

k xy e=  è 2
2

.
k xy e=  Îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1 2
1 2 ;

k x k xy C e C e= +
2) óðàâíåíèå (4.11) èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü

k = α. Òîãäà, ÷òî ëåãêî ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé,
óðàâíåíèå (4.10) èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ 1

x
y e

α=  è

2
.

x
y xe

α=  Îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå y = C1e
αx

 +
+ C2xeαx;

3) óðàâíåíèå (4.11) èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ
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k1 = α + βi è k2 = α − βi. Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò äâà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ 1

cos
x

y e x
α= β  è 2

sin .
x

y e x
α= β  Îáùåå ðåøå-

íèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1 2
sin cos .

x xy C e x C e xα α= β + β
Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4.9) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ìåòîäîì

âàðèàöèè, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Íàõîäèì êàêèõ-ëèáî äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ y1 è y2 îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ 0y ay by′′ ′+ + =  è çàïèñûâàåì åãî îáùåå ðåøåíèå â
âèäå 1 1 2 2( ) ( ).y C y x C y x= +

2. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ( )y ay by q x′′ ′+ + =  èùåì â
âèäå

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),y C x y x C x y x= + (4.12)
ãäå C1(x) è C2(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ
íàõîäèì èç ñèñòåìû

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

C x y x C x y x

C x y x C x y x q x

′ ′+ = 
′ ′ ′ ′+ = 

(4.13)

Ïåðâîå óðàâíåíèå â ýòîé ñèñòåìå âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, à âòîðîå
ïîëó÷åíî èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ (4.12) óäîâëåòâîðÿëà
óðàâíåíèþ (4.9). Ðåøàÿ ñèñòåìó (4.13), íàõîäèì ïðîèçâîäíûå 1( )C x′
è 2( ).C x′  Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

1 1 1 2 2 2( ) ( ) , ( ) ( ) ,C x C x dx C C x C x dx C′ ′= + = +∫ ∫% %

ãäå 1 2,C C% % � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå (4.12) íàéäåíî.

Ïð è ì åð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
à) 5 6 0;y y y′′ ′− + = á) 4 4 0;y y y′′ ′− + = â) 4 13 0.y y y′′ ′+ + =
Ðåøåíèå:
à) ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2

 − 5k + 6 = 0 è íà-

õîäèì åãî êîðíè: 1,2 1 2

5 25 24 5 1
, 2, 3.

2 2
k k k

± − ±= + = =

Ðåøåíèÿ 2

1

x
y e=  è 3

2

x
y e=  îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó.

Çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå: 2 3
1 2 ;

x xy C e C e= +
á) çàïèñûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2

 − 4k + 4 = (k − 2)2 =
= 0. Îíî èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü k = 2. Ñîãëàñíî òåîðèè ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿþò ðåøåíèÿ y1 = e

2x è
y2 = xe2x, à 2 2

1 2

x xy C e C xe= +  � îáùåå ðåøåíèå;
â) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä 2

4 13 0.k k+ + =  Åãî
êîðíè 1,2 2 4 13 2 3k i= − − = − ±  ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþò ðåøåíèÿ 2

1
cos3

x
y e x

−=  è
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2
2 sin 3 ,

x
y e x

−=  à îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå y = C1e
−2xcos3x +

+ C2e
−2xsin3x.

Ïð è ì åð 2. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè, íàéòè îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ 4 .

x
y y e′′− =

Ðåøåíèå: ñîãëàñíî ìåòîäó âàðèàöèè ðåøàåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå
2

1,24 0: 4 0, 2.y y k k′′− = − = = ±  Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò
âèä 2 2

1 2
.

x xy C e C e−= +  Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ x
y y e′′− =  áóäåì

èñêàòü â âèäå 2 2
1 2( ) ( ) .x xy C x e C x e−= +

Äëÿ îòûñêàíèÿ 1( )C x′  è 2( )C x′  ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó âèäà (4.13):

2 2
1 2

2 2
1 2

0,

2 2 ,

x x

x x x

C e C e

C e C e e

−

−

 ′ ′+ =


′ ′− =

ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì 3
1 2

1 1
( ) , ( ) .

4 4

x x
C x e C x e

− +′ ′= = −  Ñëåäîâàòåëü-

íî, 3 3
1 1 2 2

1 1 1 1
( ) , ( ) .

4 4 4 12

x x x x
C x e dx e C C x e dx e C

− −= = − + = − = − +∫ ∫% %

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2 3 2

1 2

1 1
.

4 12

x x x xy e C e e C e− −   = − + + − +      
% %

Óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

à) 2 2tg sin cos ctg 0;x ydx x ydy+ = á) 2
1 ;xyy x′ = −

â) ( )3 2
9 sin cos ;y x y x y′ − = ã) ( ) ( )2 2 3 2

5 1 0;
x xe y dy y e dx+ − − =

ä) 2 2
2 ;y x y xyy′ ′+ = å) (2 ) ( ) 0;x y dx x y dy− + + =

æ) ( )2 2
3 ;y xy dx x dy− = ç) ;

dy y
x

dx x
− = è) 32

;
dy y

x
dx x

+ =

ê) 3
4 2 .

x
y y e′ − =

Îòâåò: à) 2 2ctg tg ;y x C= + á) ( )2 2 2
ln ;x y Cx+ =

â) 
3 3

cos ;

9

C
y

x
=

−
ã) ( ) ( )2 3

3 2
1 5 ;

xy C e
−

− = + ä) 2 1
;y xy Cx−− =

å) ( )2 2ln 2 2 arctg ;
2

y
y x C

x
+ + = æ) 

4
;

4

y C

y x x
=

−

ç) 2
;y Cx x= +  è) 4

2

1
;

6

C
y x

x
= + ê) 4 3

2 .
x xy C e e= −
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2. Íàéäèòå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì óñëîâèÿì:

à) ( )1 , 1
x x

e yy e y′+ = =  ïðè 0;x =

á) ( ) ( )2 2
0, 1xy x dx x y y dy y+ + − = =  ïðè 0;x =

â) ( )2 2
3 2 0, 1x y dx xydy y− + = =  ïðè 2;x =

ã) ( )2 2
2 0, 0x y dx xydy y+ + = =  ïðè 4;x =

ä) , 2
x

xy y e y′ + = =  ïðè 4;x =

å) 
1

tg , 0
cos

y y x y
x

′ − = =  ïðè 0.x =

Îòâåò: à) ( )2
2

2 1 ;
y x

e e e= + á) 2

2

2
1 ;

1
y

x
+ =

−
â) 

3
1 ;

8
y x x= −

ã) 2 2( 2) 4;x y− − = ä) 
4

8
;

x
e e

y
x x

−= + å) .
cos

x
y

x
=

3. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

à) 4 3 0;y y y′′ ′− + = á) 6 0;y y y′′ ′+ − = â) 6 9 0;y y y′′ ′− + =

ã) 8 16 0;y y y′′ ′+ + = ä) 4 0;y y′′ + = å) 5 0.y y y′′ ′+ + =

Îòâåò: à) 3
1 2 ;

x xy C e C e= +  á) 2 3
1 2 ;

x xy C e C e−= +

â) 3 3
1 2 ;

x xy C e C xe= + ã) 4 4
1 2 ;

x xy C e C xe− −= +

ä) 1 2sin 2 cos2 ;y C x C x= + å) 
1 1

2 2
1 2

cos sin .
x x

y C e x C e x
− −

= +

4. Íàéäèòå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì óñëîâèÿì:

à) 5 4 0, (0) 5, (0) 8;y y y y y′′ ′ ′− + = = =
á) 0, (0) 1, (0) 1.y y y y′′ ′+ = = =
Îòâåò: à) 4

4 ;
x x

y e e= +  á) sin cos .y x x= +
5. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè, íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé:

à) 1
;

cos
y y

x
′′ + = á) 2 .

x
e

y y y
x

−
′′ ′+ + =

Îòâåò: à) 1 2cos sin cos ln cos sin ;y C x C x x x x x= + + +
á) 

1 2 ln .
x x x xy C e C xe xe x xe− − − −= + + −
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5. Ïðèëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
ê çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

5.1. Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà ìû óæå èçó÷èëè äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîçâîëÿåò ñâåñòè èññëåäîâàíèå ñëó-
÷àéíûõ ñîáûòèé ê èññëåäîâàíèþ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è èõ îòîáðàæå-
íèé, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì ïðèìåíÿòü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé õîðî-
øî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Íàïîìíèì è óòî÷íèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîñòðîåíî ïðî-

ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé Ω, ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè Rn. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
ξ(ω) íàçûâàþò ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîé, åñëè åå ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé åñòü ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè æå îáëàñòü
çíà÷åíèé ïðèíàäëåæèò Rn, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ n-ìåð-
íîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ n-ìåðíûé âåêòîð (α1, α2, ..., αn), íàçûâàåìûé
ñëó÷àéíûì âåêòîðîì.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþò áîëüøèìè áóêâàìè: X, Y, Z, �,
à èõ çíà÷åíèÿ � ìàëûìè: x, y, z, �

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íàçûâàþò äèñêðåòíîé, åñëè ìíîæåñòâî åå
çíà÷åíèé ñ÷åòíî. Ìû â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ íåñ÷åòíî. Òàêèå âåëè÷èíû
íàçûâàþò íåïðåðûâíûìè. Ïîçäíåå ýòî ïîíÿòèå áóäåò óòî÷íÿòüñÿ. Íå-
ïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû øèðîêî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèé.

Óêàçàíèÿ òîëüêî îáëàñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåäîñòà-
òî÷íî äëÿ åå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè, íóæíî óêàçàòü åùå è âåðîÿòíî-
ñòè ýòèõ çíà÷åíèé. Ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó äàåò åå çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ � âñÿêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäàí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â [0,1],
èëè ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Äëÿ
îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ óäîá-
íî çàäàâàòü â âèäå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Íî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ íåâîçìîæíî ñîñòàâèòü äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðûõ íåñ÷åòíà. Äëÿ òàêèõ âåëè÷èí óêàçûâàþò íå
âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ çíà÷åíèé (÷òî ñäåëàòü íåâîçìîæíî), à âåðîÿò-
íîñòè ïîïàäàíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé â íåêîòîðûå îáëàñòè. Îäíèì èç òàêèõ
ñïîñîáîâ çàäàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

5.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü äàíà îäíîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X. Ôóíêöèÿ F(x),
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì ( ) ( ),F x P X x= <  óêàçûâàþùàÿ âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îáëàñòü (−∞,x), íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
1. F(x) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (íåçàâèñèìî îò îáëàñòè

çíà÷åíèé X).
2. 0 ( ) 1,F x≤ ≤  ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ F(x).
3. ( ) 0, ( ) 1,F F−∞ = +∞ =  òàê êàê ñîáûòèå X < +∞ äîñòîâåðíî, à ñî-

áûòèå X < −∞ íåâîçìîæíî.
4. F(x) åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. åñëè x2 > x1, òî

2 1( ) ( ).F x F x≥
Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñîáûòèÿ: A{X < x1},

B{x1 ≤ X < x2}, C{X < x2}. Î÷åâèäíî, ÷òî C = A + B. Òàê êàê ñîáûòèÿ A
è B íåñîâìåñòíû, òî ( ) ( ) ( ),P C P A P B= +  ò.å. P(X < x2) = P(X < x1) +
+ P(x1 ≤ X < x2), ñëåäîâàòåëüíî,

2 1 1 2( ) ( ) ( ).F x F x P x X x= + ≤ < (5.1)

Ïîñêîëüêó P(x1 ≤ X < x2) ≥ 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2 1( ) ( ).F x F x≥
Ñâîéñòâî 4 äîêàçàíî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.1) ïîëó÷àåì

1 2 2 1( ) ( ) ( ).P x X x F x F x≤ < = − (5.2)
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5.2), íàõîäÿò âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ëþáîé ïðîìåæóòîê.
Ïîëàãàÿ â (5.2) x2 = x1 + ∆x, ïîëó÷àåì

1 1 1 1( ) ( ) ( ).P x X x x F x x F x≤ < + ∆ = + ∆ − (5.3)
Åñëè ôóíêöèÿ F(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x1, òî ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå

(5.3) ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷àåì P(X = x1) = 0, ò.å. âåðîÿòíîñòü
ïðèíÿòü êàêîå-ëèáî çàðàíåå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ðàâíà íóëþ. Ïîä
íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè áóäåì ïîíèìàòü òàêèå, äëÿ
êîòîðûõ ôóíêöèÿ F(x) íåïðåðûâíà. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ðàâåíñòâî íóëþ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ íå îçíà÷àåò åãî íåâîç-
ìîæíîñòü. Âåäü â ðåçóëüòàòå îïûòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò êà-
êîå-òî çíà÷åíèå, õîòÿ äî îïûòà âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà íóëþ.
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Ïð èìåð 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ 

0  2,

( ) 0,5 1 2 4,

1

ïðè

ïðè

ïðè 4.

x

F x x x

x

≤
= − < ≤

 >

Íàéòè: à) ( 2,5);P x <  á) (2,4 3,2);P X≤ <  â) (1 3);P X≤ <

ã) (3 5).P X< <
Ðåøåíèå:
à) ( 2,5) (2,5) 0,5 2,5 1 0,25;P x F< = = ⋅ − =
á) ïî ôîðìóëå (5.2) íàõîäèì (2,4 3,2) (3,2) (2,4)P X F F≤ < = − =

0,5 3,2 1 0,5 2,4 1 0,4;= ⋅ − − ⋅ + =
â) (1 3) (5) (3) 1 0,5 3 1 0,5.P X F F≤ < = − = − ⋅ + =

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíà äëÿ ëþáûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí � è íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ.

Îò ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X x1 x2 ... xn

P p1 p2 ... pn

ìîæíî ïåðåéòè ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

1

( ) ( ) ,
n

i i
i

F x x x p
=

= η −∑ (5.4)

ãäå 
0,  ,

( )
1,

åñëè

åñëè  .

i

i

i

x x
x x

x x

≤
η − = 

 >
Èç ôîðìóëû (5.4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåò-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ñî ñêà÷êàìè â òî÷-
êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàâíûì âåðîÿòíîñòÿì ýòèõ çíà÷åíèé.

Ïðè ì åð 2. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X ïî çàäàííîìó ðÿäó ðàñïðåäåëåíèÿ

X 2 3 4 5

P 0,3 0,4 0,2 0,1

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (5.4), ïîëó÷àåì

0,  åñëè 2,

0,3,åñëè 2 3,

( ) 0,7, åñëè

0,9, åñëè 4 5,

1, åñëè 5.

3 4,

x

x

F x

x

x

x

≤
 < ≤= 
 < ≤

>

< ≤
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Ãðàôèê F(x) ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå.

 

0,3 

1 

0,7 

0,9 

2 3 4 5 � 

F(� ) 

5.3. Ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ
äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Â ñëó÷àå n-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êàæäîé òî÷êå ω ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ n-ìåðíûé âåêòîð (x1, x2,
..., xn), êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó n-ìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñèñòåìó (X1, X2, ..., Xn) îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Åñëè âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi äèñêðåòíû, òî è ñèñòåìó íàçûâàþò
äèñêðåòíîé. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ñèñòåìå (X,Y) äâóõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè 1 2 1 2{ , ,..., }, { , ,..., },n mX x x x Y y y y= =  òî îïèñàòü
ñèñòåìó (X,Y) ìîæíî, óêàçàâ âåðîÿòíîñòè ( , )ij i jP P X x Y y= = =  òîãî,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå xi, à ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà Y � yj. Èç ÷èñåë pij ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöó ðàçìåðà m×n,
íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y):

Y X
x1 x2 ... xn

y1 p11 p21 ... pn1

y2 p12 p22 ... pn2 (5.5)

M M M M M
ym p1m p2m ... pnm

 Òàê êàê âñå ñîáûòèÿ ( , ), 1, ; 1,i jX x Y y i n j m= = = = , îáðàçóþò ïîëíóþ

ãðóïïó, òî 
1 1

1.

n m

ij
i j

p
= =

=∑ ∑  Çíàÿ ìàòðèöó (5.5), ëåãêî íàéòè ðÿäû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü Pi = (X = xi) =

1 2 ... ,i i imp p p+ + +  ò.å. ðàâíà ñóììå ýëåìåíòîâ i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Q.

Q =
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Àíàëîãè÷íî 1 2( ) ... ,j j j j jnP Y y p p p= = = + + +  ò.å. ðàâíà ñóììå ýëåìåí-
òîâ ñòðîêè ñ íîìåðîì j. Íî çíàÿ ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y,
â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî íàéòè ìàòðèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû
(X,Y). Íóæíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î âçàèìîñâÿçè âåëè÷èí X
è Y.

Ñîáûòèÿ ( ),i jA X x Y y= =  åñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîáûòèé:
( )

i
B X x=  è ( ).jC Y y=  Ïîýòîìó

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B C P B P C B P C P B C= ⋅ = =
ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, .

i j i j i

i j j i j

P X x Y y P X x P Y y X x

P X x Y y P Y y P X x Y y

= = = = = =

= = = = = =
(5.6)

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ( )i jP X x Y y= =  îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå xi, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíÿëà çíà÷åíèå yj. Èç ñîîòíîøåíèé (5.6)
íàõîäèì

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,
,

,
.

i j ij
i j

jj

i j ij
j i

i i

P X x Y y P
P X x Y y

PP Y y

P X x Y y P
P Y y X x

P X x P

= =
= = = =

=

= =
= = = =

=

(5.7)

Çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèå Y = yj èëè X = xi, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5.7)
ìîæíî íàéòè óñëîâíûå ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ:

jX Y y= x1 x2 ... xn

P 1( )jP X x Y y= = 2( )jP X x Y y= = ... ( )n jP X x Y y= =

i
Y X x= y1 y2 ... ym

P 1( )iP Y y X x= = 2( )iP Y y X x= = ... ( )m iP Y y X x= =

Ýòè ðÿäû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

[ ] ( )

[ ] ( )
1

1

,

,

n

i k k j
k

m

i s s i
s

M X Y y x P X x Y y

M Y X x y P Y y X x

=

=

= = = =

= = = =

∑

∑
íàçûâàåìûå óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè.
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñî-
áûòèÿ B è C íåçàâèñèìû, è çàâèñèìûìè, åñëè ýòè ñîáûòèÿ çàâèñèìû.
Èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî .ij i jP P P=

Êàê âèäèì, çíàÿ ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y, à òàêæå
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ( )i jP X x Y y= =  èëè ( )j iP Y y X x= = , ìîæíî
âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y).

5.4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
n-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2( , ,..., ).
n

X X X  Ôóíêöèÿ

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., )
n n n

F x x x P X x X x X x= < < <
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X,Y)
èìååì F(x,y) = ( , ),P X x Y y< <  ò.å. çíà÷åíèå
ôóíêöèè F(x,y) ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ òî÷êà M(x,y) ïîïàäåò â ëåâûé íèæ-
íèé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x,y).

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì.

1. 0 ( , ) 1,F x y≤ ≤  ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ F(x,y).

2. lim ( , ) 0, lim ( , ) 0, lim ( , ) 0,
x y x

y

F x y F x y F x y
→−∞ →−∞ →−∞

→−∞

= = =  lim ( , ) 1.
x
y

F x y
→+∞
→+∞

=

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûå òðè ïðåäåëà ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíîñòÿì
íåâîçìîæíûõ ñîáûòèé, à ÷åòâåðòûé � äîñòîâåðíîãî.

3. 1 2lim ( , ) ( ), lim ( , ) ( ),
y x

F x y F x F x y F y
→+∞ →+∞

= =  ãäå F1(x), F2(y) � ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y.

Äåéñòâèòåëüíî, ( , ) lim ( , ) ( , ) ( )
y

F x F x y P X x Y P X x
→∞

+∞ = = < < + ∞ = < =

1( ),F x=  òàê êàê ñîáûòèå Y < +∞ äîñòîâåðíî. (Ìû çäåñü ïðåäïîëîæè-
ëè, ÷òî F(x,y) íåïðåðûâíà ïî x.)

4. F(x,y) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì y
è íåóáûâàþùåé ïî y ïðè ôèêñèðîâàííîì x.

Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé
âåëè÷èíû.

5. 1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),P x X x y Y y F x y F x y F x y F x y≤ < ≤ < = − − +
÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

6. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî F(x,y) =
= F1(x) F2(y), è îáðàòíî, åñëè F(x,y) = F1(x) F2(y), òî ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû X è Y íåçàâèñèìû.

 
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � x  

y  
( , )M x y

 

0 
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Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

7. Äëÿ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââîäÿò ïîíÿòèå óñëîâíûõ
çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x y  è ( ).F y x  Íàïðèìåð, ( )F x y  îçíà÷à-
åò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åñëè ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Y ïðèíÿëà ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå y. Åñëè X è Y íåçàâè-
ñèìû, òî ( ) ( )( ), ( ).F x y F x F y x F y= =

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

( )
( )

( , ) ( ) ,

( , ) ( ) .

F x y F x F y x

F x y F y F x y

=

=
(5.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.8) íàçûâàþò ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ çàêîíîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ïð è ì åð. Çàäàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (X,Y):

0,  åñëè  0 èëè 0,
( , )

1 5 5 5 , åñëè 0, 0.x y x y

x y
F x y

x y− − − −

< <= 
− − + > >

Íàéòè F1(x), F2(y), ïîêàçàòü, ÷òî X è Y íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Ðåøåíèå: ïî ñâîéñòâó 3 ôóíêöèè F(x,y) íàõîäèì:

( )1( ) lim 1 5 5 5 1 5 ,x y x y x

y
F x − − − − −

→+∞
= − − + = −

åñëè x > 0, è F1(x) = 0, åñëè x < 0;

( )2( ) lim 1 5 5 5 1 5 ,x y x y x

x
F y − − − − −

→+∞
= − − + = −

åñëè y > 0, è F2(y) = 0, åñëè y < 0.
Òàê êàê F(x,y) = F1(x) F2(y), òî ïî ñâîéñòâó 6 ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû X è Y íåçàâèñèìû.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíà ìàòðèöà Q ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû:

X
0 1 4

−4 0,1 0,1 0,2
−2 0,1 0,2 0,1
0 0 0,1 0,1

Íàéäèòå: à) ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y; á) mx, my; â) Dx,

Dy; ã) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X, åñëè Y = −4; ä) [ 4].M X Y = −

Y

Q =
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Îòâåò: á) mx = 2; my = −2,4; â) Dx = 2,8; Dy = 2,24;

ä) [ 4] 2,25.M X Y = − =
2. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y) çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ

[ ]

0,   0

1, , ;
2 2

( , ) 0,5 sin sin sin( ) , 0,
2

0,5(sin cos 1), 0, , ;
2 2

0,5(sin cos 1), 0, , .
2 2

åñëè èëè 0;

åñëè 

åñëè , ;

åñëè 

åñëè 

x

x y

F x y x y x y

x x y

y y x

y

x y

x

y




≤
 π π > >

 π  = + − +   
 π π − + >   
 π π  − + >   

≤

∈

∈

∈

Íàéäèòå F1(x) è F2(y) è äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X
è Y çàâèñèìû.

Îòâåò: 1

0,  0

( ) 0,5(sin cos 1), ;
2

1, 2;

åñëè ;

åñëè 0

åñëè 

x

F x x x

x

x

≤
 π= − +


> π

< ≤

2

0,  0

( ) 0,5(sin cos 1), ;
2

1, 2.

åñëè ;

åñëè 0

åñëè 

y

F y y y

y

y

≤
 π= − +


> π

< ≤

5.5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàåò èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèñòèêó
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íî îíà íå î÷åíü óäîáíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0, òàê
êàê ÷èñëî = <0 0( ) ( )F x P x x  íåäîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàêòåðèçóåò ñàìó
òî÷êó x0.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé â òî÷-
êå x, åñëè åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå. Ïîëàãàÿ â (5.3) x1 = x, ìîæåì çàïèñàòü

≤ < + ∆ = + ∆ −( ) ( ) ( ).P x X x x F x x F x
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Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∆x è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó
ïðè ∆ → 0 :x

∆ → ∆ →

≤ < + ∆ + ∆ −=
∆ ∆0 0

( ) ( ) ( )
lim lim .
x x

P x X x x F x x F x

x x
(5.9)

Ïðåäåë 
∆ →

≤ < + ∆
∆0

( )
lim ,
x

P x X x x

x
 åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, íà-

çûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X è îáîçíà÷àåòñÿ ρ(x), ò.å.

∆ →

≤ < + ∆ρ =
∆0

( )
( ) lim .

x

P x X x x
x

x
(5.10)

Êàê ñëåäóåò èç (5.9), åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x) ñóùåñòâóåò è ïðè ýòîì

′ρ =( ) ( ).x F x (5.11)
Îòìåòèì ñâîéñòâà ôóíêöèè ρ(x).
1. ρ ≥( ) 0x  êàê ïðîèçâîäíàÿ îò íåóáûâàþùåé ôóíêöèè.
2. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

≤ < = ρ∫( ) ( ) .
b

a

P a x b x dx (5.12)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (5.11) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F(x)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè ρ(x), à ïîòîìó ρ =∫ ( )
b

a

x dx

= −( ) ( ),F b F a  íî èç ôîðìóëû (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî F(b) − F(a) =
= ≤ <( ).P a x b  Ôîðìóëà (5.12) äîêàçàíà.

3. 
+∞

−∞

ρ =∫ ( ) 1x dx  (óñëîâèå íîðìèðîâêè). Ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåò

âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ.
4. Ôóíêöèè F(x) è ρ(x) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

−∞

= ρ∫( ) ( ) .
x

F x x dx (5.13)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ F(x) èìååì = −∞ < <( ) ( ),F x P X x

à èç ôîðìóëû (5.12) ñëåäóåò, ÷òî 
−∞

−∞ < < = ρ =∫( ) ( ) ( ),
x

P X x x dx F x  ñâîé-

ñòâî 4 äîêàçàíî.
5. Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.10) ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî

ìàëûõ âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ∆x èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ≤ < + ∆ ≅ ρ ∆( ) ( ) .P x X x x x x
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Ïð è ìåð 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ âèäà

<
ρ = 

 ≥

+ ≤ <
0,   0,

( ) , 

0,  

åñëè

åñëè ,

åñëè 2.

1 0 2

x

x

x

ax x

Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, âû÷èñëèòü ≤ <(0,5 1).P x

Ðåøåíèå: èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñëåäóåò, ÷òî + =∫
2

0

( 1) 1,ax dx  ò.å.

 + = + =  

2
2

0

1
) 1, 2 2 1,

2
ax x a  ñëåäîâàòåëüíî, a = −0,5. Ïî ôîðìóëå (5.12)

íàõîäèì

≤ < = − = − =

= − − + =

∫
1 1

2

0,50,5

(0,5 1) (1 0,5 ) ( 0,25 )

1 0,25 0,5 0,0625 0,3125.

P x x dx x x

Ïð è ìåð 2. Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X:

π ≤ ≤ρ = 


1,5sin3 ,   0 ,
( ) 3

0  

åñëè

â îñòàëüíû õ òî÷êàõ.

x x
x

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x).
Ðåøåíèå: âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5.13). Åñëè x ≤ 0, òî ρ(x) = 0,

ïîýòîìó 
−∞

= ⋅ =∫( ) 0 0.
x

F x dx  Ïðè π< ≤0
3

x  ïîëó÷àåì

−∞

= ⋅ + = −∫ ∫
0

( ) 0 1,5 sin 3 0,5(1 cos3 ).
x x

F x dx xdx x

Åñëè 
π> ,
3

x  òî 
π π

−∞ π

= ⋅ + + ⋅ = − =∫ ∫ ∫
30 0 3

00 3

( ) 0 1,5 sin 3 0 0,5 cos3F x dx xdx dx x

= + =0,5 0,5 1.  Òàêèì îáðàçîì,


 ≤
 π= − < ≤

 π>

0,  åñëè 0,

( ) 0,5(1 cos3 ),  åñëè 0 ,
3

1,  åñëè .
3

x

F x x x

x
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Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

à) ρ = ≤ <( ) (const),x c a x b  � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå;

á) 
−−
σρ = = σ =

σ π

2

2

( )

2
1

( ) , const, const
2

x a

x e a  � íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå;

â) −λ

<ρ = 
λ ≥

0 ïðè  0,
( )

ïðè 0,x

x
x

e x

 λ = λ >const, 0  � ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå.
Ïðè÷èíà øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïðèðîäå íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îáúÿñíåíà À.Ì. Ëÿïóíîâûì. Îí äîêàçàë, ÷òî íîðìàëü-
íûé çàêîí âîçíèêàåò âñåãäà, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èëè ñëàáî
çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íå îáÿçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî
íîðìàëüíîìó çàêîíó), êàæäàÿ èç êîòîðûõ â îòäåëüíîñòè íåçíà÷è-
òåëüíî âëèÿåò íà ñóììó. Òàêèå ñèòóàöèè âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ÷àñ-
òî, îñîáåííî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññîì èçìåðåíèÿ è îöåíêîé
åãî òî÷íîñòè.

5.6. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Â ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ìû óæå ðàññìîòðåëè ÷èñëîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðåõîäèì ê ÷èñëîâûì
õàðàêòåðèñòèêàì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí. Òàêèå âåëè÷èíû
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x), íî èíîãäà
òàêàÿ ïîëíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå íóæíà, à äîñòàòî÷íî çíàòü êàêèå-
ëèáî îñîáåííîñòè èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî è ââî-
äÿò ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a,b) çàäàíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x). Ôóíêöèþ ρ(x) áóäåì
ïðåäïîëàãàòü èíòåãðèðóåìîé íà (a,b). Ðàçîáüåì èíòåðâàë (a,b) íà n
÷àñòè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ ∆xk, íà êàæäîì èç íèõ âûáåðåì ïî òî÷êå ξk
è ïîñòðîèì äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó %X  ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ

%X ξ1 ξ2 ... ξn

P ρ(ξ1)∆x1 ρ(ξ2)∆x2 ... ρ(ξn)∆xn

Íàéäåì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

=
  = ξ ρ ξ ∆  ∑%

1

( ) .
n

k k k

k

M X x (5.14)
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Âåëè÷èíó   
%M X  ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïåðåõîäÿ â (5.14) ê

ïðåäåëó ïðè ∆ → → ∞max 0 ( )
k

x k  è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå (5.14)
åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèè xρ(x), ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü â (5.14) ñòðåìèòñÿ ê ρ∫ ( ) .
b

a

x x dx  Ýòó âåëè÷èíó è ïðèíè-

ìàþò çà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû X. Òàêèì îáðàçîì,

= ρ∫[ ] ( ) .
b

a

M X x x dx (5.15)

Åñëè âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî ïåðåõî-
äÿ ê ïðåäåëó â èíòåãðàëå (5.15) ïðè a → −∞, b → +∞, ïîëó÷àåì

+∞

−∞

= ρ∫[ ] ( )M X x x dx (5.16)

(îäèí èç ïðåäåëîâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìîæåò áûòü êîíå÷íûì).
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (5.16) ñõîäèò-
ñÿ. Åñëè æå îí ðàñõîäèòñÿ, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ íå èìååò.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

2
 (0,3),

( ) 9

0 (0,3).

íà èíòåðâàëå

âíå èíòåðâàëà 

x
x


ρ = 


Ðåøåíèå: ïî ôîðìóëå (5.15) ïðè a = 0, b = 3 íàõîäèì
3 3 3

2

00

2 2
[ ] 2.

9 9 3

x
M X x dx= = =∫

Ï ð è ì å ð 2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

−λ

<ρ = 
λ ≥ λ >

0 ïðè 0,
( )

ïðè 0, 0.x

x
x

e x

Ðåøåíèå: 
0

, ,

[ ] 1
,

x

x

x

x u dv e dx

M X xe dx
v e du dx

−λ
∞

−λ
−λ

 = = = λ = = 
= − = λ 

∫

∞∞ +∞
−λ −λ −λ −λ   = λ − + = λ − − =    λ λ λ λλ  

∫ 2
0 00

1 1 1 1 1
.

x x x x
x e e dx x e e
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Ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èíîãäà èõ íåïîñðåäñòâåííîå
íàáëþäåíèå î÷åíü ñëîæíî èëè íåâîçìîæíî. ×àñòî òàêèå âåëè÷èíû
óäàåòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç äðóãèå, áîëåå äîñòóïíûå äëÿ èçó÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì ïîëó÷àþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè îäíî-
ãî èëè íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ àðãóìåíòîâ:

= ϕ = ϕ 1 2( ), ( , ,..., ).
n

Y X Y X X X

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X äèñêðåòíà è çàäàíà ðÿäîì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

X X1 X2 ... Xn

P P1 P2 ... Pn

 òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = ϕ(X) áóäåò òàêæå äèñêðåòíîé ñ ðÿäîì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

Y ϕ(x1) ϕ(x2) ... ϕ(xn)

P p1 p2 ... pn

Ïðè ýòîì åñëè ñðåäè ÷èñåë ϕ ϕ ϕ1 2( ), ( ),..., ( )
n

x x x  åñòü ðàâíûå,
òî ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöû íóæíî îáúåäèíÿòü â îäèí, ñëîæèâ âõîäÿ-
ùèå â íèõ âåðîÿòíîñòè. Íàõîäèì

=
= ϕ∑

1

[ ] ( ) .
n

k k
k

M Y x p (5.17)

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íåïðåðûâíà íà (a,b) è çàäàíà ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x). Íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
Y = ϕ(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåííî äèñêðåòíîé âåëè÷èíîé %,Y

ðàçáèâ ïðîìåæóòîê (a,b) íà n ÷àñòè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ ∆xk è âûáðàâ
íà êàæäîì èç íèõ ïî òî÷êå ξk. Ïîëó÷èì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

%Y ϕ(ξ1) ϕ(ξ2) ... ϕ(ξn)

P ρ(ξ1)∆x1 ρ(ξ2)∆x2 ... ρ(ξn)∆xn

×èñëî 
=

= ϕ ξ ρ ξ ∆∑%
1

{ } ( ) ( )
n

k k k

k

M Y x  ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì

çíà÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âåëè÷èíû Y = ϕ(X).
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ →max 0,kx  ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèè ρ(x)

è ϕ(x) èíòåãðèðóåìûìè, ïîëó÷èì

= ϕ ρ∫[ ] ( ) ( ) .
b

a

M Y x x dx (5.18)

Åñëè âåëè÷èíà X çàäàíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî
+∞

−∞

= ϕ ρ∫[ ] ( ) ( ) .M Y x x dx (5.19)
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Ïð è ìåð 3. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû

X −1 2 4 5

P 0,2 0,3 0,1 0,4

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû Y = X
2 − 4.

Ðåøåíèå: ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (5.17) ϕ = −2( ) 4,x x  íàõîäèì M[Y] =
( ) ( ) ( )= − + − + − + − = − + + + =2 2 2(1 4)0,2 2 4 0,3 4 4 0,1 5 4 0,4 0,6 0 1,2 8,4 9.

Ï ð è ì å ð 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó
ρ =( ) 2cos2x x  íà ( )0, 4 .π  Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷è-
íû Y = sin2x.

Ðåøåíèå: ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (5.18), ïîëó÷àåì
4 4 4

00 0

1 1 1
[ ] 2 sin 2 cos2 sin 4 cos4 0,5.

4 4 4
M Y x xdx xdx x

π π π
= ⋅ = = − = + =∫ ∫

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
1. = =[ ] , const.M C C C  Êîíñòàíòó C ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó X, ïðèíèìàþùóþ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå X = C
ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1, ïîýòîìó = ⋅ =[ ] 1 1.M X C

2. = =[ ] [ ], const.M CX CM X C  Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñâîéñòâà ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî êîíñòàíòó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ñóììû èëè èí-
òåãðàëà.

3. + = + α + α + + α = α +1 1 2 2 1 1[ ] [ ] [ ], [ ... ] [ ]
n n

M X Y M X M Y M X X X M X

+ α + + α α α α2 2 1 2[ ] ... [ ], , ,...,
n n n

M X M X  � êîíñòàíòû.
Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñè-

ìûìè, åñëè ñîáûòèÿ A(X < x) è B(Y < y) íåçàâèñèìû.
4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî ⋅ =[ ]M X Y

= ⋅[ ] [ ].M X M Y

Ñâîéñòâà 3 è 4 áóäóò äîêàçàíû ïîçäíåå.
×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû âîêðóã ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ââîäÿò ïîíÿòèå äèñ-
ïåðñèè D[X], êîòîðîå íàìè óæå îïðåäåëåíî â ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ

ôîðìóëîé ( )2[ ] ,
x

D X M X m = −  
 mx � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âå-

ëè÷èíû X. Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, çàäàííîé ïëîò-

íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ − ∞ < < ∞( ), ,x x  ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (5.13), ïî-
ëó÷àåì

( )
+∞

−∞

= − ρ∫ 2
[ ] ( ) .xD X x m x dx (5.20)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàïèñàííûé çäåñü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ, åñëè æå îí ðàñõîäèòñÿ, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íå èìååò
êîíå÷íîé äèñïåðñèè. Äèñïåðñèþ èíîãäà îáîçíà÷àþò Dx.

Åñëè âåëè÷èíà X çàäàíà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (a,b), òî, êàê
ýòî ñëåäóåò èç (5.18),

( )= − ρ∫ 2
[ ] ( ) .

b

x

a

D X x m x dx (5.21)

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 3 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü
áîëåå ïðîñòóþ, ÷åì (5.20) è (5.21), ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåð-
ñèè:

( ) = − 
22[ ] .

x
D X M X m (5.22)

Ðàçìåðíîñòü äèñïåðñèè ðàâíà êâàäðàòó ðàçìåðíîñòè âåëè÷èíû X.
×òîáû èçáåæàòü ýòîãî íåóäîáñòâà, ââîäÿò âåëè÷èíó ,

x x
Dσ =  íàçû-

âàåìóþ ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì èëè ñòàíäàðòíûì îò-
êëîíåíèåì. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè ñëåäóåò, ÷òî

= = =2[ ] 0, [ ] [ ], const.D C D CX C D X C

Äðóãèõ ñâîéñòâ äèñïåðñèè êîñíåìñÿ ïîçäíåå.

Ïð è ì åð 5. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäå-
ëåííîé ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó

−λ

<ρ = 
λ ≥

0,  åñëè 0,
( )

, åñëè  0,x

x
x

e x
 λ = λ >const, 0.

Ðåøåíèå: â ïðèìåðå 2 ìû óæå íàøëè, ÷òî =
λ
1

[ ] .M X  Ïî ôîðìóëå

(5.19) ïîëó÷àåì 
∞

−λ  = λ  ∫2 2

0

.
x

M X x e dx  Ïðèìåíÿåì äâàæäû ôîðìóëó

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

2

2

0

2

0 0

, 2 ,

1
,

1
2 .

x

x x

x x

u x du xdx

x e dx
dv e dx v e

e x xe dx

∞
−λ

−λ −λ

∞+∞
−λ −λ

 = = λ = = 
= = − λ 

 = λ − + λ 

∫

∫

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê λ λ→∞ →∞
= =

λ

2
2

lim lim
x x

x x

x x

e e

λ→∞
= =

λ2

2
lim 0

x
x e

 (äâàæäû ïðèìåíèëè ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Èíòåãðàë
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∞
−λ∫

0

2
x

xe dx  âû÷èñëÿåì ïî ÷àñòÿì, ïîëàãàÿ = =, ,u x du dx  −λ = ,
x

e dx dv

−λ= −
λ
1

.
x

v e  

∞ ∞+∞ ∞
−λ −λ −λ −λ−= − + = =

λ λ λ λ∫ ∫ 2 2
0 00 0

2 2 2 2
2 .

x x x x
xe dx xe e dx e  Ïî ôîð-

ìóëå (5.22) îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

 = − = − = σ =  λλ λ λ
2 2

2 2 2

2 1 1 1
[ ] ( ) , .

x x
D X M X m

Ïðèìåð 6. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x), F(x), M[X], D[X],
σ[X] ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà (a,b) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Ðåøåíèå: ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíî-
ìåðíûì, åñëè ( ) (const), , ( ) 0x c a x b xρ = < < ρ =  âíå (a,b). Ïî ñâîéñòâó

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ( ) 1.
b

a

c dx c b a= − =∫  Ïîýòîìó 
1

.c
b a

=
−

 Òàêèì

îáðàçîì, 
1

( )x
b a

ρ =
−

 ïðè a < x < b, ( ) 0,xρ =  åñëè ( , ).x a b∉

Äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (5.13)

( ) ( ) :
x

F x x dx

−∞

= ρ∫

1) ( ) 0 ,
x

F x dx

−∞

= ⋅∫  åñëè x ≤ a;

2) ( ) 0 ,
a x

a

dx x a
F x dx

b a b a−∞

−= ⋅ + =
− −∫ ∫  åñëè ;a x b< ≤

3) ( ) 0 0 1,
a x x

a b

dx
F x dx dx

b a−∞

= ⋅ + + ⋅ =
−∫ ∫ ∫  åñëè x > b.

Èòàê, 

0, ,

( ) ,

1,

åñëè 

åñëè  ,

åñëè .

x a

x a
F x

b a
a

x b

x b

≤
 −= < −
 >

≤

Íàéäåì M[X], D[X], σ[X] ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
2 2 21

[ ] ;
2 2( ) 2

b b

aa

dx x b a a b
M X x

b a b a b a

− += = = =
− − −∫
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2 3 2 3 3 2 2
2 ;

3( ) 2 3( ) 3

b b

aa

x dx x x b a b ab a
M X

b a b a b a

− + +  = = = =  − − −∫
2 2 2 2 2

2 2 ( ) 2
[ ] ( )

3 4 12
x

b ab a a b b ab a
D X M X m

+ + + − + = − = − = = 
2( )

; [ ] .
12 2 3

b a b a
X

− −= σ =

Äëÿ áîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè-

ìåíÿþò òàêæå âåëè÷èíû 3( )
x

M X m −   è 4( ) .
x

M X m −   ×èñëî

3

3

( )x

x

x

M X m

S

 − =
σ

 íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè. Åñëè

ãðàôèê ôóíêöèè ρ(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = mx, òî
Sx = 0. Ïîýòîìó âåëè÷èíà Sx õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåñèììåòðè÷íî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. ×èñëî

4

4

( )
3

x

x

x

M X m

E

 − = −
σ

 íàçûâàþò ýêñöåññîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 
4

4

( )
3.

x

x

M X m −  =
σ

Ïîýòîìó ýêñöåññ ÷èñëåííî õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü îòëè÷èÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îò íîðìàëüíîãî.

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà
èíòåðâàëå (2,6). Íàéäèòå: à) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x); á) ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x); â) M[X]; ã) D[X]; ä) P(3 < X < 5);
å) P(−2 < X < 3); æ) P(3 < X < 10); ç) P(1 < X < 8); è) ïîñòðîéòå ãðàôè-
êè ôóíêöèé ρ(x) è F(x).

Îòâåò: à) 

0, ,

( ) 0,25, 2 6,

0, 6;

x a

x x

x

≤
ρ = < <
 >

á) 

0, 2,

( ) 0,25( 2), 2 6,

1, 6;

x

F x x x

x

≤
= − < ≤
 >

â) 4; ã) 4 3;  ä) 0,5; å) 0,25; æ) 0,75; ç) 1.
2. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîêàçàòåëüíî-

ìó çàêîíó 
22  0,

( )
ïðè

0 ïðè  0.

x
e x

x

x

− ≥ρ = 
 <

 Íàéäèòå: à) F(x); á) mx; â) Dx;

ã) (0 2);P X< <  ä) ( 1 1).P X− < <
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Îòâåò: à) 
2

0, åñëè 0,
( )

1 , åñëè 0;x

x
F x

e x
−

≤= 
− >

 á) 0,5; â) 0,25; ã) 1 − e
−4;

ä) 1 − e
−2.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

0, åñëè 1,

, åñëè 1 2,

( ) 1
1, åñëè 2 4,

4

0, åñëè 4.

x

A x

x
x x

x

<
 ≤ ≤ρ = − + < ≤


>
Íàéäèòå: à) êîíñòàíòó A; á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x); â) mx;

ã) Dx; ä) (1,5 3);P X< <  å) ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé ρ(x) è F(x).

Îòâåò: à) 0,5; á) 
2

0, åñëè 1,

0,5 0,5, åñëè   1 2,
( )

0,125 1, åñëè 2 4,

1, åñëè 4;

x

x x
F x

x x x

x

≤
 − < ≤= 

− + − < ≤
 >

â) 25 12;  ã) 71 144;  ä) 5 8.

5.7. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçû-
âàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

2

2

( )

2
1

( ) , const, const.
2

x a

x e a

−−
σρ = = σ =

σ π
(5.23)

Ðàñïðåäåëåíèå (5.23) òàêæå áóäåì íàçûâàòü íîðìàëüíûì. Íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � a è σ.
Êðàòêî ýòîò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ( )2

, .N a σ

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî 
2

2 ,
t

e dt

+∞
−

−∞

= π∫
ìîæíî íàéòè:

[ ],a M X=  2 [ ],D Xσ =  3( ) 0,
x

M X m − =   4 4( ) 3 .
x

M X m − = σ 
Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè Sx è ýêñöåññ Ex ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàñïðåäåëåíèè ( )2
,N a σ  ïàðàìåòð a ðàâåí ìàòåìà-

òè÷åñêîìó îæèäàíèþ, à σ2 � äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Åñëè
a è σ ïðîèçâîëüíû, òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò îáùèì,
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åñëè æå a = 0, σ = 1, òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò íîðìèðî-
âàííûì. Îò îáùåãî ê íîðìèðîâàííîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

ìîæíî ïåðåéòè çàìåíîé .
x a

u
−=
σ

 Òàê êàê [ ] 0, [ ] 1,M u u= σ =  òî

2 21
( ) .

2

u
u e

−ρ =
π

 Äëÿ ôóíêöèè ρ(u) ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû

(ñì. ïðèëîæåíèå À).
Ôóíêöèÿ

2 2( ) 2( )
x

z a
F x e dz

− − σ

−∞

= ∫ (5.24)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé âåëè÷èíû X.

Åñëè a = 0, σ = 1, òî 
2 2

0

1
( ) .

2

x

z
F x e dz

−

−∞

=
π ∫

Åñëè â èíòåãðàëå (5.24) ñäåëàòü çàìåíó ( ) ,u z a= − σ  òî ïîëó÷èì

0( ) .
x a

F x F
− =  σ 

 Ôóíêöèÿ F0(x) òàêæå òàáóëèðîâàíà. Ãðàôèê ôóíê-

öèè 
2 2( ) 21

( )
2

x a
x e

− − σρ =
σ π

 íàçûâàþò íîðìàëüíîé êðèâîé. Òàê êàê

lim ( ) 0,
x

x
→±∞

ρ =  òî îñü Ox ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé. Êðè-

âàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a.

 

a � �  a � �  

1

2� �

 

y  

x  O  a  

Íàõîäèì:

2 2 2 2
2

( ) 2 ( ) 2

3 3 2

( ) 1 ( )
( ) , ( ) 1 .

2 2

x a x ax a x a
x e x e

− − σ − − σ − −′ ′′ρ = ρ = − 
σ π σ π σ  

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ýê-

ñòðåìóìà x = a, â êîòîðîé ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
1

( ) .
2

aρ =
σ π
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Â òî÷êàõ 1,2x a= ± σ  íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò ïåðåãèáû. Ïðè óâåëè-
÷åíèè ïàðàìåòðà a ãðàôèê ρ(x) ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, íå èçìåíÿÿ ñâîåé
ôîðìû. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà σ âåäåò ê èçìåíåíèþ ôîðìû êðèâîé.
×åì ìåíüøå σ, òåì êðèâàÿ êðó÷å. Ïðè óâåëè÷åíèè σ êðèâàÿ ðàñ-
ïðÿìëÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîãîé.

Âû÷èñëèì ( )P Xα < < β  è ( )P x a− < δ  äëÿ íîðìàëüíîé âåëè÷èíû.
Ïî ôîðìóëå (5.12) íàõîäèì

2 2( ) 21
( ) .

2

x a
P X e dx

β
− − σ

α

α < < β =
σ π ∫ (5.25)

Äàííûé èíòåãðàë â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå âûðàæàåòñÿ.
Åãî âû÷èñëåíèå ñâîäÿò ê òàáóëèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàïëàñà

2 2

0

1
( )

2

x

t
x e dt

−Φ =
π ∫  ïóòåì çàìåíû , ,

x a
u x u a

−= = σ +
σ

 .dx du= σ  Îñó-

ùåñòâèâ â èíòåãðàëå (5.25) ýòó çàìåíó, ïîëó÷èì ( )P Xα < < β =

2
( )

2

( )

1
.

2

a

u

a

e du

β− σ
−

α− σ

=
π ∫  Îòñþäà è èç ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

ñëåäóåò:

( ) .
a a

P X
β − α −   α < < β = Φ − Φ   σ σ   

(5.26)

Çàìåòèì, ÷òî ( ) ( ),x xΦ − = −Φ −  ò.å. ôóíêöèÿ Ëàïëàñà íå÷åòíà.

Ïð è ì åð 1. Äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(1,4). Íàéòè (2 3).P X< <
Ðåøåíèå: ïî ôîðìóëå (5.26) ïðè 2, 3, 1, 2aα = β = = σ =  ïîëó÷àåì

(2 3) (1) (0,5).P X< < = Φ − Φ  Ïî òàáëèöå äëÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà (ïðèëî-

æåíèå Á) íàõîäèì (1) 0,3413;Φ =  (0,5) 0,1915.Φ = Îòñþäà (2 3)P X< < =
0,3413 0,1915 0,1498.= − =

Ïóñòü δ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü
( )P x a− < δ  òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X îòêëîíèòñÿ îò ñâîåãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà âåëè÷èíó, ìåíüøóþ δ. Òàê êàê

( ) ( ),P x a P a X a− < δ = − δ < < + δ  òî ïî ôîðìóëå (5.26) ïîëó÷àåì

( ) 2 .P x a
δ δ δ     − < δ = Φ − Φ − = Φ     σ σ σ     

(5.27)

Ïóñòü δ = 3σ, òîãäà èç (5.27) ñëåäóåò, ÷òî ( )3 2 (3).P x a− < σ = Φ
Ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà íàõîäèì (3) 0,49865.Φ =
Ïîýòîìó ( )3 2 0,49865 0,9973,P x a− < σ = ⋅ =  ò.å. ñîáûòèå ( )3P x a− < σ
ïî÷òè äîñòîâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîðìàëüíàÿ
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ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà÷åíèå âíå èíòåðâàëà ( 3 , 3 )a a− σ + σ ,
ðàâíà âñåãî 0,0027. Òàêîå ñîáûòèå â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæ-
íûõ çàäà÷ ñ÷èòàþò íåâîçìîæíûì, ò.å. ïîëàãàþò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàñïîëîæåíû â èíòåðâàëå
( 3 , 3 ).a a− σ + σ

Ïð è ìåð 2. Ïðîèçâîäèòñÿ âçâåøèâàíèå íåêîòîðîãî âåùåñòâà áåç
ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê. Ñëó÷àéíûå îøèáêè X âçâåøèâàíèÿ ïîä÷è-
íåíû íîðìàëüíîìó çàêîíó ñî ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì
σ = 20 ã. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçâåøèâàíèå áóäåò ïðîèçâåäåíî
ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 10 ã.

Ðåøåíèå: òàê êàê ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè îòñóòñòâóþò, òî
[ ] 0.M X =  Ïî ôîðìóëå (5.27), â êîòîðîé íóæíî ïîëîæèòü δ = 10 ã,

σ = 20 ã, íàõîäèì ( ) 10
10 2 2 (0,5).

20
P x

 < = Φ = Φ  
 Ïî òàáëèöå çíà÷å-

íèé ôóíêöèè Ëàïëàñà (0,5) 0,1915,Φ =  ïîýòîìó ( )10 2 0,1915P x < = ⋅ =
0,383.=

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà:

à) 
2( 2) 321

( ) ;
4 2

x
x e

− −ρ =
π

 á) 
2( 5) 21

( ) .
2

x
x e

− −ρ =
π

 Íàéäèòå ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ âåëè÷èíû X.
Îòâåò: à) 2; 16; á) 5; 1.
2. Äàíà íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(5,9). Íàéäèòå:

à) (1 2);P X≤ ≤  á) (2 4);P X≤ ≤  â) ( )5 3 ;P x − <
ã) ( )5 2 ;P x − <  ä) ( )1 ;P x <  å) ( )3 .P x <
Îòâåò: à) 0,0686; á) 0,2120; â) 0,6826; ã) 0,2454; ä) 0,0673;

å) 0,2476.

5.8. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Â ïîäðàçä. 5.4 ìû óæå ðàññìîòðåëè ïîíÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x,y) ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (X,Y) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

, ,x y xyF F F′ ′ ′′  â íåêîòîðîé òî÷êå (x,y). Äàäèì çíà÷åíèÿì x è y ïðèðàùå-
íèÿ ∆x è ∆y. Ïðåäåë
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0
0

( , )
( , ) lim ,

x
y

P x X x x y Y y y
x y

x y∆ →
∆ →

≤ < + ∆ ≤ < + ∆ρ =
∆ ∆

åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñèñòåìû (X,Y). Ïîëàãàÿ x1 = x, x2 = x + ∆x, y1 = y, y2 = y + ∆y, ïî
ñâîéñòâó 5 ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ïîäðàçä. 5.4), ïîëó÷àåì

[ ]{
0
0

1
( , ) lim ( , ) (

x
y

x y F x x y y F x y
x y∆ →

∆ →

ρ = + ∆ + ∆ − + ∆ −
∆ ∆

[ ]}( , ) ( , ) .F x y y F x y− + ∆ −
Ïðèìåíÿÿ ê äâóì ðàçíîñòÿì ôîðìóëó (2.21) î êîíå÷íûõ ïðèðà-

ùåíèÿõ, à çàòåì ýòó æå ôîðìóëó ê ïîëó÷åííîé ðàçíîñòè, íàõîäèì

2 ( , )
( , ) .

F x y
x y

x y

∂ρ =
∂ ∂

Îòìåòèì ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x,y), êîòîðûå ñëå-
äóþò èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x,y) è îïðåäåëåíèÿ ρ(x,y).

1. ( , ) 0.x yρ ≥
2. Åñëè ρ(x,y) íåïðåðûâíà â òî÷êå (x,y) è åå îêðåñòíîñòè, òî

( , ) ( , ) ,P x X x x y Y y y x y≤ < + ∆ ≤ < + ∆ = ρ ξ η ∆ ∆  ãäå (ξ,η) � íåêîòîðàÿ òî÷-
êà èç îêðåñòíîñòè òî÷êè (x,y).

3. Åñëè ôóíêöèÿ ρ(x,y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè D, òî

[ ]( , ) ( , ) .

D

P x y D x y dxdy∈ = ρ∫∫ (5.28)

4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( , ) ( , ) .

yx

F x y x y dxdy
−∞ −∞

= ρ∫ ∫ (5.29)

Ñîîòíîøåíèå (5.29) åñòü ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (5.28), åñëè â êà÷å-
ñòâå D âçÿòü îáëàñòü ( , ).X x Y y−∞ < < − ∞ < <

5. Óñëîâèå íîðìèðîâêè

( , ) 1,x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

ρ =∫ ∫ (5.30)

òàê êàê ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ.
6. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

2

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) .

x

y

F x x y dy dx

F y x y dx dy

+∞

−∞ −∞

+∞

−∞ −∞

 
= ρ  

   


  
= ρ  

    

∫ ∫

∫ ∫
(5.31)
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Çäåñü F1(x) è F2(y) � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y.
Ýòè ðàâåíñòâà â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ρ(x,y) ñëåäóþò èç ôîð-
ìóëû (5.28), åñëè â êà÷åñòâå D âçÿòü ( ),X x Y−∞ < < − ∞ < < +∞  èëè

( ),x Y y−∞ < < + ∞ − ∞ < <  ñîîòâåòñòâåííî.
7. Ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

1 2( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,x x y dy y x y dx
+∞ +∞

−∞ −∞

ρ = ρ ρ = ρ∫ ∫  (5.32)

ãäå ρ1(x) è ρ2(y) � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y. Ýòè
ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåãðàëîâ (5.31) ïî ïå-
ðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó (ñì. òåîðåìó 1 èç ïîäðàçä. 3.4).

8. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî ( , )x yρ =

1 2( ) ( ),x y= ρ ρ  è îáðàòíî, åñëè 1 2( , ) ( ) ( ),x y x yρ = ρ ρ  òî ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû X è Y íåçàâèñèìû.

9. Äëÿ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óñëîâ-
íûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )x yρ  è ( ) :y xρ

( ) ( )
2 1

( , ) ( , )
, ,

( ) ( )

x y x y
x y y x

y x

ρ ρρ = ρ =
ρ ρ

(5.33)

òîãäà

( ) ( )2 1( , ) ( ) , ( , ) ( ) .x y y x y x y x y xρ = ρ ρ ρ = ρ ρ (5.34)
Ñîîòíîøåíèÿ (5.34) íàçûâàþò ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ïëîòíîñòåé

ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ( )y xρ  îçíà-

÷àåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíÿëà çíà÷åíèå x.

10. Çíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x,y) ñèñòåìû, ìîæíî íàéòè
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Z = ϕ(X,Y), ÿâëÿþùåéñÿ ôóíê-
öèåé ñëó÷àéíûõ àðãóìåíòîâ X è Y. Ñíà÷àëà íàõîäèì ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ F(z), ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèé ïðèåì: ( ) ( )F z P Z z= < =

( )( , ) ( , ) ,

D

P x y z x y dxdy= ϕ < = ρ∫∫  ãäå îáëàñòü D ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê ïëîñ-

êîñòè xOy, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ( , ) .x y zϕ <  Íàéäÿ

F(z), ëåãêî íàéòè ( ) ( ).z F z′ρ =

Ïð è ìåð 1. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y) çàäàíà ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ

1 4 4 4 , 0, 0,
( , )

0, 0 è 0.

åñëè

åñëè ëè

x y x y x y
F x y

x y

− − − − − − + ≥ ≥= 
< <

Íàéòè ρ(x,y).
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Ðåøåíèå: òàê êàê ôóíêöèÿ F(x,y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, òî ( , ) .xyx y F ′′ρ =  Ïîýòîìó

24 ln 4, 0, 0,
( , )

0, 0 0.

åñëè

åñëè èëè

x y
x y

x y
x y

− − ≥ ≥ρ = 
< <

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äâóìåðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

, ( , ) ( const),
( , )

0, ( , ) .

åñëè

åñëè

C x y D C
x y

x y D

∈ =
ρ =  ∉

Ïî óñëîâèþ íîðìèðîâêè 1 ,

D

C dxdy C S= =∫∫  ãäå S � ïëîùàäü îá-

ëàñòè D. Ïîýòîìó 
1

.C
S

=

Ï ð è ì å ð 2. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ρ(x,y) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà (0,0), A(1,1), B(1,0). Íàéòè ρ(x,y),
ρ1(x), ρ2(y).

Ðåøåíèå: ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ðàâíî-
ìåðíîå, òî ρ(x,y) = C âíóòðè òðåóãîëüíèêà

è ρ(x,y) = 0 âíå òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê 
1

1,
2

D D

C dxdy C dxdy C= = ⋅ =∫∫ ∫∫  òî

C = 2. Ïîýòîìó 
2, ( , ) ,

( , )
0, ( , ) .

åñëè

åñëè

x y D
x y

x y D

∈
ρ =  ∉

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ1(x) è ρ2(y) íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (5.32).
Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå x. Òîãäà ρ1(x) = 0, åñëè x ≤ 0 ëèáî x ≥ 1. Åñëè

æå 0 < x < 1, òî 1

0

( ) 2 2 ,
x

x dy xρ = =∫  òàê êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ (0,1)

âåëè÷èíà y èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî x, ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ OA èìååò óðàâ-
íåíèå y = x. Çàôèêñèðóåì âåëè÷èíó y. Ïðè y ≤ 0 èëè y ≥ 1 ôóíêöèÿ

ρ2(y) ðàâíà íóëþ. Åñëè 0 < y < 1, òî 
1

2( ) 2 2(1 ),

y

y dx yρ = = −∫  òàê êàê ïðè

ôèêñèðîâàííîì y ∈ (0,1) âåëè÷èíà x èçìåíÿåòñÿ îò y äî 1. Èòàê, ìû
ïîëó÷èëè

1

2 , 0 1,
( )

0  

åñëè

â îñòàëüíû õ òî÷êàõ;

x x
x

≤ ≤
ρ = 


 2

2(1 ), 0 1,
( )

0  

åñëè

â îñòàëüíû õ òî÷êàõ.

y y
y

− ≤ ≤
ρ = 



 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1  O  x  

(1,1)A  

D  

(1,0)B  

y  

1  
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Ïóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z = ϕ(X,Y), ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé
äâóõ ñëó÷àéíûõ àðãóìåíòîâ X è Y. Íàéäåì M[Z]. Åñëè âåëè÷èíû X è
Y äèñêðåòíû è èçâåñòíà ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. çàäàíû âåðîÿòíî-
ñòè ( ), ,ij i jP P X x Y y= = =  òî

( )
,

( ) , .i j ij
i j

M Z x y p= ϕ∑ (5.35)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí (X,Y), ðàñïðåäåëåí-
íóþ â îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x,y). Íàéäåì ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = ϕ(X,Y), íå íàõîäÿ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(z). Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x,y) è ρ(x,y) èíòåã-
ðèðóåìû. Ðàçîáüåì îáëàñòü D íà n ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Di ïëîùàäüþ
∆Si, â êàæäîé èç ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Di âûáåðåì ïî òî÷êå ( , )

i i
ξ η  è

ïîñòðîèì äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z% ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

Z% 1 1( , )ϕ ξ η 2 2( , )ϕ ξ η ... ( , )
n n

ϕ ξ η

P 1 1 1( , ) Sρ ξ η ∆ 2 2 2( , ) Sρ ξ η ∆ ... ( , )
n n n

Sρ ξ η ∆

Âåëè÷èíó 
1

[ ] ( , ) ( , )
n

i i i i i

i

M Z S

=
= ϕ ξ η ρ ξ η ∆∑%  ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñò-

âå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ M[Z]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè λ =
= max 0,

i
S∆ →  ïîëó÷àåì

[ ] ( , ) ( , ) .

D

M Z x y x y dxdy= ϕ ρ∫∫ (5.36)

Åñëè ñèñòåìà (X,Y) çàäàíà íà âñåé ïëîñêîñòè, òî

[ ] ( , ) ( , )M Z x y x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

= ϕ ρ∫ ∫ (5.37)

ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè ýòîãî èíòåãðàëà. Ôîðìóëû (5.36) è (5.37)
ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî àðãóìåíòîâ. Òàê, åñëè ( , , ),U x y z= ϕ

òî [ ] ( , , ) ( , , ) ,

D

M U x y z x y z dxdydz= ϕ ρ∫∫∫  ãäå D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

ñèñòåìû (X,Y,Z).

Ï ð è ì å ð 3. Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X,Y) çàäàíà
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

24 ,

( , )          (0,0), (1,0), (0,1);

0  

åñëè òî÷êà ( , ) ëåæ èò âíóòðè òðåóãîëüíèêà

â îñòàëüíû õ  òî÷êàõ.

xy

x y O A B

x y
ρ = 



Íàéòè [ ].M X Y+
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Ðåøåíèå: ïî ôîðìóëå (5.36) íàõîäèì [ ]M X Y+ =

( )
1 1

2 2

0 0

24 ( ) 24
x

D

x y xydxdy dx x y xy dy
−

= + = + =∫∫ ∫ ∫

( )

1 12 2 3 1
2 2 3

00 0

1 5 1
4 2 3 2

00

24 4 3 (1 ) 2 (1 )
2 3

1 4
4 3 2 4 4 1 1 .

5 5 5

xx y xy
dx x x x x dx

x
x x x dx x x

−    = + = − + − =        
   = − + = − + = − + =       

∫ ∫

∫

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y) çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, îïèñàííîé â ïðèìåðå 3. Íàéäèòå: à) ρ1(x); á) ρ2(y); â) ( );x yρ

ã) ( );y xρ  ä) 
1

,2 .
2

F
 
  

Îòâåò: à) 2
1( ) 12 (1 ) , 0 1;x x x xρ = − < <  á) 

2
2( ) 12 (1 ) , 0 1;y y y yρ = − < <

â) ( )
2

2

(1 )

x
x y

y
ρ =

−
 â òðåóãîëüíèêå OAB; ã) ( )

2

2

(1 )

y
y x

x
ρ =

−
 â òðå-

óãîëüíèêå OAB; ä) 
1

,2 11 16 .
2

F
  =  

2. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

( ) ïðè 0 1,
( , )

0  â îñòàëüíû õ  òî÷êàõ.

C x y y x
x y

+ ≤ ≤ ≤
ρ = 


Íàéäèòå: à) êîíñòàíòó C; á) ( 1).P X Y+ <
Îòâåò: à) 2; á) 1 3.

5.9. Õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x,y) èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ(x,y) äàþò èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû (X,Y). Ïî ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x,y) ìîæíî íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ1(x) è ρ2(y) êàæäîé èç âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, ò.å. ïîëó÷èòü
èõ ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Çíàÿ æå ôóíêöèè ρ1(x) è ρ2(y) â îáùåì
ñëó÷àå íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ρ(x,y). Íóæíî çíàòü äîïîëíè-
òåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èõ ñâÿçè. Íàèáîëåå ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó
ñâÿçè äàþò ëèáî óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x y  è ( ),F y x

 

� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � �

y  

x  

D  

O  

B  1x y� �  

A  
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ëèáî óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )x yρ  è ( ).y xρ  Èíîãäà äîñ-
òàòî÷íû ìåíåå ïîëíûå õàðàêòåðèñòèêè, íî áîëåå ïðîñòî îïðåäåëÿåìûå.
Ê òàêèì îòíîñÿòñÿ óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, èëè ôóíêöèè
ðåãðåññèè îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà äðóãóþ. Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ìû îïðå-
äåëèëè â ïîäðàçä. 5.3. Äëÿ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí ïîëàãàþò:

[ ] ( ) ,M X Y y x x y dx
+∞

−∞

= = ρ∫ (5.38)

[ ] ( ) .M Y X x y y x dy
+∞

−∞

= = ρ∫ (5.39)

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå [ ],M X Y y=  êàê ýòî ñëåäóåò
èç (5.38), åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ψ(y) àðãóìåíòà y. Åå íàçûâàþò ôóí-
êöèåé ðåãðåññèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
Y. Ãðàôèê ôóíêöèè x = ψ(y) íàçûâàþò êðèâîé ðåãðåññèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X íà Y. Ñîîòíîøåíèå (5.39) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ϕ(x), íà-
çûâàåìóþ ôóíêöèåé ðåãðåññèè âåëè÷èíû Y íà X, à åå ãðàôèê íàçû-
âàþò êðèâîé ðåãðåññèè Y íà X.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî êðèâûå ðåãðåñ-
ñèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ â òî÷êå (mx, my), íàçûâàåìîé öåíòðîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòå-
ìû (X,Y).

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè âåëè÷èí X
è Y îäíîé èç âåëè÷èí, êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ óïðàâëÿòü, ò.å. ïðèäà-
âàòü åé îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîëîæèâ X = x1, ïóòåì íåñêîëüêèõ
çàìåðîâ íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Y. Âçÿâ èõ ñðåäíåå çíà-
÷åíèå, ïîëó÷àþò ïðèáëèæåííî âåëè÷èíó [ ]1 ,M Y X x=  ò.å. òî÷êó íà
êðèâîé y = ϕ(x). Ïîëàãàÿ X = x2, x3, ..., xn, ïîëó÷èì íà êðèâîé y = ϕ(x)
n òî÷åê, ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü î ôóíêöèè ðåãðåññèè y = ϕ(x).

Ïð è ì åð 1. Ñèñòåìà (X,Y) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â òðåóãîëü-
íèêå ñ âåðøèíàìè O(0;0), A(2;0), B(2;4), ò.å.

, ;
( , )

0  

åñëè òî÷êà ( , ) ëåæ èò âíóòðè  òðåóãîëüíèêà 

â îñòàëüíû õ  òî÷êàõ.

C OAB
x y

x y
ρ = 


Íàéòè ôóíêöèè ðåãðåññèè y = ϕ(x) è x = ψ(y).

Ðåøåíèå. Òàê êàê 
1

,C
S

=  ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D çíà÷åíèé

ñèñòåìû (X,Y), òî â íàøåì ñëó÷àå 
1

.
4

C =  Çàôèêñèðóåì êàêèì-ëèáî

îáðàçîì X = x â ïðîìåæóòêå [0,2]. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè x âåëè÷èíà Y



159

èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (0,2x). Ïî-

ýòîìó [ ]( )x M Y X xϕ = = =  
0 2

2

x
x

+= =  (ñì. ïðè-

ìåð 6 â ïîäðàçä. 5.6). Ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè y âåëè÷èíû Y èç ïðîìåæóòêà (0,4) âå-
ëè÷èíà X èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî â ïðîìåæóòêå
(0,5y; 4). Ñëåäîâàòåëüíî,

[ ] 0,5 4
( ) 0,25 2.

2

y
y M X Y y y

+ψ = = = = +

Òàêîé ïðîñòîé ñïîñîá îòûñêàíèÿ ôóíêöèé ðåãðåññèè ïðèãîäåí
ëèøü äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (5.38) è (5.39).

Ôóíêöèè ðåãðåññèè õîðîøî õàðàêòåðèçóþò çàâèñèìîñòü îäíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò äðóãîé, íî èõ îòûñêàíèå ñâÿçàíî ñ ãðîìîçä-
êèìè âû÷èñëåíèÿìè. Äëÿ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè çàâèñè-
ìîñòè âåëè÷èíû X è Y èñïîëüçóþò âåëè÷èíó ( )( ) ,x yM X m Y m − − 
íàçûâàåìóþ êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y (îáîçíà÷àåòñÿ
cov(X,Y)). Äëÿ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí

( ) ( )
1 1

cov( , ) ,
n m

i x j y ij
i j

X Y x m y m p
= =

= − −∑ ∑ (5.40)

à äëÿ íåïðåðûâíûõ �

( ) ( )cov( , ) ( , ) .x yX Y x m y m x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − − ρ∫ ∫ (5.41)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.40) è (5.41) ñëåäóþò èç ôîðìóë (5.36) è (5.37),
â êîòîðûõ íàäî ïîëîæèòü ( , ) ( )( ).x yx y x m y mϕ = − −

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì. ïîä-

ðàçä. 5.6), âûðàæåíèå ( ) ( )x yM X m Y m − −   ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
è ïîëó÷èòü

cov( , ) [ ]

[ ] [ ] [ ] ,

x y x y

x y x y x y

X Y M X Y m Y m X m m M X Y

m M Y m M X m m M X Y m m

 = − − + = ⋅ − 
− − + = ⋅ −

ò.å.

cov( , ) [ ] .x yX Y M X Y m m= ⋅ − (5.42)

Ñ ó÷åòîì (5.42) ôîðìóëû (5.40) è (5.41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1 1

cov( , ) ,
n m

i j ij x y
i j

X Y x y p m m
= =

= −∑ ∑ (5.43)

cov( , ) ( , ) .x yX Y xy x y m m
+∞ +∞

−∞ −∞

= ρ −∫ ∫ (5.44)

 

y  

2  O  x  

(2,4)A  

B  

y  

4  

x  
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Òåîðåìà. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî

cov( , ) 0.X Y =
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí. Åñëè ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ρ(x,y) = ρ1(x)ρ2(y) (ñâîéñòâî 8 ôóíêöèè ρ(x,y)),
ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (5.41)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

cov( , ) ( ) ( )

( ) ( )

0.

x y

x y

x y x x y y

X Y x m y m x y dxdy

x m x dx y m y dy

M X m M Y m m m m m

+∞ +∞

−∞ −∞
+∞ +∞

−∞ −∞

= − − ρ ρ =

= − ρ ⋅ − ρ =

  = − ⋅ − = − − =   

∫ ∫

∫ ∫

Çäåñü ïðèìåíåíà ôîðìóëà (5.19), ãäå ( )( ) ,
x

x x mϕ = −  ( )( ) .yy y mϕ = −

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò.å. èç òîãî, ÷òî cov(X,Y) = 0,
íå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí X è Y.

Âåëè÷èíó 
cov( , ) cov( , )

xy
x yx y

X Y X Y
r

D D
= =

σ σ
 íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì

êîððåëÿöèè.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþò êîððåëèðîâàííûìè, åñëè

rxy ≠ 0, è íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè rxy = 0. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû íåçàâèñèìû, òî îíè è íåêîððåëèðîâàííû. Çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ìîãóò áûòü êàê íåêîððåëèðîâàííûìè, òàê è êîððåëèðî-
âàííûìè. Êàê ìû ïîêàæåì â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå, êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü íå ëþáîãî âèäà, à ëèøü òîëü-
êî ëèíåéíóþ.

Ïð è ì åð 2. Äàíà ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ

X
−1 2 3

2 0,1600 0,2300 0,2000

5 0,1500 0,1400 0,1200

Íàéòè cov( , ), .xyX Y r

Ðåøåíèå: ÷òîáû íàéòè ýòè âåëè÷èíû, íóæíî âû÷èñëèòü mx, my,
Dx, Dy. Çàïèñûâàåì ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y (ñì. ïîäðàçä. 5.3):

X −1 2 3 Y 2 5

P 0,3100 0,3700 0,3200 P 0,5900 0,4100

Y
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Íàõîäèì: 1 0,3100 2 0,3700 3 0,3200 1,3900;
x

m = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
2 0,5900 5 0,4100 3,2300;ym = ⋅ + ⋅ =

2
1 0,3100 4 0,3700 9 0,3200 4,6700 4,6700;M X  = ⋅ + ⋅ + ⋅ = = 

24,6700 (1,3900) 4,6700 1,9321 2,7379;
x

D = − = − =
2

4 0,5900 25 0,4100 12,6100;M Y  = ⋅ + ⋅ = 
212,6100 (3,23) 12,6100 10,4329 2,1771.yD = − = − =

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ cov(X,Y) ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (5.43). Ñíà÷àëà
íàõîäèì [ ] 1 2 0,1600 1 5 0,1500 2 2 0,2300 2 5M X Y⋅ = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ×

0,1400 3 2 0,2000 3 5 0,1200 0,3200 0,7500 0,9200

1,400 1,200 1,800 4,2500.

× + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = − − + +
+ + + =

cov( , ) 4,2500 1,3900 3,2300 4,25 4,4897 0,2397;X Y = − ⋅ = − = −

cov( , ) 0,2397 0,2397
, 0,0982.

2,44152,7379 2,1771
xy xy

x y

X Y
r r

D D

− −= = = ≈ −

Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòûðåõ çíàêîâ, òàê
êàê âåðîÿòíîñòè äàíû ñ ýòîé òî÷íîñòüþ. Êàê âèäèì, âåëè÷èíû X è Y
ñëàáî îòðèöàòåëüíî êîððåëèðîâàííû, ò.å. ðîñò îäíîé èç íèõ âûçûâà-
åò ìåäëåííîå óáûâàíèå äðóãîé.

Ïð è ì åð 3. Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñèñòå-
ìû (X,Y):

(const) (2,0), (0,7
( , )

0  

 âíóòðè  òðåóãîëüíèêà ),

â îñòàëüíû õ  òî÷êàõ.

C A B
x y


ρ = 


Íàéòè: à) êîíñòàíòó C; á) ρ1(x); â) ρ2(y); ã) mx; ä) my; å) Dx;

æ) Dy; ç) cov(X,Y); è) rxy.

Ðåøåíèå:
à) òàê êàê äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî, à ïëîùàäü S òðå-

óãîëüíèêà OAB ðàâíà 7, òî 
1 1

;
7

C
S

= =

á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ1(x) âåëè÷è-
íû X íàõîäèì ïî ïåðâîé ôîðìóëå (5.32). Âåëè-
÷èíà X ðàñïðåäåëåíà òîëüêî íà ó÷àñòêå (0,2).
Ïîýòîìó âíå ýòîãî ó÷àñòêà ρ1(x) = 0. Çàôèêñè-
ðóåì êàê-ëèáî x íà (0,2). Ïðè ýòîì çíà÷åíèè x
âåëè÷èíà y èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî íóëÿ, çàòåì
îò 0 äî ïðÿìîé AB, èìåþùåé óðàâíåíèå

7
7,

2
y x= − +  è îò ïðÿìîé AB äî +∞. Ïîñêîëüêó ïåðâûé è òðåòèé

 y  

x  (2,0)A  O  

(0,7)B  

x  
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ó÷àñòêè íàõîäÿòñÿ âíå òðåóãîëüíèêà OAB, òî íà íèõ ρ(x,y) = 0, à ïîòî-

ìó 
( 7 2) 7

1

0

1 1
( ) ( , ) 1

7 2

x

x x y dy dy x

− ++∞

−∞

ρ = ρ = = − +∫ ∫  íà (0,2), âíå (0,2)

ôóíêöèÿ ρ1(x) = 0;

â) àíàëîãè÷íî íàõîäèì: 
2 (2 7)

2

0

1 2 2
( )

7 7 49

y

y dx y

−

ρ = = −∫  ïðè 0 < y < 7,

ρ2(y) = 0 âíå (0,7);

ã) ïî ôîðìóëå (5.15) íàõîäèì 
2 2 3 2

00

1
2 2 6

x

x x x
m x dx

  = − = − =       
∫

8 4 2
2 2 ;

6 3 3
= − = − =

ä) 
7 2 3 7

00

2 2 2 14 7
7 ;

7 49 7 49 3 3 3
y

y y
m y y dy

  = − = − = − =    ⋅   
∫

å) äëÿ îòûñêàíèÿ Dx ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (5.22):
2 2( ) .

x x
D M X m = − 

22 3 4 2
2 2

00

8 2 2 2
1 2 ,

2 3 8 3 3 3 3
x

x x x
M X x dx D

      = − = − = − = = − =           
∫

2 4 2
;

3 9 9
= − =

æ) 
7 3 4 7

2 2

00

2 2 2 2 98 49

7 49 7 3 49 4 3 2

y y
M Y y y dy

    = − = − = − =     ⋅ ⋅   
∫

196 147 49 49 49 49
; ;

6 6 6 9 18
yD

−= = = − =

ç) äëÿ âû÷èñëåíèÿ cov(X,Y) ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (5.44): cov(X,Y) =
1

[ ] . [ ] ,
7

x y

D

M X Y m m M X Y xydxdy= ⋅ − ⋅ = ∫∫  ãäå D � îáëàñòü, ðàñïîëî-

æåííàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà OAB, ïîýòîìó
27(1 2)2 2 2 3

2

0 0 0 0

1 49 7
[ ] 1

7 2 7 2 2 4

x
x x

M X Y x ydy x dx x x dx

−   ⋅ = = − = − + =    ⋅    
∫ ∫ ∫ ∫

2 3 4 2

0

7 7 8 7
2 1 ,

2 2 3 16 2 3 6

x x x   = − + = − + =       

ñëåäîâàòåëüíî, 
7 2 7 7 14 7

cov( , ) ;
6 3 3 6 9 18

X Y = − ⋅ = − = −
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è) 
( ) ( )

cov( , ) 7 18
1 2 .

2 9 49 18
xy

x y

X Y
r

D D

−= = = −
⋅

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíà ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y)

X
1 4 5

2 0,1700 0,2500 0,2000

4 0,1500 0,1300 0,1000

Íàéäèòå: à) ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y; á) mx; â) my; ã) Dx; ä) Dy;
å) cov(X,Y); æ) rxy.

Îòâåò: á) 3,34; â) 2,76; ã) 2,7444; ä) 0,9424; å) −0,1984;
æ) −0,12.

2. Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y)

 (0,0), (7,0), (7, 3),
( , )

0  

âíóòðè  òðåóãîëüíèêà 

â îñòàëüíû õ  òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) C; á) ρ1(x); â) ρ2(y); ã) mx; ä) my; å) Dx; æ) Dy;

ç) cov(X,Y); è) rxy.
Îòâåò: à) 2 21; ã) −1; ä) 1 2; å) 49 18; ç) 7 12;−  è) 1 2.−

5.10. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

[ ] , [ ] [ ], const.M C C M CX CM X C= = =

Òåîðåìà 1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò êîíå÷íûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, òî

[ ] [ ] [ ],M X Y M X M Yα + β = α + β
ãäå α è β � êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ïóñòü ρ(x,y) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y). Òîãäà ïî
ôîðìóëå (5.37), â êîòîðîé íàäî ïîëîæèòü ϕ(x,y) = αx + βy, íàõîäèì

[ ] ( ) ( , ) ( , )M X Y x y x y dxdy x x y dy dx
+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

 
α + β = α + β ρ = α ρ + 

  
∫ ∫ ∫ ∫

1 2( , ) ( ) ( ) [ ] [ ].y x y dx dy x x dx y y dy M X M Y
+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

 
+ βα ρ = α ρ + β ρ = α + β 

  
∫ ∫ ∫ ∫

Y
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Ïðè ýòîì ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëû (5.32) è (5.16).
Òåîðåìà 1 ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ:

1 1

[ ], const.
n n

i i i i i

i i

M X M X

= =

 
α = α α = 

 
∑ ∑

Òåîðåìà 2. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò êîíå÷íûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, òî

[ ] [ ] [ ] cov( , ).M X Y M X M Y X Y⋅ = ⋅ + (5.45)
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (5.42).
Åñëè X è Y íåêîððåëèðîâàííû, òî [ ] [ ] [ ].M X Y M X M Y⋅ = ⋅

2. Ñâîéñòâà äèñïåðñèè. Èç îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè ñëåäóåò, ÷òî
2[ ] 0, [ ] [ ], const.D C D CX C D X C= = =

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íóþ
äèñïåðñèþ, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

[ ] [ ] [ ] 2cov( , ).D X Y D X D Y X Y+ = + + (5.46)

Äîêàæåì ýòî: [ ] ( )2 2
[ ] ( [ ]

x
D X Y M X Y M X Y M X m + = + − + = − +  

( ) ( ) ( )2
2 2cov( , ).y x y x yM Y m M X m Y m D D X Y   + − + − − = + +    

Äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí cov(X,Y) = 0, ïîýòî-
ìó [ ] [ ] [ ].D X Y D X D Y+ = +  Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì [ ] [ ]2

D CX C D X=
è ôîðìóëîé (5.46), ëåãêî ïîëó÷èòü

[ ] [ ] [ ]2 2 2 cov( , )D x y D X D Y X Yα + β = α + β + αβ
è

[ ] (2

1 1 1,

2 cov , .
n n n

i i i i i j i j
i i j i j

D X D X X X
= = = <

 
α = α + α α  

 
∑ ∑ ∑

3. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Äîêàæåì ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, èìåþùèõ êî-
íå÷íóþ äèñïåðñèþ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè rxy íå ïðåâûøàåò ïî
ìîäóëþ åäèíèöó, ò.å. 1 1.xyr− ≤ ≤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèì 

2

1,2[ ]
yx

x y

Y mX m
M Z M

  −− = ± =   σ σ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
2

2 2 2
2

xy x yx

x yx y x

M X mY m X m Y mX m
M

   −− − −−    = + ± = + σ σσ σ σ  



165

( ) ( ) ( )
2

2

2
1 1 2 2(1 ),

y x y

xy xy
x yy

M Y m M X m Y m
r r

 −  − −    + ± = + ± = ±
σ σσ

2 2
 , ,òàê êàê x x y yD Dσ = σ = ( ) ( )22

, ,x x y yM X m D M Y m D  − = − =      

( ) ( ) .x y xy x yM X m Y m r − − = σ σ   Ïîñêîëüêó 1,2[ ] 0,M Z ≥  òî 1 0,xyr± ≥

ñëåäîâàòåëüíî, 1.xyr ≤  Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ñâÿçàíû ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ ,Y aX b+ +  ãäå a è b � êîíñòàíòû, òî

1,  0,

1,  0.

åñëè

åñëè
xy

a
r

a

>
= − <

Äîêàæåì ýòî. Ïî ñâîéñòâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
[ ] ,y xm M aX b am b= + = +  ïîýòîìó Y − my = aX + b − amx − b = a(X − mx),

2
.y xD a D=  Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )
( ) ( )2 2

cov( , )

,

x y

x x x

X Y M X m Y m

M a X m aM X m aD

 = − − = 
   = − = − =      

2

cov( , )
1,x

xy

x y x x

aDX Y a
r

aD D a D D
= = = = ±

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Âåðíà è îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñëè 1,xyr = ±  òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X è Y ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíó rxy
ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëîâîé ìåðîé ñòåïåíè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y.

×àñòî çàâèñèìîñòü ìåæäó X è Y èùóò ïðèáëèæåííî êàê ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ Y = aX + b. Ïàðàìåòðû a è b îïðåäåëÿþò ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, òðåáóÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ 2( , ) ( )F a b M Y ax b = − − 
áûëà íàèìåíüøåé. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ôóíêöèþ q(X) = ax + b
íàçûâàþò ëèíåéíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèåé âåëè÷èíû Y

íà X. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ( )( ) .x
y xy x

y

q X m r X m
σ

= + −
σ

 Ïðè ýòîì àáñî-

ëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâåíñòâà Y = ax + b ðàâíà ( )2 2
1 .y xyr∆ = σ −  Îøèá-

êà òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå âåëè÷èíà xyr  ê åäèíèöå.
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5.11. Ïîíÿòèå î âûáîðî÷íîì ìåòîäå
â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ
ÿâëåíèé, ïðè ýòîì ñàìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé,
ò.å. åñëè èçó÷àåòñÿ íåêîòîðîå ñîáûòèå A,òî èçâåñòíà åãî âåðîÿòíîñòü
P(A) èëè åå íåòðóäíî íàéòè. Åñëè ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X,
òî ëèáî èçâåñòåí çàêîí åå ðàñïðåäåëåíèÿ â êàêîé-íèáóäü ôîðìå, ëèáî
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü íàéòè ýòîò çàêîí. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòè
õàðàêòåðèñòèêè, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû, íî èìåþòñÿ íåêîòîðûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ñîáûòèè èëè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå. Òðå-
áóåòñÿ íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùóþ âåðîÿòíîñò-
íóþ ìîäåëü. Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé
íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ � îñíîâíàÿ çàäà÷à ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îáøèðíîãî ðàçäåëà ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òèêè.

Îäíèì  èç âàæíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ
âûáîðî÷íûé ìåòîä. Ïóñòü òðåáóåòñÿ èçó÷èòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X,
ðàñïðåäåëåííóþ ïî íåêîòîðîìó íåèçâåñòíîìó íàì çàêîíó A. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàþò ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòüþ A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîèçâî-
äèòü íàä âåëè÷èíîé X ëþáîå ÷èñëî îïûòîâ (èçìåðåíèé) è ïîëó÷àòü
ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé

1 2, ,...,
n

x x x (5.47)
êàê ðåçóëüòàò n íàáëþäåíèé. Ñðåäè ÷èñåë (5.47) ìîãóò áûòü è ðàâ-
íûå.

Ìíîæåñòâî { }1 2, ,...,
n

x x x  îòäåëüíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó A, íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé îáúåìà n
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè A.

Íàïðèìåð, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ðîñò ñòóäåíòîâ-ìóæ÷èí
â äàííîé àóäèòîðèè. Èñõîäÿ èç çäðàâîãî ñìûñëà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà â ïðîìåæóòêå (140,210) (ðîñò âûðàæåí
â ñàíòèìåòðàõ). Òîãäà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë
(140,210). Îòîáðàâ 5 ñòóäåíòîâ è èçìåðèâ èõ ðîñò, ïîëó÷èì âûáîðêó,
íàïðèìåð, (179, 168, 187, 180, 190) îáúåìà 5.

×èñëà xi íàçûâàþò ýëåìåíòàìè âûáîðêè èëè âàðèàíòàìè.
Èòàê, â ðåçóëüòàòå n ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíà âûáîðêà (5.47). Åñëè

ïðåäïðèíÿòü äðóãóþ ñåðèþ n ýêñïåðèìåíòîâ, òî, êàê ïðàâèëî, ïîëó-
÷èì äðóãóþ âûáîðêó { }1 2, ,..., .

n
x x x′ ′ ′  Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ

âûáîðîê îáúåìà n èç äàííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1 2, ,..., .
n

X X X (5.48)



167

Âûáîðêà (5.47) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé n-
ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (5.48). Îáû÷íî ñèñòåìó (5.48) è åå êîíê-
ðåòíóþ ðåàëèçàöèþ (5.47) îáîçíà÷àþò îäèíàêîâî â âèäå (5.47).

×òîáû ïî âûáîðêå ìîæíî áûëî äîñòàòî÷íî ïîëíî ñóäèòü î ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå X, ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ äîëæíî áûòü îðãàíè-
çîâàíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýêñïåðèìåíòû
íåçàâèñèìû è íå èçìåíÿþò õàðàêòåðà èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî  ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ñèñòåìå (5.48) íåçàâè-
ñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî òîìó æå çàêîíó A, ÷òî è èçó÷àåìàÿ âåëè÷è-
íà X.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî
çíà÷åíèé, òî óñëîâèþ íåçàâèñèìîñòè è ïîñòîÿíñòâà ðàñïðåäåëåíèé
óäîâëåòâîðÿþò ëèøü âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì, êîãäà îáñëåäóåìûå
îáúåêòû â ïðåäûäóùåì ýêñïåðèìåíòå âîçâðàùàþòñÿ â èçó÷àåìóþ ñî-
âîêóïíîñòü.

Âûáîðêà (5.47) ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé ôîðìîé çàïèñè ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî ìàòåðèàëà. Åãî ìîæíî îáðàáîòàòü ïî-ðàçíîìó äëÿ óäîáñòâà
äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Åñëè âûáîðî÷íûå äàííûå (5.47) ðàñïîëîæèòü
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ 1

1 2, ,..., ,
n

x x x′ ′  1 2 ... ,
n

x x x′ ′ ′≤ ≤ ≤  òî ïîëó÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì.

Ðàçíîñòü 
1n

x x′ ′−  ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ýëåìåí-
òàìè âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ðàçìàõîì âûáîðêè.

Ïóñòü â âûáîðêå îáúåìà n îäíî è òî æå ÷èñëî xi âñòðå÷àåòñÿ ni
ðàç. ×èñëî ni íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ÷àñòîòîé ýëåìåíòà xi, à îòíî-

øåíèå i

i

n
w

n
=  � åãî îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé. Ìû ïîëó÷èëè äâå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ÷èñåë ( , )
i i

x n  è ( , ).
i i

x w  Ïåðâóþ èç íèõ íàçûâà-
þò ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì àáñîëþòíûõ ÷àñòîò, à âòîðóþ � ñòàòèñòè-
÷åñêèì ðÿäîì îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Ñòàòèñòè÷åñêèå ðÿäû îáû÷íî
çàïèñûâàþò â âèäå òàáëèö, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðûõ ðàñïîëàãàþò
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû âûáîðêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à âî âòîðîé �
ñîîòâåòñòâóþùèå àáñîëþòíûå èëè îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ, ò.å. â âèäå

xi 1
x′

2
x′ ...

m
x′

ni n1 n2 ... nm

xi 1
x′

2
x′ ...

m
x′

wi w1 w2 ... wm

Çäåñü 1 2 1 2... , ... .
m m

x x x n n n n′ ′ ′< < < + + + =

(5.49)

(5.50)
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Ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ñòðîÿò ãðóïïèðîâàííûé ñòàòèñòè-
÷åñêèé ðÿä. Äëÿ ýòîãî èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû âûáîðêè,
äåëÿò íà K ðàâíûõ (èíîãäà íåðàâíûõ) ÷àñòè÷íûõ èíòåðâàëîâ, ýòè
èíòåðâàëû íóìåðóþò è ïîäñ÷èòûâàþò ÷èñëà 

i
n

∗  ýëåìåíòîâ âûáîðêè,
ïîïàâøèõ â i-é èíòåðâàë, ïðè ýòîì ýëåìåíò, ñîâïàäàþùèé ñ âåðõíåé
ãðàíèöåé èíòåðâàëà, îòíîñÿò ê ïîñëåäóþùåìó èíòåðâàëó. Îáîçíà÷àÿ
÷åðåç 

i
x

∗  ñåðåäèíó i-ãî èíòåðâàëà, ïîëó÷àþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïàð ( ),
i i

x n
∗ ∗  è , ,i

i

n
x

n

∗
∗ 

   
 íàçûâàåìûå ãðóïïèðîâàííûìè ðÿäàìè àáñî-

ëþòíûõ èëè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Ýòè ðÿäû îáû÷íî òàêæå çàïèñû-
âàþò â âèäå òàáëèö:

i
x

∗
1

x
∗

2
x

∗ ...
k

x
∗

i
n

∗
1

n
∗

2
n

∗ ...
k

n
∗

i
x

∗
1

x
∗

2
x

∗ ...
k

x
∗

i

i

n
w

n

∗
= 1

n

n

∗
2

n

n

∗
... k

n

n

∗

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íîãî ðîäà ãðàôè÷å-
ñêèå ïîñòðîåíèÿ, îòðàæàþùèå òå èëè èíûå îñîáåííîñòè âûáîðêè.
Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Ïîëèãîí àáñîëþòíûõ ÷àñòîò � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
( , ).

i i i
M x n

2. Ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â òî÷-

êàõ , .i

i i

n
M x

n

 
 
 

Ïîëèãîíû ÷àñòîò ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ðÿäû (5.49) è (5.50).
3. Ãèñòîãðàììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò � ñòóïåí÷àòàÿ ôèãóðà, ñî-

ñòîÿùàÿ èç K ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ÷àñòè÷íûå èíòåð-

âàëû. Ïëîùàäü i-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëàãàþò ðàâíîé ,i
n

n

∗
 ãäå 

i
n

∗  �

÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â i-é ÷àñòè÷íûé èíòåðâàë. Ãèñ-
òîãðàììà ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè ðÿäà (5.52). Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ãèñòîãðàììà äàåò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îá åå
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X èñïîëüçóåòñÿ âñå ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé. Òàêèå õàðàêòåðèñ-

(5.51)

(5.52)
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òèêè íàçûâàþò òåîðåòè÷åñêèìè. Õàðàêòåðèñòèêè, ïîñòðîåííûå íà îñ-
íîâå âûáîðî÷íûõ äàííûõ, íàçûâàþò ýìïèðè÷åñêèìè èëè âûáîðî÷íû-
ìè.

Ïóñòü èìååì âûáîðêó x1, x2, ..., xn. Ôóíêöèÿ ( ) ,x
n

F x
n

∗ =  ãäå

nx � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ìåíüøèõ x; n � îáúåì âûáîðêè,
íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âûáîðêè.

Îòëè÷èå òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) îò ýìïèðè-
÷åñêîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî F(x) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
X < x, à ( )F x

∗  îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ýòîãî æå ñîáûòèÿ.
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêîé äëÿ
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ
(5.50). Ïîýòîìó ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò âñå-
ìè ñâîéñòâàìè òåîðåòè÷åñêîé.

Íà îñíîâàíèè ðÿäà (5.52) îïðåäåëÿþò òàêæå âûáîðî÷íûå ÷èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè: âûáîðî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

1

â

n

i

i

x

m
n

==
∑

 è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ 

2
â

1
â

( )

.

n

i

i

x m

D
n

=
−

=
∑

 Äîêàçàíî, ÷òî

âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèáëèæàþòñÿ ê òåîðåòè÷åñêèì ñ óâå-
ëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ðåøàþò ìíîãèå âàæíûå çàäà÷è äëÿ
ïðàêòèêè, íî âñå îíè áàçèðóþòñÿ íà âûáîðî÷íûõ, ò.å. ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ.
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Êîíòðîëüíûå ðàáîòû

Î ñàìîêîíòðîëå ïðè âûïîëíåíèè ðàáîò

Ñòóäåíòû, êîòîðûå èìåþò óñòðîéñòâî «Ñèìâîë», ìîãóò âûïîëíÿòü
ðàáîòû â ðåæèìå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ñàìîêîíòðîëÿ. Êàê îñóùåñòâ-
ëÿòü ñàìîêîíòðîëü, îáúÿñíåíî â èíñòðóêöèè, ïðèëàãàåìîé ê ïðèáî-
ðó. Ôîðìà çàïèñè îòâåòà, ââîäèìîãî â óñòðîéñòâî, óêàçàíà â ôîðìó-
ëèðîâêàõ çàäà÷. Ïðè ââîäå ÷èñëîâûõ îòâåòîâ, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî,
íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

à) âñå íåöåëûå ÷èñëà ââîäèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, îòäåëÿÿ
öåëóþ ÷àñòü îò äðîáíîé çàïÿòîé, à íå òî÷êîé;

á) ïîñëå çàïÿòîé çàïèñûâàòü äâà çíàêà, ïðîèçâîäÿ îêðóãëåíèå ñ
òî÷íîñòüþ äî 0,01. Íàïðèìåð, îêðóãëèâ äî 0,01 ÷èñëî 11,999, ïîëó-
÷èì 12,00. Â òàêîì âèäå ýòî ÷èñëî è ââîäèòñÿ â óñòðîéñòâî.
Ïî ýòîìó ïðàâèëó, íàïðèìåð, ÷èñëî 0,001 íóæíî ââîäèòü â âèäå 0,00
(â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì îêðóãëåíèÿ), à íå ïðîñòî 0;

â) öåëûå ÷èñëà, åñëè îïåðàöèÿ îêðóãëåíèÿ íå ïðîèçâîäèëàñü, ââî-
äÿòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ çàïÿòîé.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ¹ 3

Çàäà÷à 1

1.1 (Ï11.ÐÏ). Äàíà ôóíêöèÿ = − −2( ) 9 4 6.f x x x  Äîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ f(−6x − 1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå f(−6x − 1) =
= Ax2 + Bx + C. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò A, B, C. Â îòâåò ââåäèòå
ñíà÷àëà çíà÷åíèå A, çàòåì B è C.

1.2 (ÒÒ2.ÐÏ). Íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè
f(x) = 8x2

 − 56x − 144 ñ îñüþ Ox. Â îòâåò ââåäèòå ñíà÷àëà ìåíüøåå
çíà÷åíèå x, à çàòåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé áîëüøåå.

1.3 (403.ÐÏ). Ôóíêöèÿ f : X ⊂ R → Y⊂ R âèäà 
8 6

( )
6 4

x
f x

x

− +=
− −

 íà-

çûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ [ ]= ( )y f f x  òàê-

æå äðîáíî-ëèíåéíàÿ, ò.å. èìååò âèä [ ] +=
+

( ) .
Ax B

f f x
C x D

 Â îòâåò ââåäèòå

ñíà÷àëà çíà÷åíèå B, à çàòåì çíà÷åíèå Ñ.
1.4 (754.ÐÏ). Äàíû äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè: f1(x) = −7x − 5 è f2(x) =

= −4x + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ [ ]= 2 1( ) ( )f x f f x  òàêæå ëèíåéíà, ò.å.
èìååò âèä f(x) = Ax + B.

Â îòâåò ââåäèòå ñíà÷àëà çíà÷åíèå A, à çàòåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿ-
òîé çíà÷åíèå B.
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1.5 (ÁÁ5.ÐÏ). Äàíû äâå ôóíêöèè: 
+=
+1

6 6
( )

5 7

x
f x

x
 è − −=

− −2

3 5
( ) ,

4 1

x
f x

x

íàçûâàåìûå äðîáíî-ëèíåéíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

[ ]= 1 2( ) ( )f x f f x  òàêæå äðîáíî-ëèíåéíàÿ, ò.å. èìååò âèä 
+=
+

( ) .
Ax B

f x
C x D

Â îòâåò ââåäèòå ñíà÷àëà çíà÷åíèå A, à çàòåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿ-
òîé çíà÷åíèå D.

1.6 (Á06.ÐÏ). Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : X ⊂ R → Y⊂ R èçâåñòíî,
÷òî f(−4x − 2) = −48x2

 − 36x. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå f(x) = Ax2

 + Bx + C. Â îòâåò ââåäèòå çíà÷åíèå A, B,
C, ðàçäåëèâ èõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

1.7 (8Á7.ÐÏ). Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : X ⊂ R → Y⊂ R èçâåñòíî,
÷òî f(8x − 2) = −16x − 2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå f(x) = Ax + B. Â îòâåò ââåäèòå ÷èñëà À è Â, ðàçäåëèâ
èõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

1.8 (268.ÐÏ). Ôóíêöèþ f(x) = Ax + B íàçûâàþò ëèíåéíîé. Íàéäè-
òå êîýôôèöèåíòû À è Â, åñëè èçâåñòíî, ÷òî f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
−99 ïðè x = 9, à ïðè x = 18 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −108. Â îòâåò ââåäèòå
ñíà÷àëà çíà÷åíèå À, çàòåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé çíà÷åíèå Â.

1.9 (Ï79.ÐÏ). Äàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = −10x + 109. Íàéäèòå
çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 16 è â òî÷êå x = −1. Â îòâåò ââåäè-
òå çíà÷åíèå â òî÷êå x = 16, à çàòåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé çíà÷åíèå â
òî÷êå x = −1.

1.10 (930.ÐÏ). Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = 3x2
 − 4x + 1. Äîêàæèòå, ÷òî

ôóíêöèÿ f(2x − 8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå f(2x − 8) = Ax2
 +

+ Bx + C. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò À, Â, Ñ. Â îòâåò ââåäèòå çíà÷å-
íèÿ À, Â, Ñ, ðàçäåëèâ èõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

1.11 (88À). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x
2
 − 4x + 20 îãðàíè÷åíà

ñíèçó. Óêàæèòå åå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

1.12 (44À). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ =
− +2

12
( )

6 13
f x

x x

 îãðàíè-

÷åíà ñâåðõó. Íàéäèòå åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
1.13 (4ÀÏ.ÐÏ). Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè f(x) = 12sinx + 5cosx. Â îòâåò ââåäèòå ñíà÷àëà íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå, à çàòåì íàèáîëüøåå.

1.14 (2ÀÀ.ÐÏ). Íàéäèòå çíà÷åíèÿ À è Â â âûðàæåíèè ôóíêöèè
f(x) = Ax2

 + Bx + 5, åñëè ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî f(x + 1) − f(x) ≡ 8x + 3.
1.15 (Î2À). Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = 2, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî f(x + 5) = x
2
 − 2x + 4.

1.16 (ÏÄ1). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ = 2( ) sin
3

x
f x  ïåðèîäè÷åñêàÿ

è íàéäèòå åå íàèìåíüøèé ïåðèîä.



172

1.17 (552). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ = −( ) tg tg
2 3

x x
f x  ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ è íàéäèòå åå íàèìåíüøèé ïåðèîä.
1.18. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè = + + −( ) 1 1 .f x x x

1.19. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè = −2
1 .y x

1.20. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè 
−

=
−

2
.

2

x
y x

x

Çàäà÷à 2

Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé.
Îòâåò ââîäèòå â âèäå ïðîìåæóòêîâ èëè îòðåçêîâ, èëè èõ îáúåäè-

íåíèé â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ íà ÷èñëîâîé îñè. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ââî-
äèòü çíàêîì ∅ . Ïðèìåð: ( ] [ ) ( )−∞ +∞U U;2 2;3 4; .

2.1 (ÑÏÀ.ÐÏ). = + +2( ) 33 270.f x x x

2.2 (Ä6Á.ÐÏ). =
+ +2

1
( ) .

26 168
f x

x x

2.3 (70Ñ.ÐÏ). = − −( ) (2 )( 13).f x x x

2.4 (Ä1Ò.ÐÏ). [ ]= − − −( ) lg ( 1 )( 12) .f x x x

2.5 (221.ÐÏ). 
− −=
− −
14 182

( ) .
10 120

x
f x

x

2.6 (Á52.ÐÏ). = + + −( ) ( 9)( 8)( 14).f x x x x

2.7 (563.ÐÏ). =
+ + −

1
( ) .

( 17)( 8)( 13)
f x

x x x

2.8 (8Ï4.ÐÏ). 
+=

− −
17

( ) lg .
( 8)( 11)

x
f x

x x

2.9 (155.ÐÏ). 
+=
−

2
( ) arcsin .

6

x
f x

x

2.10 (ÀÁ6.ÐÏ). 
−=
−

32
( ) arccos .

38

x
f x

x

2.11 (567.ÐÏ). 
−=
+

10
( ) arcsin .

16

x
f x

x

2.12 (Ò48.ÐÏ). 
−=
+

18
( ) arccos .

24

x
f x

x

2.13 (Ä69.ÐÏ). 
−=

−
4

( ) arcsin .
17

x
f x
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2.14 (810.ÐÏ). =
−
15

( ) arcsin .
11

f x
x

2.15 (ÎÄÏ.ÐÏ). =
+
1

( ) arccos .
4

f x
x

2.16 (ÁÀÀ.ÐÏ). = + + +
−

2( ) 31 234 arcsin .
6

x
f x x x

2.17 (69Á.ÐÏ). = + − +
−

2( ) 3 54 arcsin .
8

x
f x x x

2.18 (76Ñ.ÐÏ). = + + +
−

2( ) 13 42 arcsin .
13

x
f x x x

2.19 (039). = + − +2( ) 210 arcsin .
11

x
f x x x

2.20 (ÏÄ1.ÐÏ). = − − +2( ) 6 40 arcsin .
6

x
f x x x

Çàäà÷à 3

Íàéäèòå ïðåäåëû.

3.1 (68Á). 
→∞

− − + − 
18 1 18

lim .
2 15n

n n

n n

3.2 (ÀÄ2.Ä6). 
→∞

 − + + + 
 − + − 

45 3

5 2 5

3 6 3
lim .

11 12 7
n

n n n

n n n

3.3 (323). 
→∞

 + + +
  − + + 

14 14

14 14

4 16 15 4
lim .

11 20 8 17n

n n

n n

3.4 (ÑÎ4.Ä7). 
→∞

 − − + −+  − + − − − − 

29 9

28 8

7 19 15 2 7
lim .

14 11 10 15 8 3 14n

n n n

n n n n

3.5 (885). 
→∞

 − + − −+  ++ + 

11 11

11

16 8 2 6 7 3
lim .

122 12n

n n n

nn

3.6 (806). 
→∞

 + − + −+  −− − + − 

3 2

2 3

4 17 11 16 14 3
lim .

1913 18 9n

n n n n

nn n n

3.7 (Ä87). 
→∞

 + − +  ++ 

16 10 10
lim .

168n

n n

nn

3.8 (258). 
→∞

 + − ++  −− − 

2

4
2

19 17 3 16
lim 9 .

147 15x

x x x

xx x
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3.9 (329). 
→∞

 + − − −+  −− − + − 

2 3

4
2 3

18 16 5 14 3
lim 16 .

2020 16 4x

x x x x

xx x x

3.10 (ÄÀÎ.Ä7). 
3 3

3 2 33

5 7 3
lim .

13 5 17
x

x x x

x x x
→∞

− + +

+ +

3.11 (84Ï). ( )2 2
lim 7 3 5 13 .
n

n n n n
→∞

− − − − +

3.12 (08A). ( )→∞
− + − − −lim 16 11 36 10 .

n

n n n n

3.13 (45Á.Ä7). ( )lim 15 9 15 10 .
n

n n n
→∞

− − −

3.14 (04Ñ.Ä7). 
13 4 19 10

lim .
n

n n

n→∞

− − +

3.15 (08Ò). ( )3 33 2 3 2
lim 29 13 13 12 .
n

n n n n
→∞

+ + − − −

3.16 (26Ä). ( )3 33 3
lim 5 11 14 13 .
n

n n n n n
→∞

− + − − +

3.17 (241.Ä7). ( )3 32 2 3
lim 9 9 12 9 11 17 .
n

n n n n n
→∞

− + − + +

3.18 (9Ñ2). ( )→+∞
+ + − + +2 2

lim 18 5 8 3 .
x

x x x x

3.19 (24Ä.ÄÎ). 
→+∞

− − +13 19 2 11
lim .

x

x x

x

3.20 (234.Ä8). 
→∞

+ + − + −3 32 2

3 2

17 18 2 10 4 13
lim .
x

x x x x

x

Çàäà÷à 4

Íàéäèòå ïðåäåëû.

4.1 (3Ä5.Ä7). 
→−

+ +
+ +

2

26

10 24
lim .

9 18x

x x

x x

4.2 (Ò46). 
3 2

3 29

6 45 162
lim .

25 204 540x

x x x

x x x→−

+ − −
+ + +

4.3 (7Ï7.Ä8). 
3 2

3 210

22 140 200
lim .

23 160 300x

x x x

x x x→−

+ + +
+ + +

4.4 (ÏÏ8). 
3 2

28

44 96
lim .

17 72x

x x x

x x→

− − −
− +
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4.5 (779.Ä6). 
3

24

48 128 9 4
lim .

9 66 8x

x x x

xx x→

 − + ++  − +− + 

4.6 (7ÏÎ.Ä6). 
0,6 4 10 8

lim .
3 10,1 1

x

x
x

x

x→+∞

 − +−  ++ 

4.7 (ÒÄÏ.Ä8). 
2

2

3 6 4 8
lim .

3 2 9 1

x

x
x

x

x→+∞

 − −−  + − 

4.8 (8ÀÀ.Ä9). 
3

3

7 3 19 18 3 8
lim .

13 3 5 18 12 13

x x

x x
x

x x

x x→+∞

 − ⋅ + ⋅ +−  − ⋅ − ⋅ − 

4.9 (22Á). 
2

4 17 15 17
lim .

x

x x x

x→−∞

− − − −

4.10 (ÎÄÑ). 
2

2 16 8
lim .

x

x x x

x→+∞

− + − +

4.11 (Ò5Ò.Ä8). 
2

21

3 4
lim .

5 6x

x x

x x→−

− −
− −

4.12 (281.Ä7). 
2

28

10 16
lim .

3 40x

x x

x x→−

+ +
+ −

4.13 (5Ò2.Ä7). 
→−

+ + −
+ − +

3 2

3 210

12 12 80
lim .

76 140x

x x x

x x x

4.14 (733.Ä7). 
3 2

3 24

13 56 80
lim .

16 80 128x

x x x

x x x→

− + −
− + −

4.15 (6Á4). 
3 2

26

4 36 144
lim .

9 18x

x x x

x x→−

− − + +
+ +

4.16 (À95). 
3 2

27

19 119 245 3 9
lim .

89 14x

x x x x

xx x→−

 + + + −−  ++ + 

4.17 (ÒÒ6). 
0,2 1 10 1

lim .
50,9 1

x

x
x

x

x→+∞

 − ++  + 

4.18 (Á17.Ä8). 
2

2

7 3
lim .

7 9 10 3

x

x
x

x

x→+∞

 +−  + + 

4.19 (ÀÑ8.Ä7). 
3

3

13 16 3 17 4 6
lim .

17 16 3 17 6 15

x x

x x
x

x x

x x→+∞

 − ⋅ + ⋅ −+  ⋅ + ⋅ − 

4.20 (249). 
2

10 4 10
lim .

x

x x x

x→−∞

+ − +
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Çàäà÷à 5

Íàéäèòå ïðåäåëû.

5.1 (370). ( )2

25

sin( 5)
lim 64 .

3 40x

x
x

x x→

− −
+ −

5.2 (91Ï). 
( )2

22

arcsin 4

lim .
3 2x

x

x x→−

−

+ +

5.3 (2ÑÀ). 
( )

→−

+

− −

3

21

arctg 1
lim .

2x

x

x x

5.4 (25Ð). 
4

20

1 cos 3
lim .

9 3
x

x

x
→

−

+ −

5.5 (Ò5Ñ.Ä7). ( )→

−
− +26

sin sin 6
lim .

9 18 cos6x

x

x x

5.6 (ÎÄÒ). 
0

arctg 2
lim .

16 4x

x

x→ + −

5.7 (ÎÑ1.Ä7). 
→−

+
+ −27

arcsin( 7)
lim .

4 21x

x

x x

5.8 (282). ( )0

tg 2
lim .

arctg 16 4x

x

x→ + −

5.9 (ÄÀ3.Ä7). 
( )

→

 − +− −+ 
2 30

2 sin 2 tg 2 4 2
lim .

3( 2)x

x x x

xx x

5.10 (384). 
( )

→

−

− −

2 2

4

sin 16
lim .

1 cos(4 )x

x

x

5.11 (8Ä5). ( )2

28

sin( 8)
lim 81 .

17 72x

x
x

x x→

− −
− +

5.12 (916.Ä7). 
( )2

27

arcsin 49

lim .
2 35x

x

x x→

−

− −

5.13 (267.Ä7). 
( )3

24

arctg 64
lim .

12x

x

x x→−

+

+ −
5.14 (398). 

4

20

1 cos 4
lim .

4 2
x

x

x
→

−

+ −

5.15 (ÒÏ9.Ä7). ( )212

sin sin 12
lim .

20 96 cos12x

x

x x→

−
− +

5.16 (350). 
0

arctg
lim .

1 1x

x

x→ + −
5.17 (Á7Ï.Ä6). 

( )
210

arcsin 9( 10)
lim .

90x

x

x x→−

+

+ −

5.18 (28À). ( )→ + −0

tg 3
lim .

arctg 4 2x

x

x

5.19 (48Á). 
2 30

2(tg 4 sin 4 ) 5 2
lim .

1( 4)x

x x x

xx x→

 − ++ −+ 

5.20 (Á5Ñ). 
( )2 2

5

sin 25
lim .

1 cos( 5 )x

x

x→−

−

− − −
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Çàäà÷à 6

Íàéäèòå ïðåäåëû. Â îòâåòå çàïèøèòå çíà÷åíèå lnA, ñîáëþäàÿ
ïðàâèëà îêðóãëåíèÿ.

6.1 (9ÄÒ). 
6( 4)

5
lim 1 .

4

x

x

A
x

−

→∞

 = + − 

6.2 (2ÀÄ.Ä8). 

2

0

2
lim 1 .

8 8

x

x

x
A

x

−

→

 = − + 

6.3 (ÀÐ1.Ä7). 
( )− +

→−

 += +   

2

144
2 sin 5( 4)

4

( 4)
lim 1 .

8

x

x

x
A

x

6.4 (ÏÀ2). 
10

9
lim .

1

x

x

x
A

x

−

→∞

+ =  + 

6.5 (283). 
10 8

2

2

2 8
lim .

9 9

x

x

x x
A

x x

− +

→∞

 − +=   − − 

6.6 (184.Ä7). 
−

→

 + −=  +  

3
2 8

8

11 64
lim .

8( 3)

x

x

x x
A

x

6.7 (915.Ä8). 

19

2

2

1 6
lim .

5 4

x

x

x

x
A

x

−
+

→−

− =  − 

6.8 (ÄÀ6). 
2 11

2

2

4 4 4
lim .

4 2 5

x

x

x x
A

x x

−

→∞

 − + −=   − + + 

6.9 (Ñ47.ÄË). 

14

2

20

4 4 8
lim .

20 10 8

x

x

x x
A

x x

−

→

 − +=   − + + 

6.10 (ÁÒ8.Ä7). 

2

5

5

5 2
lim .

10 23

x

x

x
A

x

+

→−

 − +=  − − 

6.11 (189). 
5( 7)

7
lim 1 .

7

x

x

A
x

−

→∞

 
= + − 

6.12 (620.Ä8). 

8

0

6
lim 1 .

10 2

x

x

x
A

x

−

→

 
= − + 
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6.13 (ÐÒÏ.Ä7). 
( )2

24
2 sin 2( 3)

3

( 3)
lim 1 .

6

x

x

x
A

x

−

→

 −= +   

6.14 (8ÀÀ). 
10

3
lim .

7

x

x

x
A

x

−

→ ∞

 +=  + 

6.15 (45Á). 

4
2

2

6 4
lim .

5 7

x

x

x x
A

x x→∞

 + +=   − + 

6.16 (ÀÒÑ.Ä8). 

6
2 5

5

3 25
lim .

5( 8)

x

x

x x
A

x

+

→−

 + −=  − +  

6.17 (2ÑÄ.ÄÌ). 

9

1

1

1 3
lim .

2 2

x

x

x

x
A

x

−
+

→−

 −=  − 

6.18 (281). 
18 8

2

2

2 5 3
lim .

2 3 10

x

x

x x
A

x x

+

→∞

 + +=   + + 

6.19 (2Ï2.Ä7). 

2

2

20

4 7 3
lim .

3 5 3

x

x

x x
A

x x→

 − −=   − − − 

6.20 (ÏÑ3.Ä7). 

3

3

3

3 3
lim .

6 6

x

x

x
A

x

+

→−

 −=  + 

Çàäà÷à 7

Íàéäèòå ïîðÿäîê ìàëîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè α(x) îòíî-
ñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè β(x).

7.1 (Ï24).  α = − − β = − 
19

2( ) 1 cos 6( 16) , ( ) 16x x x x  ïðè x → 16.

7.2 (983). 54( ) 1 ( 8) sin( 8), ( ) 8x x x x xα = + + + β = +  ïðè x → −8.

7.3 (ÎÄ4). [ ] [ ]8 38( ) ( 8) sin( 8) arctg( 8) , ( ) 8x x x x x xα = + + + β = +
ïðè x → −8.

7.4 (4Ï5). ( ) [ ] α = + + + β = + 
5 2

( ) ln 1 tg( 9) arcsin( 9) , ( ) 9x x x x x

ïðè x → −9.

7.5 (Ä86). 
4 9

8 9

16 17 1
( ) sin ln , ( )

13 13

x x
x x

xx x

+ +α = β =
+ −

 ïðè x → ∞.



179

7.6 (657). 
4

6 6

1
( ) , ( )

15

x
x x

xx x

α = β =
+ −

 ïðè x → +∞.

7.7 (368). ( ) 16
8 4

16

8 1
( ) 15 ln , ( )

19

x
x x x x

xx

+α = − − β =
+

 ïðè x → +∞.

7.8 (029). 
3

30 15

11 2 1
( ) , ( )

15 12

x
x x

xx x

− +α = β =
+ +

 ïðè x → ∞.

7.9 (940). 
16

7 1 tg ( 5)
( ) sin ( 5)ln , ( ) 5

1

x x
x x x x

x

+ + −α = − β = −
+

 ïðè

x → 5.

7.10 (2ÄÏ). ( )
5

12
14 42

( ) 1 ln , ( ) 14
28

x x
x e x x

+ + α = − β = +  
 ïðè x → −14.

7.11 (Ñ6À). 

( )
18

15
2

sin ( 10)
( ) , ( ) 10

3 100 20

x
x x x

x

−α = β = −
+ −

 ïðè x → 10.

7.12 (40Á). [ ]167( ) ( 18) 4 1 cos( 18) , ( ) 18x x x x xα = − + − − β = −  ïðè
x → 18.

7.13 (Ò6Ñ). 
[ ]

[ ]

17

7

tg( 18)
( ) , ( ) 18

1 cos( 18)

x
x x x

x

+
α = β = +

− +
 ïðè x → −18.

7.14 (Ä2Ò). 
( ) [ ]9 52

2

1 arctg( 2)
( ) , ( ) 2

12 4

x
e x

x x x

x

− − −
α = β = −

+ −
 ïðè x → 2.

7.15 (ÀÒÄ). [ ]15
( ) tg( 15) sin( 15) , ( ) 15x x x x xα = − − − β = −  ïðè x → 15.

7.16 (Ï21). 
( )16

2

17

9
1

( ) , ( )
3

x x

x x
xx

+ −
α = β =

−
 ïðè x → +∞.

7.17 (3Ñ2). 

+
 
 −
  α = β =

−

16
1

7

9

1

1
( ) , ( )

10

xe

x x
xx

 ïðè x → +∞.

7.18 (ÄÄ3). 
16

6

16

3 1
( ) ( 2) ln , ( )

7

x
x x x

xx

−α = + β =
+

 ïðè x → +∞.
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Íàéäèòå ïîðÿäîê ðîñòà áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè α(x) îòíîñè-
òåëüíî áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè β(x).

7.19 (4Ò4). 
( )+

+α = β =
+−

5

10
9

sin ( 9) 1
( ) , ( )

9
1x

x
x x

x
e

 ïðè x → −9.

7.20 (385). 
( )3

17
2

ln 1 ( 10) 1
( ) , ( )

10
( 10) 100 10

x

x x
x

x

+ −
α = β =

− − + −  

.

Çàäà÷à 8

Íàéäèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ çàìåíû áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíûìè èì.

8.1 (Ä46.Ä7). 

2

2

0

6 2 8
ln

8 3 5
lim .
x

x x

x x
A

x→

− −
− − −=

8.2 (ÄÑ7). 
( )2

6

1 10 24

lim ln .
6x

x x

A
x→−

+ + +
=

+

8.3 (278). 
3

5 1 4 13
lim ln .

3 9 28x

x x
A

x x→

+ −=
− −

8.4 (029). ( )
4

3

4

9 2
lim 9 3 9 ln .

9 2 9x

x x
A x

x x→∞

+= +
− +

8.5 (À20.Ä8). ( )
2

2 3
lim 6 1 ln 1 .

7 4 3x

x
A x

x x→∞

 += − +  + − 

8.6 (8ÀÀ.Ä7). 
[ ]

25

ln 1 sin( 5)
lim .

2 15x

x
A

x x→−

+ +
=

+ −

8.7 (82Á). 
2 3 70

10

1
lim .

( 10)

x x

x

e
A

x

+ −

→−

−=
− +

8.8 (54Â). 
2( 3) 8( 3)

3
lim .

( 3)

x x

x

e e
A

x

+ +

→−

−=
− +

8.9 (ÄÀÄ). 
( )2sin 6( 1)

21

1
lim .

16 ( 1) 4

x

x

e
A

x

+

→−

−=
+ + −

8.10 (8À1.Ä7). 
29

3

1 6 27 1
lim .

3x

x x
A

x→−

+ − − −
=

+
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8.11 (À92). 
( )

( )
3

23

sin 7 27
lim (6 2).

ln 1 3 9x

x

A x

x→−

 − − = −
 + − 

8.12 (963). 
( )28 16

4

1
lim (3 2).

tg( 4)

x

x

e
A x

x

−

→−

−= +
+

8.13 (504). 
( )2 2

24

arcsin 3 16
lim (3 13).

sin ( 4)x

x

A x
x→

 − = −
−

8.14 (655). 
( )

[ ]
2 3

1

3tg 4( 1) 6 arcsin ( 1) 20( 1)
lim 6 .

ln 1 ( 1)x

x x x
A x

x→−

+ + + − +
= ⋅

+ +

8.15 (ÏÐ6). 
[ ]2

22

1 cos6( 2)
lim (2 5).

1 cos 6( 2)
x

x
A x

x
→−

− +
= −

 − + 

8.16 (737.Ä8). 
2

2

3 5 4
lim (2 9)ln .

3 3 9x

x x
A x

x x→+∞

+ += +
+ +

8.17 (1Ä8). 
22 5

2ln cos( 2)
lim (7 7).

1 ( 2) 1x

x
A x

x
→−

+= +
+ + −

8.18 (ÎÑ9.Ä7). 
2 3

5
2

1 4 9
9 sin

17 11 15( 17) ( 17)
lim .

18 75 8
1 1

17 ( 17)

x

x xx x
A

x

x x

→∞

+ +
− −− −=

−
− + −

− −

8.19 (800). 
[ ]
[ ]26

2ln 2 cos7( 6)
lim 2 .

ln 1 sin 7( 6)x

x
A x

x→

− −
= ⋅

+ −

8.20 (28Ï). 
tg5( 2)

92

4 1 7 2
lim .

7 21 sin 4( 2) 1

x

x

e x
A

xx

+

→−

 − − − =
− −+ + −

Çàäà÷à 9

Óêàæèòå è îõàðàêòðèçóéòå âñå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè.
Îòâåò çàïèñûâàéòå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êè ðàçðûâà çàïèñû-

âàéòå â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ èõ íà îñè Ox, ðÿäîì ñ òî÷êîé ðàçðûâà
óêàçûâàéòå åå õàðàêòåð: ðóññêîé áóêâîé ó � óñòðàíèìûé ðàçðûâ,
öèôðîé 1 � ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, öèôðîé 2 � ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
Âñå çíàêè ðàçäåëÿéòå òî÷êîé ñ çàïÿòîé (;). Íàïðèìåð, îòâåò −2; 1; 3;
ó; 4; 2 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà x1 = −2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà, òî÷êà x2 = 3 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, à â òî÷êå x3 = 4
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ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà. Åñëè ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê ðàçðûâà, òî ââîäè-
òå 0.

9.1 (ÒÐÀ.ÐÏ). 
2

4 2

( 5)5
( ) arctg .

( 17) 25

x
f x

x x

−
= +

− −

9.2 (5ÀÁ.ÐÏ). 
2

2 2

( 9)14
( ) arctg .

( 9) 81

x
f x

x x

−
= +

− −

9.3 (2ÀÑ.ÐÏ). 
3 2

2 sin( 9)
( ) arctg .

( 13) 81

x
f x

x x

−= +
− −

9.4 (9ÏÒ.ÐÏ). 
2 2

sin 313
( ) arctg .

( 10) 9

x
f x

x x

−
= +

− −

9.5 (04Ä). 
arcsin( 5)

( ) .
( 8)( 1)

x
f x

x x

−=
− −

9.6 (7Á1.ÐÏ). 
arcsin( 5)

( ) .
( 6)( 11)

x
f x

x x

−=
− −

9.7 (5Ñ2.ÐÏ). 
arcsin( 16)

( ) .
( 17)( 15)

x
f x

x x

−=
− −

9.8 (6Ï3.ÐÏ). 
[ ]ln 1 ( 14)sin( 10)

( ) .
( 10)( 13) 14

xx
f x

x x x

+ ++= +
+ + +

9.9 (664.ÐÏ). 
− −= +
− − −

4 2

2

144
( ) .

4 ( 17) ( 12)

x
e e x

f x
x x x

9.10 (4À5.ÐÏ). 
sin( 7) 7

( ) arctg .
( 7)( 17) 14

x
f x

x x x

+= +
+ − −

9.11 (Ä76.ÐÏ). 
2

6
,åñëè 9;

36
( )

sin( 15)
,åñëè 9.

( 15)( 30)

x
x

x
f x

x
x

x x

+ ≤ −=  − >
 − +

9.12 (457.ÐÏ). 

+ ≤ −= 
− > − +

2

7
,åñëè 8;

49
( )

sin( 2)
,åñëè 8.

( 2)( 4)

x
x

x
f x

x
x

x x

9.13 (738.ÐÏ). 
2

5
,åñëè 2;

25
( )

sin( 3)
,åñëè 2.

( 3)( 6)

x
x

x
f x

x
x

x x

+ ≤ −= 
− > − +
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9.14 (6À9.ÐÏ). 
2

9
,åñëè 8;

81
( )

sin( 6)
,åñëè 8.

( 6)( 12)

x
x

x
f x

x
x

x x

+ ≤ −= 
− > − +

9.15 (ÐÄÎ.ÐÏ). 
2

8

2

7
,åñëè 7;

9
( )

,åñëè 7.
64

x

x
x

x
f x

e e
x

x

− ≤ −= 
− > −

9.16 (ÑÑÏ.ÐÏ). 
2

9

2

4
,åñëè 4;

64
( )

,åñëè 4.
81

x

x
x

x
f x

e e
x

x

− ≤ −= 
− > −

9.17 (1ÐÀ.ÐÏ). 
2

8

2

15
,åñëè 15;

36
( )

,åñëè 15.
64

x

x
x

x
f x

e e
x

x

− ≤ −= 
− > −

9.18 (9ÄÁ.ÐÏ). 
2

2

2

6
,åñëè 6;

64
( )

,åñëè 6.
4

x

x
x

x
f x

e e
x

x

− ≤ −= 
− > −

9.19 (21Ñ.ÐÏ). 

2

2
( 5)arctg ,åñëè 5;

4
( )

sin( 5)
,åñëè 5.

64

x x
x

f x
x

x
x

 − < −=  − >
 −

9.20 (92Ä.ÐÏ). 

1

5

2

1
,åñëè 5;

2
( )

sin( 7)
( 5) ,åñëè 5.

49

xe x
x

f x
x

x x
x

−

 <
 −= 

− − ≥ −

Çàäà÷à 10

Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé è âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ y′(x0)
ïðè óêàçàííûõ x0.

10.1 à) 62 916 24 2, (1);y x x y
− − ′= − + + (251)
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á) 53 tg ( 9 ) 9 , ;
36

y x x y
− π ′= − + −  

(122)

â) 
5 3

3ln , (0).
5 1

x
y y

x

+ ′=
+

(Ò93)

10.2 à) 
5 10

3 2

24 15
, (1);

x
y y

x

−

−

− ′= (904)

á) 2sin21
2 , (0);

ln2

x
y y

− ′= (865)

â) ( )arcsin(cos6 ) arccos sin( 9 ) , .
36

y x x y
π ′= + −   

(T76)

10.3 à) ( )5 1 7
5 8 6 , 1 ;y x x x y

− − ′= + + (A27)

á) ( ) ( )arctg(ctg ) arcctg tg( 5 ) , 1 ;y x x y′= + − (8Á8)

â) ( )2
3 4 1

, 1 .
x x

y e y
+ + ′= −(OC9)

10.4 à) ( )8 10
4 , 1 ;

4 2

x
y y

x

− ′=
−

(650)

á) ( ) 5
5 52 3 cos 3 sin 3 2 , (0);

4 4
y x x x y

− − − π π    ′= − + − + −        
(65Ï)

â) ( )
3

3

1
7 ln , 2 .

1

x
y y

x

+ ′=
−

(08A)

10.5 à) 
2

2

2 8
121 , (1);

2 4 5

x x
y y

x x

− + ′=
+ +

(Á9Á)

á) 2tg ( ) 5 , ;
4

y x x y
π ′= − − −  

(8CC)

â) ( )2ln 5 5 1 , (1).y x x y′= − + (8CÄ)

10.6 à) 
2

16(4 2)
, (1);

3 4 3

x
y y

x x

+ ′=
− −

(2P1)

á) 
2

10 cos 4

5

1
9 , ;

169 ln 9

x
y y

π ′= ⋅ −  
(A52)

â) [ ]
8

92
arccos( 5 ) , (0).y x y

  ′= − π 
(C73)

10.7 à) 
22 3 2

16 , (1);
3

x x
y y

x

− + ′=
+

(C74)
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á) 2sin6 sin 4 3 , (0);
24 16

y x x x y
π π    ′= + + +      

(2Ä5)

â) 4 3

3

2
(2 3 ) (8 ln 2) , (0).

2

x
y x x y

−
−

′= − − (7T6)

10.8 à) ( )723 3 , (1);y x x y′= + − (AC7)

á) 
26 sin 9

3

1
4 , ;

364 ln 4

x
y y

π ′= −  
(AA8)

â) 
6

72
2 arcctg (5 ), (0).y x x y

  ′= +  π 
(079)

10.9 à) ( )53 26 6 2 1 , (1);y x x x y′= − + + − (T90)

á) 2sin7 cos 4 , (0);
28 16

y x x x y
π π    ′= + + −      

(39Ï)

â) 8 ln tg 2lnctg , .
4

y x x y
π ′= −   

(Ï4A)

10.10 à) ( ) 8
2 3 421 4 10 7 , (1);y x x x x y

−
′= − − + − (91Á)

á) 
218 sin 5

9

1
4 , ;

204 ln 4

x
y y

−
−

π ′=   
(C9C)

â) ( )31 1
2 2 arcsin 7 arccos 8 , 2 .y x y

x x

  ′= − + −  
(C2T)

10.11 à) 6 65 312 24 4, (1);y x x y
− ′= − − − (04Ä)

á) 2cos5 cos2 5 , (0);
20 8

y x x x y
π π    ′= + − −      

(241)

â) ( )3 2ln 8 3 4 8 , (1).y x x x y′= − + + (942)

10.12 à) 
7 2

5 9

35 20
, (1);

x
y y

x
−

+ ′= (C63)

á) 
2

2

80 arctg ( 7 )

5

7 1
, ;

77 ln 7

x

y y
−

π

 ′= −  π
(C44)

â) 
2

2 2

17 1 1
6 arctg 10 arcctg 4 , (2).

4
y x y

x x

  ′= − −  
(045)

10.13 à) 9 53 5 , (1);y x x x y′= − + (1Ä6)
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á) 1 4tg 2 tg , (0);
8 4

y x x x y
−  π π    ′= − − + +        

(ÄÄ7)

â) 8(9 2) ln(8 10 ) (72ln8) , (0).y x x x y′= − − − (368)

10.14 à) 
9(5 9)

, (1);
2 1

x
y y

x

+ ′=
+

(Ï79)

á) 
3 22 3 4 9, ( 1);x x x

y e y
− + − − ′= −(A50)

â) 21 1 1 1
6 arcsin 9 arccos 6 , .

ln 2 22 2x x
y x y

   ′= − +      
(Ä4Ï)

10.15 à) 
( )2

2

121 7 3 8
, (1);

5 2 4

x x
y y

x x

− −
′=

+ +
(Ò7A)

á) 
1

( cos5 cos5 ), (1);
cos5

y x x x y′= − (C2Á)

â) 
6

3 ln arctg , (1).y x x y′= − +
π

(74C)

10.16 à) 
2

9(9 5)
, (1);

3 1

x
y y

x x

+ ′=
+ −

(03T)

á) 
4 3 27 2 2 3, (1);x x x

y e y
− − − ′= (2ÄÄ)

â) 
3

12 arcsin 6 sin 4(3 ), ( 3).
3

x
y x y

x

+ ′= − − + −
−

(Ä51)

10.17 à) 
23 2 8

36 , (1);
5 1

x x
y y

x

+ + ′=
− −

(202)

á) 2 2
8 cos 6 sin , ;

4
y x x y

π ′= − −  
(283)

â) 2 22ln (5 2) ln (8 8 ) (10 ln 2) 3 sin 2 , (0).y x x x x y′= + + + − + (454)

10.18 à) ( )82 1 , (1);y x x y′= + − (965)

á) 24arcsin(7 )

4

3 1
, ;

143

x
y e y

e
π

 ′=   
(6A6)

â) 
9 2 9

36 arctg sin(9 2 ), .
9 2 2

x
y x y

x

−  ′= −  +  
(797)

10.19 à) ( ) 10
3 24 9 7 , (1);y x x x y

−
′= − − + (258)

á) 
sin2 9

49 , (0);
cos2 8

x
y y

x

− ′=
−

(1P9)
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â) 4 32 ln 3 2 4, (1).y x x y′= + − (Ä20)

10.20 à) ( )52 3 414 7 2 7 , (1);y x x x x y′= − − + − (6ÄÏ)

á) 
2

2

72(arccos8 )

8

3 1
, ;

164

x
y e y

e

−
− π

 ′=   π
(01A)

â) 42 ln 2 1, (1).y x y′= − (6ÄP)

Çàäà÷à 11

Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå óêàçàííîãî ïîðÿäêà è âû÷èñëèòå èõ çíà÷å-
íèÿ â òî÷êå x = x0.

11.1 (48C). 2 2 3
02cos 2 5 sin 2 2 , , .

8
y x x x y x

π′′′= − − =

11.2 (5ÄÒ). 0

1
ctg 3 cos 4 , , .

3 12
y x x y x

π′′= + =

11.3 (09Ä). ( )32
02 4 1 , , 1.y x x y x′′= − + − =

11.4 (ÄÁ1). 0

3 5
, , 1.

2 1

x
y y x

x

− ′′′= =
−

11.5 (792). ( ) 0

1
3 3 2arcsin 4 arccos , , .

2
y x x y x′′′= + =

11.6 (ÏÏÇ). ( )4 03 5 , , 1.y x y x′′′= + =

11.7 (6Ò4). 03 ln( 2 3), , 1.y x y x′′′= − − + =
11.8 (845). 02( 5 arctg 10 arcctg ), , 1.y x x y x′′= − − =

11.9 (1Ï6). 2 (IV)
03 3 cos2 , , 0.x x

y e e x y x
−= − − − =

11.10 (ÑÒ8). 4 3 2
03 4 3 2 1, , 1.y x x x x y x′′′= − + − + =

11.11 (Ò89). 2 2 3
04 cos 2 sin 2 2 , , .

8
y x x x y x

π′′′= − − =

11.12 (2ÀÎ). ( ) 0

1
6 tg 3 8 ctg 3 2 cos4 , , .

12 12
y x x x y x

π′′= − − + =

11.13 (ÐÄÏ). ( )32
05 4 2 , , 1.y x x y x′′= − + + =

11.14 (À5À). 0

4 3
, , 1.

1 2

x
y y x

x

+ ′′′= =
−

11.15 (68Ð). ( ) 0

1
3 3 2arcsin 2arccos , , .

2
y x x y x′′′= − − =

11.16 (2ÐÑ). 4
0(3 ) , , 1.y x y x′′′= − =
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11.17 (À5Ò). 0ln( 2 3) 4 ln( 3 4), , 1.y x x y x′′′= − + − − + =
11.18 (2ÑÄ). 02(2 arctg 3 arcctg ), , 1.y x x y x′′= + =

11.19 (321). 2 (IV)
05 3 cos2 , , 0.x x

y e e x y x= − − − =

11.20 (Ï62). 4 3 2
04 2 2 2 , , 1.y x x x x y x′′′= − − − + =

Çàäà÷à 12

Äëÿ ôóíêöèè z(x,y) íàéäèòå óêàçàííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
è âûèñëèòå åå çíà÷åíèÿ â òî÷êå M0(x0,y0) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ x0
è y0.

12.1 (103). 
∂= + +
∂

3 4 5 6
0( , ) 8 4 3 , , (1;1).

z
z x y x y x y M

x

12.2 (2Ñ4). 
∂= − + + +
∂

2 2 2 2
0( , ) 15 2 7 6 8 , , (1;1).

z
z x y x y x y M

y

12.3 (245). 
∂= +
∂ 0( , ) 35 arctg 40arcctg , , (1;2).

y x z
z x y M

x y x

12.4 (ÐÎ6). ( ) ( )− − − − ∂=
∂

2 34 1 9 1

0( , ) , , (1;1).
x y z

z x y e M
y

12.5 (Ò47). ( ) ∂= − +
∂

2
0( , ) 20ln , , (1;1).

z
z x y x y M

x

12.6 (Ä68).
π π ∂   = − + − + −    ∂   

2 2 3 4 4 5
0( , ) 8 sin 6 cos , , (1;1).

4 4

z
z x y x y x y M

y

12.7 (369). 
  

= − − + −   π   

22 2
( , ) 4 arcsin 4 6

2
z x y x y

2
0

2
6 arccos 2 8 , , (0;0).

2

z
x y M

x

  ∂− + −    ∂ 

12.8 (700). ( ) ( )2 3 2 2 4 34
( , ) 10 arctg 3 2 5 arcctg 4 3 ,z x y y x y x = − − + − π

0, (1;1).
z

M
y

∂
∂

12.9 (20Ï). ( )−− ∂= + −
∂

1
2 2

0( , ) 7 4 10 , , (1;1).
z

z x y x y M
x

12.10 (8ÀÀ). π π ∂   = − − + + − +    ∂    0( , ) tg 4 ctg 3 , , (0;0).
4 4

z
z x y x y x y M

y

12.11 (48Á). ∂= − − +
∂

3 4 5 6
0( , ) 6 3 3 , , (1;1).

z
z x y x y x y M

y
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12.12 (ÒÑÑ). 
∂= − + + +
∂

2 2 2 2
0( , ) 12 2 7 27 8 , , (1;1).

z
z x y x y x y M

x

12.13 (ÄÄÒ). 
∂= +
∂ 0( , ) 15 arctg 45 arcctg , , (1;2).

y x z
z x y M

x y y

12.14 (28Ä). ( ) ( )− − − ∂=
∂

2 35 1 10 1

0( , ) , , (1;1).
x y z

z x y e M
x

12.15 (281). ( ) ( ) ∂= + + +
∂

2 3 2
0( , ) 4 ln 12ln , , (1;1).

z
z x y x y x y M

y

12.16 (342). 
π π   =− − + + + −      

2 2 3 4 4 5( , ) 9 sin 4cos ,
4 4

z x y x y x y

0, (1;1).
z

M
x

∂
∂

12.17 (513). 
  

= − + +   π   

22 2
( , ) 8 arcsin 4 6

2
z x y x y

2
0

2
3 arccos 2 8 , , (0;0).

2

z
x y M

y

  ∂+ + −    ∂ 

12.18 (Ä14). ( ) ( ) = − − − π
2 3 2 2 4 34

( , ) 3arctg 3 2 8 arcctg 4 3 ,z x y y x y x

0, (1;1).
z

M
x

∂
∂

12.19 (Ñ95). ( )−− − ∂= − +
∂

3
3 5

0( , ) 4 4 , , (1;1).
z

z x y x y M
y

12.20 (Ä66). 0( , ) tg 3 4 ctg 4 , , (0;0).
4 4

z
z x y x y x y M

x

π π ∂   = + + + + −    ∂   

Çàäà÷à 13

Íàéäèòå xxy′′  îò ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè, âû÷èñëèòå
åå çíà÷åíèå ïðè t = t0.

13.1 (017). 
( )4

0
3

64 6 5 1 ,
1.

,

y t t
t

x t t

 = − − + =
 = +

13.2 (À78). 
( )3 2

0
4

8 5 5 7 ,

1.
1

,
4

y t t t

t

x t t

 = − −
 =
 = +

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13.3 (Ä29).

2

0

1
4 1 5 arcsin ,

2.
1

arccos ( 1),

y t
t

t

x t
t

 = − + =
 = >


13.4 (8ÄÎ). 
( )2

0
3

4 9 ln 1 2arctg ,

1.
1

( 1),
3

y t t

t

x t t t

  = − + − 
=

 = + >


13.5 (ÒÄÏ). 
2 3

0

2 3

1 6 10
125 ,

1.
1 1

,

y
t t t

t

x
t t

  = − + −    =
 = +

13.6 (44À). ( ) 02

9 6 arctg ,
0.

ln 1 ,

y t t
t

x t t

= − + = = + +

13.7 (40Á). 
( )2

0
3

4 3ln 1 10 ,

1.
1

,
3

y t t

t

x t t

  = + − 
=

 = +


13.8 (74Ñ). 
( )3 2

0
3

4 10 3 10 ,

1.
1

,
3

y t t t

t

x t t

 = − + −
 =
 = +


13.9 (59Ò). 
( )5 4

0
4 3

8 4 8 10 1 ,

1.
1 1

,
4 3

y t t t

t

x t t

 = − − −
 =
 = +


13.10 (ÎÀÄ). 
0

6 2 sin ,
0.

sin ,
t

y t t
t

x e t

= − + =
=

13.11 (851). 
( )4

0
3

64 7 9 ,
1.

,

y t t
t

x t t

 = − =
 = +

13.12 (ÒÒ2). 
( )3 2

0
4

8 4 2 7 ,

1.
1

,
4

y t t t

t

x t t

 = − − +
 =
 = +

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13.13 (1À3). 

2

0

1
5 1 9 arcsin ,

2.
1

arccos ( 1),

y t
t

t

x t
t

 = − − =
 = >


13.14 (ÄÀ4). 
( )2

0
3

4 9 ln 1 5 arctg ,

1.
1

,
3

y t t

t

x t t

  = + + 
=

 = +


13.15 (475). 
2 3

0

2 3

4 10 8
125 ,

1.
1 1

,

y
t t t

t

x
t t

 − = − −    =
 = +

13.16 (À46). ( ) 02

6 2arctg ,
0.

ln 1 ,

y t t
t

x t t

= + = = + +

13.17 (517). 
( )( )2

0
3

4 4 8 ln 1 ,

1.
1

,
3

y t t

t

x t t

 = − +
=

 = +


13.18 (Ä58). 
( )3 2

0
3

4 3 3 7 7 ,

1.
1

,
3

y t t t

t

x t t

 = − − + −
 =
 = +


13.19 (379). 
( )5 4

0
4 3

8 9 9 9 7 ,

1.
1 1

,
4 3

y t t t

t

x t t

 = − − − −
 =
 = +


13.20 (Ò10). 0

9 5 sin ,
0.

sin ,
t

y t t
t

x e t

= + =
=

Çàäà÷à 14

Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ∆x è x0.

14.1 (2ÑÏ). ( )= − − + ∆ = =
10

5 3
09 5 15 , 0,01; 1.y x x x x

14.2 (Á8À). 
π= − ∆ = =2 2

02cos 4sin , 0,01; .
4

y x x x x

14.3 (Ä2Á). 
π= − ∆ = =2 2

05 tg 7 ctg , 0,01; .
4

y x x x x
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14.4 (4ÐÑ.Ä8). ( ) ( )= + − + ∆ = =2 4
07 ln 1 3 ln 1 , 0,10; 1.y x x x x

14.5 (Ò5Ò.ÄÌ). = − ∆ = =07 arcsin 7 arccos , 0,03; 0,80.y x x x x

14.6 (8ÑÄ.Ä7). 
−= ∆ = =

+

2

03

4
, 0,08; 1.

1

x x
y x x

x

14.7 (661). 
+ + −= ∆ = =

+

2 3

05

1 9 5 6
, 0,04; 1.

1

x x x
y x x

x

14.8 (Î52). ( ) π= + ∆ = =3 3
02 9 cos 2 2 sin 2 , 0,02; .

8
y x x x x

14.9 (882). ( )= − + ∆ = =3 4
09 2 ln 1 , 0,02; 1.y x x x x

14.10 (Ä64). 3
05(2 arctg 2 7 arcctg 2 ) 12 , 0,01; 0,50.y x x x x x= − + ∆ = =

14.11 (Ä45.Ä7). ( )= − − − + ∆ = =
10

5 3
010 13 , 0,01; 1.y x x x x x

14.12 (Ð9Ñ). 
π= − ∆ = =2

06 sin , 0,01; .
4

y x x x

14.13 (5Ï6). π= − − ∆ = =2 2
03 tg 9 ctg , 0,01; .

4
y x x x x

14.14 (8Ñ7.ÄË). ( ) ( )= + − + ∆ = =2 4
08 ln 1 7 ln 1 , 0,1; 1.y x x x x

14.15 (8À8.Ä7). = + ∆ = =05 arcsin 9 arccos , 0,03; 0,80.y x x x x

14.16 (099). 
+= ∆ = =
+

2

03

9 9
, 0,08; 1.

1

x x
y x x

x

14.17 (ÄÀÎ.Ä7). 
− + −= ∆ = =

+

2 3

05

2 2 6 10
, 0,04; 1.

1

x x x
y x x

x

14.18 (19Ï). ( ) π= − ∆ = =3 3
08 2 cos 2 sin 2 , 0,02; .

8
y x x x x

14.19 (Á4À). ( ) ( )= − + − + − ∆ = =4 6 5
05ln 1 6ln 1 9 , 0,02; 1.y x x x x x

14.20 (2ÑÁ). = + + ∆ = =3
040(arctg 2 arcctg ) 8 , 0,01; 0,50.y x x x x x

Çàäà÷à 15

Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà óêà-
çàííûõ îòðåçêàõ. Â îòâåò ââîäèòå ñíà÷àëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå,
à çàòåì íàèáîëüøåå, íå ðàçäåëÿÿ íèêàêèìè çíàêàìè.

15.1. = − − −3 2
2 3 36 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (5ÆÈ) [−1;2]; á) (ØÍ1) [−3;4].
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15.2. = + − +3 2
2 3 36 12y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÄÀ4) [−1;3]; á) (Ô82) [−4;0].

15.3. = − + −3 2
2 15 36 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÍÒÊ) [0;3]; á) (75Ë) [2;4].

15.4. = + − −3 2
2 9 24 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÁÊË) [−1;1]; á) (ÁÃÄ) [−5;0].

15.5. = − + −3 2
2 15 24 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (5ÏÌ) [2;5]; á) (ÐÌÊ) [−1;3].

15.6. = − − +3 2
2 9 24 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÀÏÍ) [−1;5]; á) (ÀÍÍ) [−2;3].

15.7. = + + −3 2
2 15 24 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÏÊÎ) [−2;1]; á) (5Ð1) [−5;0].

15.8. = − + +3 2
9 24 3y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÄËÏ) [3;5]; á) (ÌÒÔ) [0;4].

15.9. = − − +3 2
3 24 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÊÔÏ) [−2;2]; á) (5ÔÎ) [−3;4].

15.10. = + + +3 2
2 21 72 18y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÀËÁ) [−2;−1]; á) (ÎÒÒ) [−5;−3].

15.11. = + − +3 2
2 3 72 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÊÑ2) [−5;0]; á) (364) [−1;4].

15.12. = − − +3 2
2 3 72 12y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (2ÄÄ) [−4;0]; á) (4ÀÔ) [1;5].

15.13. = − + +3 2
2 21 72 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (13Ê) [−1;4]; á) (ÄÈÎ) [2;5].

15.14. = − + +3 2
9 1 5 3y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (17Í) [−1;3]; á) (9ËË) [2;6].

15.15. = + + +3 2
9 1 5 3y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÒÈÑ) [−6;−2]; á) (ÏÒÀ) [−5;1].

15.16. = − − +3 2
6 1 5 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ËÄÌ) [−2;3]; á) (ÊÈÏ) [0;6].

15.17. = + + +3 2
2 21 60 6y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÊÎÐ) [−6;−1]; á) (ÈÑÖ) [−3;1].

15.18. = + − +3 2
2 9 60 12y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ÌÎ1) [−6;−2]; á) (Ñ8Ñ) [−3;3].

15.19. = − + −3 2
2 21 60 12y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (ËÀÄ) [−1;2]; á) (ÀÏÎ) [0;5].
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15.20. = + + −3 2
12 45 15y x x x  íà îòðåçêàõ:

à) (11Ö) [−6;0]; á) (Ï26) [−3;1].

Çàäà÷à 16

Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè.

16.1. = + ln
.

x
y x

x
16.2. = − ln .y x x

16.3. = −
3

3 1
.y

x x
16.4. = +2

1.y x x

16.5. ( )= − 2
ln 4 .y x 16.6. = + 2arctg .y x x

16.7. 
−=

3

2

1
.

x
y

x
16.8. = + − −2 23 3( 1) ( 1) .y x x

16.9. ( ) −= − +2 1
4 3 .

x
y x x e 16.10. =

+

3

2
.

1

x
y

x

16.11. ( )= −
2

2
ln 1 .y x 16.12. =

+

3

.
2( 1)

x
y

x

16.13. −=5 .
x

y xe 16.14. =
+ 3

10
.

(1 )

x
y

x

16.15. = −3 3
1 .y x 16.16. = .

2

x
e

y
x

16.17. 
−=

3 4
4

.
8

x x
y 16.18. = −

−2 2

1 1
.

( 1)
y

x x

16.19. 
− +=

+

2

2

2 1
.

1

x x
y

x
16.20. = +

2

1 2
.y

xx

Çàäà÷à 17

Âûÿñíèòå, ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ äàííûå ðÿäû. Åñëè ðÿä
ñõîäèòñÿ, òî îïðåäåëèòå, ñõîäèòñÿ îí óñëîâíî èëè àáñîëþòíî.

17.1 à) 
∞

= +
∑ 3

1

;
2 1n

n

n

á) 
∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)
;

4

n

n

n

n

â) 
∞

=

+∑
1

3 5
.

2
n

n

n

17.2 à) 
∞

=

−∑
1

1

1
;

n

n

e

n

á) 
∞

=

−
+

∑
1

( 1)
;

2

n

n n
â) 

∞

=
∑

1

2
.
!

n

n
n

17.3 à) 
∞

= +
∑ 2

1

1
cos ;

2n n

á) 
∞

=

 +  
∑ 3

1

1
ln 1 ;

n n

â) 
∞

=

−∑
1

7 4
.

3
n

n

n
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17.4 à) 
∞

=
∑ 3

1

1
sin ;

n

n

n

á) 
∞

=

−
+

∑ 3
1

( 1)
;

5

n

n n

â) 
∞

= +
∑ 2

1

2
.

5

n

n n

17.5 à) 
∞

=

+
+

∑ 2 3
1

;
n

n n

n n

á) 
∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)
;

n

n n n

â) 
∞

= +∑
1

2
.

( 1)!

n

n
n

17.6 à) 
∞

=

−
+∑

1

2 5
;

3 4
n

n

n

á) 
∞

=

−
+

∑ 2
1

( 1)
;

2

n

n n n

â) 
∞

=

+∑
2

1

4
.

3
n

n

n

17.7 à) 
∞

=

−
+

∑
2

3
1

5 3
;

5 4n

n

n

á) 
3

1

( 1)
;

2

n

n

n

n

∞

=

−
+

∑ â) 
∞

=
∑

1

100
.

!

n

n
n

17.8 à) 
∞

=

+
+

∑ 3
1

2 3
;

2 4n

n

n

á) 
1

( 1)
;

1

n

n

n

n n

∞

=

−
+

∑ â) 
∞

=

+∑
2

1

1
.

2
n

n

n

17.9 à) 
∞

=

+ −
− +

∑
2

2
1

5 4
;

2 3 1n

n n

n n

á) 
∞

=

 +  
∑ 4

1

1
ln 1 ;

n

n

n

â) 
∞

=

+
+∑
3

1

2
.

( 1)!
n

n

n

17.10 à) 
∞

=
∑

1

1
sin ;

n

n
n

á) 
∞

=

 − +  
∑

1

1
( 1) ln 1 ;n

n
n

â) 
∞

=

+∑
1

3 4
.

2
n

n

n

17.11 à) 
∞

=
∑ 3

1

1
tg ;

n

n

n

á) 
∞

=
−∑

1

1
( 1) cos ;n

n
n

â) 
∞

=

+ +∑
2

1

2 1
.

3
n

n

n n

17.12 à) 
∞

=
∑ 2

4
1

1
arcsin ;

n

n

n

á) 
∞

=

 − +  
∑ 2

1

1
( 1) ln 1 ;n

n n

â) 
∞

=
∑

1

!
.

5
n

n

n

17.13 à) 
∞

=
∑

2

1
;

ln
n

n

á) 
∞

=
−∑

1

1
( 1) sin ;n

n
n

â) 
∞

= +
∑ 2

1

3
.

1

n

n n

17.14 à) 
∞

=
∑ 2

2

1
;

lnn n n

á) 
∞

=

−∑
1

( 1)
;

ln

n

n
n

â) 
∞

=
∑

1

1
sin .

2
n

n

n

17.15 à) 
∞

= +
∑

2

1
;
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Çàäà÷à 18

Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Îòâåò çàïèøèòå â âèäå ïðî-
ìåæóòêîâ è èõ îáúåäèíåíèé â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ íà ÷èñëîâîé îñè.
Â ýòîé çàäà÷å íåöåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà çàïèñûâàéòå â âèäå îáûê-
íîâåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, íå âûäåëÿÿ öåëîé ÷àñòè. ×èñëî å ââî-
äèòå ñèìâîëîì å (ëàòèíñêîå).
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ¹ 4

×àñòü çàäà÷ äàííîé ðàáîòû âçÿòà èç [22]. Çàäà÷è 11 è 12 âçÿòû
èç [23].

Çàäà÷à 1

Íàéäèòå äàííûå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû.
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Çàäà÷à 2

Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. ×èñëà π è e îêðóãëèòå äî 0,001,
ïîëîæèâ π ≈ 3,142, e ≅ 2,718.
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3 2 2

2
0

.

9

x dx

x−
∫

2.15 à) (676) 
2

2
2

;

1

dx

x x +
∫ á) (357.Ä8) ( )2

0

3 sin ;x x xdx

π
+∫

â) (2Ò8) 
( )

1 2

2 2
0

.

1 1

dx

x x− −
∫

2.16 à) (Ä49) 
4

0

tg ln cos ;x xdx

π

∫ á) (ÑÒÎ) ( )
2

2

0

5 sin 3 ;x x xdx

π

−∫

â) (ÒÄÏ.Ä8) 
3 2 4

2
0

.

9

x dx

x−
∫

2.17 à) (1ÄÀ.Ä8) 
9

3
2

;
1

xdx

x −∫ á) (23Á) ( )
0

2

3

3 sin 2 ;x xdx

−

+∫

â) (71Ñ) 

( )
2 4

3 2
2

0

.

4

x dx

x−
∫

2.18 à) (ÄÁÒ) 
0

2
1

tg( 1)
;

cos ( 1)

x dx

x−

+
+∫ á) (ÒÒÄ) ( )

4
2

0

sin 2 ;x x xdx

π

+∫

â) (Ò31) 

( )
2

3 2
2

0

.

4

dx

x−
∫

2.19 à) (Ñ62.ÄÌ) 
2 2

1

ln
;

e
x x

dx
x

+
∫ á) (713.ÄË) ( )

2
2

0

2 sin ;x x xdx

π

+∫

â) (244) 
0

4

2

sin .xdx

−π
∫

2.20 à) (2À5) 
( )31

4
0

;
1

x x dx

x

+

+∫ á) (ÑÑ6) ( )
3

2

4

3 sin 2 ;x x xdx

π

−∫

â) (9Ï7) 4

0

cos .xdx

π

∫
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Çàäà÷à 3

Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé çàäàííûìè êðèâûìè.

3.1 à) (361.Ä7) 2
1, 0, 0, 2;y x x x y x= − + = = =

á) (ÎÄ1) 3( 1) , 4( 1).y x y x= − = −

3.2 à) (ÒÏ1.Ä7) 2
1, 0, 0, 2;y x x y x= + = = =

á) (021) 2
9 , 0 3.y x x x= − ≤ ≤

3.3 à) (Ò01.Ä7) 2
3, 0, 0, 2;y x x y x= + = = =

á) (ÏÑ2) 2 2
4 , 2 .y x y x x= − = −

3.4 à) (5ÄÒ) 2
3 6 4, 0, 0, 2;y x x x y x= − + = = =

á) (711) 2
36 , 0, 0 6.y x x y x= − = ≤ ≤

3.5 à) (ÄÎÎ) 2
3 4 5, 0, 0, 2;y x x x y x= − + = = =

á) (ÏÀ1.Ä8) arctg , 0, 3.y x x y x= = =

3.6 à) (ÇÏ1.Ä7) 2
2, 0, 0, 2;y x x y x= + = = =

á) (941.Ä8) 2
sin cos , 0, 0 .

2
y x x y x

π= = < <

3.7 à) (461.Ä7) 2
2 2 3, 0, 0, 2;y x x x y x= − + = = =

á) (ÖÊ1.Ä8) 2
4 , 0, 1.y x x x= − = =

3.8 à) (021) 2
4 6, 0, 0, 3;y x x x y x= − + = = =

á) (462.Ä8) 2 2
4 , 0, 0 2.y x x y x= − = ≤ ≤

3.9 à) (737) 2( 3) , 0, 0;y x x y= − = =

á) (Ò72.Ä7) 2
cos sin , 0, 0 .

2
y x x y x

π= = ≤ ≤

3.10 à) (ÑÀ2.Ä7) 2
2 8, 0;y x y= − =

á) (ÑÑ2.Ä8) 1, 0, ln 2.
x

y e y x= − = =

3.11 à) (472.Ä7) 2
3 2, 0;y x x y= + + =

á) (342) 31
, 0, 1, .

1 ln
y y x x e

x x
= = = =

+

3.12 à) (6Ñ2.Ä8) 2
1, 0;y x y= − =

á) (ÇÑ2) arccos , 0, 0.y x y x= = =
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3.13 à) (Ï42.Ä7) 2
4, 0;y x y= − =

á) (Á73.Ä7) 2 2( 1) , 1.y x y x= + = +

3.14 à) (ÏÈÆ.Ä7) 2
4 , 0;y x x y= + =

á) (ÎÒ8) 2 2
2 3, 4 3.y x x y x x= − + = − +

3.15 à) (ÏÈÕ.Ä7) 2
2 3, 0;y x x y= − − =

á) (323) arccos , 0, 0.x y x y= = =
3.16 à) (ÊÑÆ.Ä8) ( 3)( 1), 0;y x x y= − − =

á) (9ÄÇ) 2 21
8 , 0, 0 2 2.x x x y x= − = ≤ ≤

π
3.17 à) (673.Ä7) ( 5)( 4), 0;y x x y= − − =

á) (ÒÑÇ.Ä8) 1, 0, ln2.
y

x e x y= − = =

3.18 à) (943.Ä7) 2
4 , 0;y x y= − =

á) (Ï63.Ä7) 2
4 , 0, 0 2.y x x y x= − = ≤ ≤

3.19 à) (ÇÄÇ) 2
9 , 0;y x y= − =

á) (513.Ä7) , 0, 1.
1

x
y y x

x
= = =

+

3.20 à) (ÇÀ5.Ä7) 2( 2) , 0, 0;y x y x= − = =

á) (383) 
1

, 0, , .
1 cos 2 2

y y x x
x

π π= = = = −
+

Çàäà÷à 4

Ðàçëàãàÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
x, âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ x = 0,001 èíòåãðàëû.

4.1 (5Ò1.ÄË). 
1

2

0

sin .x dx∫ 4.2 (722.Ä7). ( )
0,1

2

0

cos 100 .x dx∫

4.3 (523.ÄË). 
2

1

6

0

.
x

e dx
−∫ 4.4 (Ñ54.Ä7). 

0,1 2

0

1
.

x
e

dx
x

−−
∫

4.5 (À55.ÄË). 
1

0

ln 1
5

.

x
dx

x

 +  ∫ 4.6 (Ä21.Ä7). 
0,5

44
0

.

1

dx

x+
∫

4.7 (022.ÄË). 
1,5

33
0

.

27

dx

x+
∫ 4.8 (656.Ä7). 

2
0,2

3

0

.
x

e dx
−∫
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4.9 (Ò81.Ä7). ( )
0,2

2

0

sin 25 .x dx∫ 4.10 (822.Ä7). ( )
0,5

2

0

cos 4 .x dx∫

4.11 (823.ÄË). 
1

44
0

.

16

dx

x+
∫ 4.12 (Ñ78.Ä7). 

0,2

0

1
.

x
e

dx
x

−
∫

4.13 (8Ä3.ÄË). 
0,5

0

arctg
.

x
dx

x
∫ 4.14 (284.Ä7). 

0

33
1

.

8

dx

x− −
∫

4.15 (457.ÄË). 
( )20,2

2
0

ln 1
.

x dx

x

+
∫ 4.16 (Ò74.Ä7). 

230,4

4

0

.

x

e dx
−

∫

4.17 (4Ò5.ÄË). 
20,4

0

5
sin .

2

x
dx

 
  ∫ 4.18 (086.Ä7). 

2

23
0

.

64

dx

x+
∫

4.19 (Ñ78.ÄË). 
0,4

0

ln 1
2

.

x
dx

x

 +  ∫ 4.20 (Ä09.Ä7). 

2
30,5

25

0

.

x

e dx
−

∫

Çàäà÷à 5

Âû÷èñëèòå äâîéíûå èíòåãðàëû ïî îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé óêà-
çàííûìè êðèâûìè.

5.1 à) (341.Ä8) { }, : , 0, 2 ;

D

xdxdy D y x y x= = =∫∫

á) (À5À.Ä7) { }2
, : , 0, 1, 0 .

D

xydxdy D y x x y x= = = >∫∫

5.2 à) (34Á.Ä7) { }, : , 2, 0 ;

D

ydxdy D y x y x= = =∫∫

á) (7ÄÑ.Ä7) { }2
, : , 1, 0 .

D

xydxdy D y x x y= = =∫∫
5.3 à) (ÑÀÇ.Ä8) { }, : , 1, 0 ;

D

x ydxdy D y x y x= − = =∫∫

á) (8ÀÄ) { }2
, : , 2, 0 .

D

xdxdy D y x x y=− = =∫∫
5.4 à) (ÏÑ1.ÄÌ) { }, : , 2, 0 ;

D

ydxdy D y x x y= − = − =∫∫

á) (7Ä2.ÄË) { }2 2 2
, : , , 1 .

D

xy dxdy D y x y x x= =− =∫∫
5.5 à) (5À3.Ä8) { }3 , : , 0, 1 ;

D

y xdxdy D y x y x= = = −∫∫
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á) (8Ñ4.Ä7) { }23 , : , 0, 1, 0 .

D

x ydxdy D y x x y x= = = <∫∫

5.6 à) (3Ï5.ÄÌ) { }2 2
, : , 2, 0 ;

D

x y dxdy D y x y x= = − =∫∫

á) (ÄÀ6.ÄË) { }2( ) , : , 1, 0 .

D

x y dxdy D y x x y+ = − = − =∫∫

5.7 à) (597.Ä8) ( ) { }2 2
, : , 1, 0 ;

D

x y dxdy D y x y x+ = − = − =∫∫

á) (6Ò8.ÄË) { }2 2
, : , 1, 0, 0 .

D

x dxdy D y x y x x=− =− < =∫∫

5.8 à) (129.Ä8) { }(2 ) , : , 1, 0 ;

D

x y dxdy D y x x y− = − = =∫∫

á) (400.Ä8) { }2 2
, : , 1, 0, 0 .

D

y dxdy D y x y x x=− =− = >∫∫

5.9 à) (Ï2Ï.Ä7) { }( 2 ) , : , , 1 ;

D

x y dxdy D y x y x x− = = − =∫∫

á) (8ÁÀ.ÄÌ) ( ) { }2 2 2
, : , 0, 1 .

D

x y dxdy D y x y x− = − = =∫∫

5.10 à) (38Á.Ä7) { }(2 ) , : , , 1 ;

D

x y dxdy D y x y x y+ = = − =∫∫

á) (6ÁÑ.Ä7) { }2 2
, : , 1 .

D

x ydxdy D y x y= =∫∫

5.11 à) (ÄÑÄ.Ä8) { }3 , : , , 1 ;

D

xdxdy D y x y x x= = − = −∫∫

á) (241.Ä7) { }2 2(3 ) , : , , 1 .

D

x y dxdy D y x y x x+ = = − = −∫∫

5.12 à) (842) { }( 3 ) , : , , 1 ;

D

x y dxdy D y x y x y+ = = − = −∫∫

á) (323) 21
sin , : 0, , .

2 2
D

xy x
y dxdy D x y y

 = = π = π  ∫∫

5.13 à) (ÀÐ4.Ä7) { }, : 1, 0, 0 ;

D

xdxdy D x y x y+ = = =∫∫

á) (Ñ35) { }2
cos , : 0, , .

D

y xydxdy D x y y x= = π =∫∫

5.14 à) (4Á6.Ä7) { }, : 1, 0, 0 ;

D

ydxdy D x y x y− = − = =∫∫

á) (Ò97) { }21
4 sin 2 , : 0, 2 , 2 .

D

y xydxdy D x y y x= = π =
π ∫∫



208

5.15 à) (Ä78.Ä7) { }2( 4 ) , : 1, , ;

D

x y dxdy D x y x y x+ = = = −∫∫

á) (299) { }2 2 , : 0, 2, .

xy

D

e y e dxdy D x y y x
−

= = =∫∫

5.16 à) (À00.Ä8) ( ) { }2 2 2
2 3 , : 1, , ;

D

x y dxdy D x y x y x+ = = − =∫∫

á) (5ÄÏ.Ä8) { }2
3 , : , 2 , 1, 2 .

D

x dxdy D y x y x y y= = = =∫∫

5.17 à) (87À.Ä8) ( ) { }3
2 4 , : , 1, 0 ;

D

x y dxdy D y x y x+ = = =∫∫

á) (97Á.Ä8) ( ) { }2 2 2
, : , .

D

x y dxdy D y x y x+ = =∫∫

5.18 à) (47Ñ.Ä8) ( ) { }2 3
, : , 0, 1 ;

D

x y dxdy D y x y x+ = = =∫∫
á) (ÓÀÒ) { }cos( ) , : 0, , .

D

x y dxdy D x y y x+ = = π =∫∫

5.19 à) (Ò1Ä.Ä6) ( ) { }33 3 , : 0, 1, ;

D

x y dxdy D y x y x+ = = − =∫∫

á) (ÇÑ1.Ä7) { }( 4 ) , : , 5 , 1 .

D

x y dxdy D y x y x x+ = = =∫∫

5.20 à) (ÏÑ2) { }, : , 2 , 2, 4 ;

D

y
dxdy D y x y x x x

x
= = = =∫∫

á) (6Ñ2.Ä8) 2 2 3 3
45 1 ,

D

x y x y dxdy− −∫∫

{ }3 3
: 1, 0, 0, 0, 0 .D x y x y x y+ = = = > >

Çàäà÷à 6

Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî óêàçàííûì êðèâûì.
Íåöåëûå ÷èñëà ââîäèòå â âèäå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, îêðóãëèâ äî 0,01.

6.1 à) (Ï03.Ä7) ( ) ( )2 2
2 2 ,

L

x y dx y x dy− + −∫
{ }: îòðåçîê , ( 1;0), (0;1) ;L MN M N−

á) (ÑÒ4) 21
,

L

ydx xdy z dz− +
π ∫

{ }: sin , cos , 1, 0 .L x t y t z t= = = < < π



209

6.2 à) (6Ä4.Ä7) ( ) ( )2 2
2 ,

L

x y dx y x dy+ + +∫
{ }: îòðåçîê , (1;0), (0;1) ;L MN M N

á) (865.Ä7) 2 2 3
,

L

y dx x dy z dz− +∫
{ }: cos , sin , 3, 0 .L x t y t z t= = = < < π

6.3 à) (045) ( ) ( )2 2
,

L

x y dx y x dy+ + +∫

{ }2: ÷àñòü êðèâîé 4 îò òî÷êè (0;4) äî òî÷êè (1;3) ;L y x M N= −

á) (345) ( ) ( ) ( ) ,

L

y z dx z x dy x y dz+ + + + +∫

{ }: îòðåçîê , (2;4;3), (3;5;4) .L MN M N

6.4 à) (066.Ä7) 2
,

L

x ydx ydy−∫  { }: îòðåçîê , ( 1;0), (0;1) ;L MN M N−

á) (066) 
1

( ) ( ) ( ) ,

L

y z dx z x dy x y dz− + − + −
π ∫

{ }: cos , sin , 2(1 cos ), 0 2 .L x t y t z t t= = = − < < π

6.5 à) (Ò56) ( ) ( ) ,

L

x y dx x y dy+ + −∫

{ }2: ÷àñòü êðèâîé îò òî÷êè ( 1;1) äî òî÷êè (1;1) ;L y x M N= −

á) (067) 
1

2 ,

L

zdx xdy ydz− +
π ∫

{ }: 2cos , 2sin , 1, 0 2 .L x t y t z t= = = < < π

6.6 à) (867) ,

L

ydx xdy−∫

{ }3: ÷àñòü êðèâîé îò òî÷êè (0;0) äî òî÷êè (2;8) ;L y x M N=

á) (1À7) 3 4 ,

L

xydx zdy xdz+ +∫

: cos , sin , 2, 0 .
2

L x t y t z t
π = = = < < 

 

6.7 à) (597) ( )2
30 ,

L

xy y dx xdy+ +∫

{ }2: äóãà êðèâîé 2 , (0;0), (1;2) ;L MN y x M N=
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á) (2Ò8) 21
,

L

xzdx xdy z dz+ +
π ∫

{ }: cos , sin , sin , 0 2 .L x t y t z t t= = = < < π

6.8 à) (2Ä8) 3 ,

L

xydx ydy+∫  { }: îòðåçîê , (1;2), (2;3) ;L MN M N

á) (ÎÒ8) 2 ,

L

ydx xdy zdz+ +∫

{ }4 3 2
: 1, 1, 1,0 1 .L x t y t z t t= + = + = + < <

6.9 à) (208) 2
3 ,

L

y dx xdy+∫

{ }: äóãà êðèâîé , (0;0), (4;2) ;L MN y x M N=

á) (278) ,

L

zdx xdy ydz+ +∫
{ }: îòðåçîê , (1;0;2), (3; 1;4) .L MN M N −

6.10 à) (ÑÒ9) 33 2
3 ,

L

y dx x dy+∫

{ }3: äóãà êðèâîé , (0;0), (8;2) .L MN y x M N=

á) (019) 2
3 ,

L

zdx y dy xdz+ −∫

: 2 cos , 2sin , 2 cos , 0 .
2

L t y t z t t
π = = < < 

 

6.11 à) (299) ( ) ( )2 2
3 2 2 ,

L

y x dx x y dy− + −∫
{ }: îòðåçîê , (0;2), (1;3) .L MN M N

á) (ÄÄ9) 2 2 2
3 ,

L

z dx x dy y dz+ +∫

{ }2: , , , 0 ln 2 .t t tL x e y e z e t−= = = < <

6.12 à) (ÄÒ9) 6 ( 1) ( ) ,

L

xy dx y x dy+ − +∫
{ }: îòðåçîê , (0;3), (1;5) .L MN M N

á) (ÄÎ9) 2 2 2
3 ,

L

z dx x dy y dz+ −∫

: 2, sin2 , cos2 , 0 .
4

L y x t z t t
π = = = < < 

 
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6.13 à) (Ñ59) ( ) ( )2 2
30 ,

L

x y dx x y dy+ − +∫

{ }: ÷àñòü êðèâîé 1 îò òî÷êè (0;1) äî òî÷êè (1;2) .L y x M N= +

á) (899) (2 ) (2 ) ( ) ,

L

y z dx x z dy x y dz+ + + + +∫

{ }: îòðåçîê , (0;0;0), (1;1;2) .L MN M N

6.14 à) (ÏÁÎ) 2
3 ,

L

xy dx xdy−∫  { }: îòðåçîê , (0; 4), (1; 2) .L MN M N− −

á) (ÎÑ9) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
3 ,

L

y z dx x z dy x y dz+ + + + +∫

: cos , sin , cos , 0 .
2

L x t y t z t t
π = = = < < 

 

6.15 à) (819) ( 2 ) (2 ) ,

L

x y dx x y dy+ + −∫

{ }2: ÷àñòü êðèâîé 2 îò òî÷êè (0;2) äî òî÷êè (1;3) .L y x M N= +

á) (860) ,

L

ydx zdy xdz− +∫

: 2cos , 2sin , 2sin , 0 .
2

L x t y t z t t
π = = = < < 

 
6.16 à) (Ñ70) ( ) ( ) ,

L

y x dx y x dy+ + −∫

{ }3: ÷àñòü êðèâîé 2 îò òî÷êè (0;2)äî òî÷êè (2;10) ;L y x M N= +

á) (ÒÒÎ.Ä7) 2 ,

L

yzdx xzdy xydz+ +∫

: sin , cos , sin , 0 .
2

L x t y t z t t
π = = = < < 

 

6.17 à) (420.Ä7) ( )2
,

L

ydx x xy dy+ −∫

{ }2: äóãà êðèâîé 4, (0;4), (1;5) ;L MN y x M N= +

á) (600.Ä6) 2
,

L

yzdx x dy xydz+ +∫

: sin , cos , cos , 0 .
2

L x t y t z t t
π = = = < < 

 
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6.18 à) (860.Ä7) 2 2
,

L

x ydx y xdy−∫
{ }: îòðåçîê , (0; 4), (1; 1) ;L MN M N− −

á) (ÒÄÎ.Ä7) ,

L

zdx xdy ydz+ +∫  { }2 3
: , , , 0 1 .L x t y t z t t= = = < <

6.19 à) (ÄÄÎ) 6 ,

L

ydx xdy+∫

{ }: äóãà êðèâîé +2, (0;2), (1;3) ;L MN y x M N=

á) (À70) 2 2
6 ,

L

y dx zxdy x dz+ −∫
{ }: îòðåçîê , (1;3;2), (3;4;5) .L MN M N

6.20 à) (À20.Ä8) 5 3 ,

L

y dx xdy+∫

{ }5: äóãà êðèâîé , (0;0), (1;1) ;L MN y x M N=

á) (ÄÑÎ) 9 ,

L

yzdx xzdy yxdz+ +∫

{ }2
: , , , 0 ln 3 .

t t tL x e y e z e t− −= = = < <

Çàäà÷à 7

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â çàäà-
÷àõ (à) è (á) ðåøåíèå ïðåäñòàâüòå â âèäå ϕ(x,y) = c, à â çàäà÷å
(â) � â âèäå y = f(x,c). Äëÿ óðàâíåíèÿ (â) ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè, ò.å.
íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(x0) = y0 ïðè
çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ x0 è y0.

7.1 à) ( 2) ( 4) 0;y xdx x ydy+ + + =  á) 
2

2
1;

y y
y

xx
′= + +  â) 2, (1) 0.

y
y x y

x
′− = =

7.2 à) 2 2
4 3 0;x y yy x′+ + + = á) 

3 2

2 2

2 2
;

2

y yx
xy

y x x

+′=
+

â) ctg sin , 0.
2

y y x x x y
π ′− = =  

7.3 à) ( )2 2
4 1 0;y dx y x dy+ − + = á) ;

x y
y

x y

+′=
−

â) ( )1
cos sin 2 , 0 0.

2
y y x x y′+ = =

7.4 à) 2 2
5 ;y dx ydy x ydy+ − = á) 2 2

;xy x y y′= + +
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â) 2 1
tg cos , .

4 2
y y x x y

π ′+ = =  

7.5 à) ( ) ( )2 2
3 2 2 3 0;x y dx x ydy+ − + = á) 

2

2
2 2 4;

y y
y

xx
′ = + +

â) ( )2 3
2 , 1 .

2 2

y
y x x y

x
′− = + − =

+

7.6 à) 2 2
2 3 0;x y dx y x dy+ + + = á) 

3 2

2 2

3 2
;

2 2

y yx
xy

y x

+′=
+

â) ( )( 1), 0 1.
1

xy
y e x y

x
′− = + =

+

7.7 à) ( )3 3
5 0;

x xe dy ye dx+ + = á) 2
;

2

x y
y

x y

+′=
−

â) sin , 1.
2

y
y x x y

x

π ′− = =  

7.8 à) 
2

2

1
1 0;

1

x
yy

y

−′ + =
−

á) 
2 2

2 ;xy x y y′= + + â) ( ) 1
sin , .

y
y x y

x
′+ = π =

π

7.9 à) 
2 2

6 6 3 2 ;xdx ydy x ydy xy dx− = − á) 
2

2
3 8 4;

y y
y

xx
′= + +

â) ( )2
, 1 1.

2

y
y x y

x
′+ = =

7.10 à) 
2 2

5 4 0;x y dx x dy+ + + = á) 
3 2

2 2

2 6
;

2 3

y yx
xy

y x

+′=
+

â) ( )
2

2 2

2 2 2
, 0 .

31 1

x x
y y y

x x
′+ = =

+ +

7.11 à) ( )4 0;
x xy e dy e dx+ − = á) 

2 2

2
;

2

x xy y
xy

x xy

+ −′=
−

â) ( )
2

2 5
5, 2 4.

x
y y y

x

−′− = =

7.12 à) 
2 2

4 0;x y xy x′− + + = á) 
2 2

2 ;xy x y y′= + +

â) ( )1
, 1 .

xy x
y e y e

x x

+′+ = =

7.13 à) 
2 2

2 2 2 ;xdx ydy x ydy xy dx− = − á) 
2

2
6 6;

y y
y

xx
′= + +
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â) ( )ln
2 , 1 1.

y x
y y

x x
′− = − =

7.14 à) 
2 2

4 1 0;x y y x dy+ + + = á) 
3 2

2 2

3 8
2 ;

2 4

y yx
xy

y x

+′=
+

â) ( )
3

12
, 1 4.

y
y y

x x
′− = − =

7.15 à) ( )8 0;
x xe dy ye dx+ − = á) 

2 2

2

2
;

2 2

x xy y
y

x xy

+ −′=
−

â) ( )32 5
, 1 .

6
y y x y

x
′+ = =−

7.16 à) 
2 2

5 1 0;y yy x′+ + − = á) 
2 2

3 ;xy x y y′= + +

â) ( )3 , 1 1.
y

y x y
x

′+ = =

7.17 à) 
2 2

;xdx ydy yx dy xy dx− = − á) 
2

2
2 8 8;

y y
y

xx
′= + +

â) ( )2

2

2
1 , 1 3.

1

xy
y x y

x
′− = + =

+

7.18 à) ln 0;y y xy′+ = á) 
3 2

2 2

3 10
;

3 5

y yx
xy

y x

+′=
+

â) ( )
2

1 2
1, 1 1.

x
y y y

x

−′+ = =

7.19 à) ( )1 ;
x x

e y ye′+ = á) 
2 2

2

3
;

3 2

x xy y
y

x xy

+ −′=
−

 â) ( )
3

3 2
, 1 1.

y
y y

x x
′+ = =

7.20 à) 
2 2

1 0;x y xy x′− + + = á) 
2 2

3 2 ;xy x y y′= + +

â) ( )2 2 , 0 2.y xy x y′+ = + =

Çàäà÷à 8

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà.

8.1 à) 3 2 2 3;y y y x′′ ′− + = + á) 4
8 32 5 .

x
y y y xe′′ ′− + =

8.2 à) 2 ;
x

y y y xe
−′′ ′+ + = á) 4

8 25 4 .
x

y y y xe′′ ′− + =

8.3 à) 4 3 4 2;y y y x′′ ′− + = + á) 4
8 20 3 .

x
y y y xe′′ ′− + =

8.4 à) 5 4 4 3;y y y x′′ ′− + = + á) 4
8 17 2 .

x
y y y xe′′ ′− + =
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8.5 à) 3 2 4 4;y y y x′′ ′− + = + á) 510 41 (3 4).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.6 à) 24 4 ( 2);x
y y y e x

−′′ ′+ + = + á) 510 34 (3 3 ).x
y y y e x y′′ ′− + = +

8.7 à) 5 6 3;y y y x′′ ′− + = + á) 510 29 (3 2).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.8 à) 6 8 4;y y y x′′ ′− + = + á) 510 26 (3 1).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.9 à) 4 3 2 1;y y y x′′ ′− + = + á) 36 25 (2 4).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.10 à) 5 6 2 2;y y y x′′ ′− + = + á) 36 18 (2 3).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.11 à) 36 9 (2 3);x
y y y e x

−′′ ′+ + = + á) 36 13 (2 2).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.12 à) 7 12 2 4;y y y x′′ ′− + = + á) 36 10 (2 1).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.13 à) 3 1;y y x′′ ′− = + á) 24 18 ( 4).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.14 à) 2 3 2;y y x′′ ′− = + á) 24 13 ( 3).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.15 à) 3 3 3;y y x′′ ′− = + á) 24 8 ( 2).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.16 à) 4 3 4;y y x′′ ′− = + á) 24 5 (4 4).x
y y y e x′′ ′− + = +

8.17 à) 5 4 2 ;y y y x′′ ′− + = á) sin .y y x′′ ′+ =
8.18 à) 6 7 3 ;y y y x′′ ′− + = á) cos .y y x′′ ′+ =
8.19 à) 7 12 4 ;y y y x′′ ′− + = á) 4 sin2 .y y x′′ ′+ =

8.20 à) 4
8 16 5 ;

x
y y y xe

−′′ ′+ + = á) 2 17 (4 3).x
y y y e x′′ ′− + = +

Çàäà÷à 9

Äàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò À è Â è âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòè
P(a ≤ X ≤ b) äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé a è b.

Îòâåòû çàïèñûâàéòå â âèäå íåñîêðàòèìûõ îáûêíîâåííûõ äðîáåé.

9.1. 

0, åñëè 2;

( ) , åñëè 2 5;

1, åñëè 5.

x

F x A x B x

x

≤
= + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (ÏÒ1) (3 4);P X< ≤ á) (6Ò2) (1 3);P X< ≤
â) (971) (3 4);P X< ≤ ã) (472) ( 3).P X >

9.2. 2

0,åñëè 1;

( ) ,åñëè 1 4;

1,åñëè 4.

x

F x A x B x

x

≤


= + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (7Ò3) (2 3);P X< ≤ á) (171) (0 2);P X< ≤
â) (ÒÀ1) (3 5);P X< ≤ ã) (9Á1) ( 2).P X≥
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9.3. 

0, åñëè 4;

( ) arcsin , åñëè 4 4;
4

1, åñëè 4.

x

B x
F x A x

x

≤ −
= + − < ≤ π
 >

Âû÷èñëèòå: à) (024) ( 2 2);P X− < ≤ á) (351) ( )5 2 2 ;P X− < ≤

â) (151) ( )2 2 5 ;P X< ≤ ã) (1Á1) ( )2 3 .P X≥

9.4. ( ) arctg , .
2

B x
F x A x= + − ∞< < + ∞

π
Âû÷èñëèòå: à) (ÏÁ1) ( 2 2);P X− < ≤ + á) (9Ò1) ( )2 3 ;P X <

â) (Ï25) 2 3
.

3
P X

 
>   

9.5. 2

0,åñëè 2;

( ) ,åñëè 2 5;

1,åñëè 5.

x

F x A x B x x

x

≤


= + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (626) (3 4);P X< ≤ á) (À72) ( )1 3 ;P X< <

â) (4Ð2) ( )3 6 ;P X< ≤ ã) (5Ð3) ( )3 .P X≥

9.6. 3

0,åñëè 1;

( ) ,åñëè 1 4;

1,åñëè 4.

x

F x A x B x x

x

≤


= + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (7Ï2) (2 3);P X< < á) (ÏÏ2) ( )1 2 ;P X− < ≤

â) (Ñ72) ( )3 5 ;P X< ≤ ã) (Ò73) ( )3 .P X≥

9.7. 3 2

0,åñëè 1;

( ) ,åñëè 1 5;

1,åñëè 5.

x

F x A x B x x

x

≤


= + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (2Ä2) (2 4);P X< ≤ á) (762) ( )2 3 ;P X− < <

â) (ÑÄ2) ( )4 7 ;P X< ≤ ã) (ÒÐ2) ( )3 .P X≥

9.8. 3

0,åñëè 2;

( ) ,åñëè 2 4;

1,åñëè 4.

x

F x A x B x

x

≤ −


= + − < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (7Ñ2) ( 1 3);P X− < ≤ á) (ÀÒ2) ( )4 2 ;P X− < ≤

â) (452) ( )2 6 ;P X< ≤ ã) (ÄÎ2) ( )3 .P X≥
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9.9. 2

0,åñëè 1;

1
( ) ,åñëè 1 4;

8

1,åñëè 4.

x

F x A x B x x

x

≤ −
= + + − < ≤

 >

Âû÷èñëèòå: à) (Ï72) (0 2);P X< < á) (772) ( )3 3 ;P X− < ≤

â) (ÁÀ2) ( )1 5 ;P X< ≤ ã) (312) ( )2 .P X≥

9.10. 
0, åñëè 0;

( )
, åñëè 0.x

x
F x

A B e x
−

≤= 
+ >

Âû÷èñëèòå: à) (ÀÁ2) (ln2 ln3);P X< < á) (À52) ( )ln 4 ;P X ≥

â) (573) ( )ln3 .P X <

9.11. 2

2

0,åñëè 0;

( )
,åñëè 0.

1

x

F x x A
x

B x

≤
=  + > +

Âû÷èñëèòå: à) (5Ï3) (1 2);P X< < á) (992) ( )4 ;P X ≥

â) (Ï72) ( )3 .P X <

9.12. 

2

2

0,åñëè 2;

1
2 ,åñëè 2 4;

8 2

1
( ) ,åñëè 4;

2

5
4 ,åñëè 4 6;

8 2

1,åñëè 6.

x

x
A x A x

F x x

x
B x B x

x

≤

 + − − < ≤
= =



− + + − < ≤

 >

Âû÷èñëèòå: à) (573) (2 5);P X< ≤ á) (Ò53) ( )1 3 ;P X< ≤

â) (804) ( )3 8 ;P X< ≤ ã) (284) ( )3 5 .P X< ≤

9.13. 

2

0,åñëè 2;

1
2 ,åñëè 2 6;

32 8

1
( ) ,åñëè 6;

2

1
6 ,åñëè 6 8;

2

1,åñëè 8.

x

x
A x A x

F x x

B x B x

x

≤

 + − − < ≤
= =

 + − < ≤


>
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Âû÷èñëèòå: à) (773) (4 7);P X< ≤ á) (ÄÏ3) ( )1 3 ;P X− < <

â) (4Ï3) ( )3 6 ;P X< ≤ ã) (À52) ( )7 .P X≥

9.14. 
2

0,åñëè 0;

1
,åñëè 0 2;

4
( )

1
,åñëè 2 4;

3

,åñëè 4.

x

x x

F x

A x x

B x

≤

 < ≤
= 
 + < ≤

 >

Âû÷èñëèòå: à) (Ñ23) (1 3);P X< ≤ á) (2Ò3) ( )1 3 ;P X− < <

â) (623) ( )3 6 ;P X< ≤ ã) (385) ( )1 .P X≥

9.15. 2

0,åñëè 0;

1
( ) ,åñëè 0 3;

18

,åñëè 3.

x

F x x A x x

B x

≤
= + < ≤

 >

Âû÷èñëèòå: à) (727) (1 2);P X< ≤ á) (ÁÒ3) ( )1 1 ;P X− < <

â) (7Á3) ( )2 5 ;P X< ≤ ã) (553) ( )1 .P X≥

9.16. 
3

0,åñëè 1;

( ) 4 ,åñëè 1 2;
3

1,åñëè 2.

x

x
F x A x B x

x

≤ −
  = − + − < ≤     
 >

Âû÷èñëèòå: à) (Ñ83) (0 1);P X< ≤ á) (354) ( )2 1 ;P X− < ≤

â) (353) ( )1 4 ;P X< ≤ ã) (Ñ84) ( )0 .P X≥

9.17. 

2

2

0,åñëè 2;

1
,åñëè 2 0;

( ) 8 2

,åñëè 0 2;

1,åñëè 2.

x

x
x

F x

A x B x

x

≤ −

− + − < ≤= 
 + < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (185) ( 1 1);P X− < ≤ + á) (Ð87) ( )3 1 ;P X− < ≤ −

â) (À86) ( )1 4 ;P X< ≤ ã) (Ï05) ( )1 .P X≥ −

9.18. 
3 4

0,åñëè 0;

4
( ) ,åñëè 0 4;

3 4

,åñëè 4.

x

x x
F x A x

B x

≤
  = − < ≤     
 >
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Âû÷èñëèòå: à) (325) (1 3);P X< < á) (3À5) ( )3 2 ;P X− < ≤

â) (ÑÏ5) ( )2 5 ;P X< ≤ ã) (206) ( )2 .P X≥

9.19. 

4

4

0,åñëè 2;

1
4 ,åñëè 2 0;

8 4
( )

4 ,åñëè 0 2;
4

,åñëè 2.

x

x
x

F x

x
A x

B x

≤ −
   − − < ≤     = 

  + < ≤    
 >

Âû÷èñëèòå: à) (916) ( 1 1);P X− < ≤ + á) (7Á3) ( )3 0 ;P X− < ≤

â) (976) ( )1 4 ;P X< ≤ ã) (ÎÄ4) ( )0 .P X≥

9.20. 
2

0,åñëè 1;

( )
,åñëè 1.

x

F x B
A x

x

<
=  + >

Âû÷èñëèòå: à) (2À5) (2 3);P X< ≤ á) (3Ä5) ( )2 3 ;P X− < <

â) (305) ( )3 .P X≥

Çàäà÷à 10

Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ â çàäàíèÿõ âåëè÷èí.

Íåöåëûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà çàïèñûâàéòå â âèäå îáûêíîâåííîé
íåñîêðàòèìîé äðîáè, íå âûäåëÿÿ öåëîé ÷àñòè.

10.1. 
2

0,åñëè 1;

( ) ,åñëè 1 1;
1

0,åñëè 1.

x

A
x x

x

x

 ≤ −


ρ = − < ≤ −
π −

 ≥
Âû÷èñëèòå: à) (ÑÑÀ) êîíñòàíòó A; á) (ÏÁ1) F(0);

â) (ÏÒ1) 
1 1

;
2 2

P x
 − < <  

ã) (Ï9Ï) mx; ä) (ÎÄ4) Dx.

10.2. 
0, åñëè 0;

( ) , åñëè 0 2;

0, åñëè 2.

x

x A x x

x

≤
ρ = < ≤
 >

Âû÷èñëèòå: à) (71Ï) êîíñòàíòó A; á) (Ð9Ï) F(1);

â) (59Ñ) 1
1 ;

2
P x

 < <  
ã) (Ñ4Ñ) mx; ä) (ÀÑÑ) Dx.
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10.3. 
( )2 , åñëè 2;

( )
0, åñëè 2.

A x x
x

x

 − ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (Á4Ò) êîíñòàíòó A; á) (56Ò) F(+1);

â) (Ñ4Ñ) ( )1 1 ;P x− < < ã) (74Ñ) mx; ä) (46Ñ) Dx.

10.4. 
( )3 , åñëè 0 2;

( )
0 âíå [0;2].

A x x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (Ò4Ò) êîíñòàíòó A; á) (74Ò) F(1);

â) (Ñ2Ò) 
3

1 ;
2

P x
 < <  

ã) (90Ò) mx; ä) (ÒÑÒ) Dx.

10.5. 
4

0,åñëè 1;

( )
,åñëè 1.

x

x A
x

x

<
ρ =  ≥

Âû÷èñëèòå: à) (ÇÏÏ) êîíñòàíòó A; á) (99Ò) F(3);

â) (5ÏÏ) ( )1 2 ;P x< < ã) (51Ï) mx; ä) (Ò9Ï) Dx.

10.6. 
, åñëè 1 2;

( )
0 âíå [1;2].

A x x
x

+ ≤ ≤
ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (2Ò2) êîíñòàíòó A; á) (Ä5Ä) F(3/2);

â) (07Ä) 
3

2 ;
2

P x
 ≤ ≤  

ã) (9ÏÄ) mx; ä) (22Ä) Dx.

10.7. 
, åñëè 0 1;

( )
0 âíå [0;1].

Ax x
x

≤ ≤
ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (24Ä) êîíñòàíòó A; á) (151) F(1/2);

â) (ÐÏÄ) 
1 1

;
4 2

P x
 < <  

ã) (87Ä) mx; ä) (33Ä) Dx.

10.8. 
( )21 ,åñëè 1;

( )
0,åñëè 1.

A x x
x

x

 − ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (Ò4Ò) êîíñòàíòó A; á) (86À) F(0);

â) (ÒÎÒ) 
1 1

;
2 2

P x
 − < <  

ã) (78Ò) mx; ä) (Á6Ò) Dx.

10.9. 

0, åñëè 0;

, åñëè 1 2;

( ) 1
1, åñëè 2 4;

4

0, åñëè 4.

x

A x

x
x x

x

≤
 < ≤ρ = − + < ≤


>
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Âû÷èñëèòå: à) (7Ä7) êîíñòàíòó A; á) (8Ï8) F(3);

â) (707) 
3

3 ;
2

P x
 < ≤  

ã) (Ñ77) mx; ä) (957) Dx.

10.10. 
2(1 ),åñëè 0 1;

( )
0 âíå [0;1].

Ax x x
x

 − ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (008) êîíñòàíòó A; á) (1Ñ8) F(1/2);

â) (278) 
1

1 ;
2

P x
 < ≤  

ã) (2Ï8) mx; ä) (Ä58) Dx.

10.11. 
, åñëè 1;

( )
0, åñëè 1.

a x x

x

x

 ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (239) êîíñòàíòó A; á) (ÏÏ9) F(1/2);

â) (199) 
1 1

;
2 2

P x
 − < <  

ã) (099) mx; ä) (Ï19) Dx.

10.12. 
3 ,åñëè 1;

( )
0,åñëè 1.

A x x
x

x

 ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (Ò97) êîíñòàíòó A; á) (577) F(−1/2);

â) (ÇÏ1) 
1 1

;
2 2

P x
 − < <  

ã) (797) mx; ä) (971) Dx.

10.13. 
2

1 ,åñëè 0 2;
( )

0 âíå [0;2].

x
x

x A A

  − ≤ ≤  ρ =  


Âû÷èñëèòå: à) (350) êîíñòàíòó A; á) (351) F(1);

â) (151) ( )1 2 ;P x≤ ≤ ã) (971) mx; ä) (1Ò1) Dx.

10.14. 
( )1 , åñëè 1;

( )
0, åñëè 1.

A x x
x

x

 − ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (3Ñ2) êîíñòàíòó A; á) (Ñ52) F(−1/2);

â) (351) 
1 1

;
2 2

P x
 − < <  

ã) (Ï42) mx; ä) (ÁÁÇ) Dx.

10.15. ( )2 2 ,åñëè 0 1;
( )

0 âíå [0;1].

A x x x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (385) êîíñòàíòó A; á) (4À5) F(1/2);

â) (ÑÑÎ) 
1

0 ;
2

P x
 < <  

ã) (ÑÏ5) mx; ä) (ÆÈ5) Dx.
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10.16. 
( )21 ,åñëè 1;

( )
0,åñëè 1.

A x x
x

x

 − ≤ρ = 
>

Âû÷èñëèòå: à) (Ñ86) êîíñòàíòó A; á) (6Ä6) F(0);

â) (906) 
1

0 ;
2

P x
 < <  

ã) (756) mx; ä) (À06) Dx.

10.17. ( )22 1 ,åñëè 0 1;
( )

0 âíå [0;1].

A x x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (ÒÎ7) êîíñòàíòó A; á) (4Ä7) F(1/2);

â) (167) 1
2 ;

2
P x

 < <  
ã) (2Ï8) mx; ä) (Á58) Dx.

10.18. ( )2 1 ,åñëè 0 2;
( )

0 âíå [0;2].

A x x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (ÁÏ8) êîíñòàíòó A; á) (2Ï8) F(1);

â) (818) ( )1 3 ;P x≤ ≤ ã) (Ä18) mx; ä) (358) Dx.

10.19. ( )24 1 ,åñëè 0 1;
( )

0 âíå [0;1].

A x x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (339) êîíñòàíòó A; á) (3Ï9) F(1/2);

â) (919) 
1

4 ;
2

P x
 ≤ ≤  

ã) (379) mx; ä) (759) Dx.

10.20. 
2 3

,åñëè 0 1;
( ) 5

0 âíå [0;1].

Ax x
x

 + ≤ ≤ρ = 


Âû÷èñëèòå: à) (610) êîíñòàíòó A; á) (620) F(1/2);

â) (ÐÎÎ) 
1

2 ;
2

P x
 ≤ ≤  

ã) (ÑÏÎ) mx; ä) (550) Dx.

Çàäà÷à 11

Äàíà ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (X,Y). Íàéäèòå óêàçàííûå â çàäàíèÿõ âåëè÷èíû. Âñå íåöå-
ëûå îòâåòû çàïèñûâàéòå â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, îêðóãëèâ äî 0,01.
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11.1. 
X 

Y 
2 4 6 

5 0,12 0,15 0,20 

8 0,13 0,25 0,15 

 Âû÷èñëèòå: à) (27À.Ä8) mx; á) (ÁÏÀ.Ä7) Dx; â) (2ÁÀ.Ä7) my;
ã) (ÁÒÀ.Ä7) Dy; ä) (86À.Ä7) cov(X;Y); å) (Ò2À.Ä6) rxy;
æ) (33À.Ä7) [ ]8 .M X Y =

11.2. X 
Y 

2 4 5 

3 0,15 0,25 0,10 

4 0,10 0,10 0,30 

 Âû÷èñëèòå: à) (17Á.Ä8) mx; á) (Ä1Á.Ä7) Dx; â) (37Á.Ä8) my;
ã) (Ò1Á.Ä7) Dy; ä) (ÑÁÁ.Ä7) cov(X;Y); å) (Á1À.Ä7) rxy;
æ) (2ÄÁ.Ä7) [ ]5 .M Y X =

11.3. X 
Y 

1 2 4 

−1 0,13 0,12 0,25 

0 0,12 0,18 0,20 

 Âû÷èñëèòå: à) (9ÀÑ.Ä7) mx; á) (ÀÁÑ.Ä8) Dx; â) (ÎÀÑ.Ä7) my;
ã) (51Ñ.Ä7) Dy; ä) (ÁÇÑ.Ä6) cov(X;Y); å) (ÁÏÑ.Ä6) rxy;
æ) (80Ñ.Ä7) [ ]0 .M X Y =

11.4. X 
Y 

1 4 5 

2 0,12 0,18 0,22 

4 0,13 0,10 0,25 

 Âû÷èñëèòå: à) (ÄÎÒ.Ä7) mx; á) (ÏÑÒ.Ä7) Dx; â) (60Ò) my;
ã) (Ò2Ò.ÄÎ) Dy; ä) (ÏÇÒ.Ä6) cov(X;Y); å) (73Ñ.Ä6) rxy;
æ) (Ò7Ò.Ä8) [ ]4 .M Y X =

11.5. X 
Y 

2 3 5 

1 0,13 0,12 0,25 

4 0,12 0,22 0,10 

 Âû÷èñëèòå: à) (345.Ä7) mx; á) (ÁÑÄ.Ä7) Dx; â) (535.Ä7) my;
ã) (75Ä.Ä7) Dy; ä) (ÁÇÄ.Ä6) cov(X;Y); å) (ÎÑ5.Ä7) rxy;
æ) (2Ñ5.Ä7) [ ]1 .M X Y =
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11.6. 
X 

Y 
2 4 5 

1 0,12 0,30 0,13 

0 0,10 0,15 0,20 

 Âû÷èñëèòå: à) (Ð45.Ä7) mx; á) (ÏÀ1.Ä8) Dx; â) (245.Ä7) my;
ã) (Ò31.Ä7) Dy; ä) (1Ñ1.Ä6) cov(X;Y); å) (225.Ä6) rxy;
æ) (315.Ä8) [ ]2 .M Y X =

11.7. X 
Y 

2 3 4 

1 0,07 0,05 0,25 

4 0,13 0,15 0,35 

 Âû÷èñëèòå: à) (Ñ96.Ä8) mx; á) (906.Ä7) Dx; â) (646.Ä7) my;
ã) (9Ñ1.Ä8) Dy; ä) (ÎÑ1.Ä7) cov(X;Y); å) (Ñ16.Ä6) rxy;
æ) (496.Ä7) [ ]2 .M X Y =

11.8. X 
Y 

1 2 4 

−1 0,12 0,14 0,15 

2 0,16 0,30 0,13 

 Âû÷èñëèòå: à) (776.Ä7) mx; á) (236.Ä7) Dx; â) (9À6.Ä7) my;
ã) (6Ï6.Ä7) Dy; ä) (ÄÑ6.Ä7) cov(X;Y); å) (746.Ä6) rxy;
æ) (846.Ä7) [ ]2 .M Y X =

11.9. X 
Y 

1 2 3 

2 0,15 0,25 0,20 

5 0,20 0,10 0,10 

 Âû÷èñëèòå: à) (986.Ä7) mx; á) (385.Ä7) Dx; â) (416.Ä8) my;
ã) (436.Ä7) Dy; ä) (ÄÑ6.Ä7) cov(X;Y); å) (041.Ä7) rxy;
æ) (486.Ä7) [ ]5 .M X Y =

11.10. X 
Y 

2 4 5 

1 0,10 0,25 0,15 

2 0,12 0,13 0,25 

 Âû÷èñëèòå: à) (727.Ä7) mx; á) (877.Ä7) Dx; â) (ÐÏ7.Ä8) my;
ã) (797.Ä7) Dy; ä) (ÐÄ7.Ä7) cov(X;Y); å) (787.Ä7) rxy;
æ) (ÀÀ7.Ä7) [ ]5 .M Y X =
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11.11. X 
Y −1 0 2 

1 0,12 0,25 0,25 

3 0,13 0,10 0,15 

 
Âû÷èñëèòå: à) (047.Ä7) mx; á) (522.Ä7) Dx; â) (627.Ä7) my;

ã) (4À2.Ä7) Dy; ä) (ÒÁ2.Ä6) cov(X;Y); å) (Á72.Ä6) rxy;
æ) (187.Ä7) [ ]1 .M X Y =

11.12. 
X 

Y −1 0 2 

2 0,12 0,25 0,10 

5 0,13 0,15 0,25 

 
Âû÷èñëèòå: à) (087.Ä7) mx; á) (5Ñ2.Ä7) Dx; â) (987.Ä7) my;

ã) (5Á2.Ä7) Dy; ä) (7Ò2.Ä7) cov(X;Y); å) (Ò92.Ä7) rxy;
æ) (462.Ä8) [ ]0 .M Y X =

11.13. X 
Y −2 −1 0 

1 0,13 0,10 0,30 

3 0,15 0,12 0,20 

 Âû÷èñëèòå: à) (ÑÄ9.Ä6) mx; á) (163.Ä7) Dx; â) (389.Ä7) my;
ã) (323.ÄÎ) Dy; ä) (023.Ä6) cov(X;Y); å) (ÏÏ9.Ä6) rxy;
æ) (ÇÑ9.Ä6) [ ]3 .M X Y =

11.14. 
X 

Y 
1 4 5 

2 0,17 0,25 0,20 

4 0,15 0,13 0,10 

 
Âû÷èñëèòå: à) (Ñ99.Ä7) mx; á) (104.Ä7) Dx; â) (3Ä9.Ä7) my;

ã) (À64.Ä7) Dy; ä) (8Ñ4.Ä7) cov(X;Y); å) (Ï99.Ä6) rxy;
æ) (149.Ä7) [ ]4 .M Y X =

11.15. 
X 

Y −1 2 3 

2 0,16 0,23 0,20 

5 0,15 0,14 0,12 

 Âû÷èñëèòå: à) (ÄÏ9.Ä7) mx; á) (305.Ä7) Dx; â) (6Ò8.Ä7) my;
ã) (ÑÏ4.Ä7) Dy; ä) (À14.Ä6) cov(X;Y); å) (069.Ä7) rxy;
æ) (ÏÄ9.Ä8) [ ]5 .M X Y =
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11.16. X 
Y 

0 1 2 

−2 0,10 0,20 0,20 

2 0,10 0 0,10 

3 0,20 0,10 0 

 Âû÷èñëèòå: à) (115.Ä8) mx; á) (185.Ä7) Dx; â) (995.Ä8) my;
ã) (595.Ä7) Dy; ä) (À65.Ä6) cov(X;Y); å) (Ä65.Ä7) rxy;
æ) (5Á5.Ä7) [ ]3 .M X Y =

11.17. X 
Y −2 −1 0 

1 0 0,20 0,20 

2 0,20 0,10 0,20 

4 0 0 0,10 

 Âû÷èñëèòå: à) (ÎÀ6.Ä7) mx; á) (187.Ä7) Dx; â) (Ñ96.Ä8) my;
ã) (9Ñ6.Ä7) Dy; ä) (526.Ä7) cov(X;Y); å) (786.Ä7) rxy;
æ) (À16.Ä8) [ ]0 .M Y X =

11.18. X 
Y 

1 2 4 

−2 0,10 0,10 0 

0 0,10 0,20 0,10 

−1 0,20 0,10 0,10 

 Âû÷èñëèòå: à) (Ñ4À) mx; á) (6ÁÑ.Ä8) Dx; â) (68Á) my;
ã) (7ÁÒ.Ä8) Dy; ä) (57Ò.Ä8) cov(X;Y); å) (65Ò.Ä7) rxy;
æ) (Ñ8Á) [ ]1 .M X Y =

11.19. X 
Y 

2 4 6 

1 0,10 0,10 0,10 

0 0,10 0,20 0,30 

2 0,10 0 0 

 Âû÷èñëèòå: à) (Ñ7Ñ.Ä8) mx; á) (90Ñ.Ä7) Dx; â) (ÑÁÑ.Ä8) my;
ã) (8ÄÑ.Ä7) Dy; ä) (ÎÀÑ.Ä7) cov(X;Y); å) (8ÀÑ.Ä7) rxy;
æ) (51Ñ.Ä7) [ ]6 .M Y X =
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11.20. X 
Y −2 −1 0 

2 0,10 0,20 0,10 

3 0 0,30 0,10 

4 0 0,10 0,10 

 Âû÷èñëèòå: à) (2À1.Ä7) mx; á) (Ò51.Ä7) Dx; â) (1À1.Ä8) my;
ã) (241.Ä7) Dy; ä) (Ä91.Ä6) cov(X;Y); å) (191.Ä6) rxy;
æ) (ÄÑ1.Ä7) [ ]4 .M X Y =

Çàäà÷à 12

Äàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x,y) ñèñòåìû íåïðåðûâíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (X,Y) â çàäàííîé îáëàñòè D. Íàéäèòå óêàçàííûå â
çàäàíèÿõ âåëè÷èíû.

Â çàäà÷àõ 12.1�12.12 âñå ðàöèîíàëüíûå íåöåëûå ÷èñëà çàïèñû-
âàéòå â âèäå îáûêíîâåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, íå âûäåëÿÿ öåëîé
÷àñòè; â çàäà÷àõ 12.13�12.20 � â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, îêðóãëèâ
äî 0,001.

12.1. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), ( 5;0), (0;1);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (ÇÒ1) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (ÄÒ1) mx; ã) (Ï39) my; ä) (721) Dx; å) (997) Dy;
æ) (261) cov(X;Y); ç) (4216) rxy; è) (ÑÒ2) [ ]1 .M Y X = −

12.2. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (1;0), (1; 5);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (ÒÒÇ) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (406) mx; ã) (ÎÒ2) my; ä) (ÇÏ8) Dx; å) (Ï32) Dy;
æ) (À01) cov(X;Y); ç) (855) rxy; è) (Ï82) [ ]3 4 .M Y X =

12.3. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (5;0), (0;2);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y


ρ = 


Íàéäèòå: à) (171) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (ÑÐ2) mx; ã) (507) my; ä) (733) Dx; å) (Ä24) Dy;
æ) (Ò21) cov(X;Y); ç) (256) rxy; è) (573) [ ]1 .M X Y =

12.4. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (2;0), (2;5);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y


ρ = 


Íàéäèòå: à) (Á73) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (284) mx; ã) (ÒÁÇ) my; ä) (125) Dx; å) (ÎÑ4) Dy;
æ) (9Ñ3) cov(X;Y); ç) (5217) rxy; è) (ÀÐ2) [ ]3 .M X Y =
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12.5. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (5;0), (0; 3);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (Ñ11) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (2Ä4) mx; ã) (863) my; ä) (6Ñ5) Dx; å) (8318) Dy;
æ) (961) cov(X;Y); ç) (9319) rxy; è) (371) [ ]4 .M Y X =

12.6. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), ( 3;0), ( 3;5);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

− −
ρ = 


Íàéäèòå: à) (412) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (264) mx; ã) (ÇÄ5) my; ä) (Ñ320) Dx; å) (ÎÒ6) Dy;
æ) (7ÏÇ) cov(X;Y); ç) (Ä57) rxy; è) (ÒÄÇ) [ ]3 .M X Y =

12.7. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), ( 5;0), (0;4);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (1Ï1) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (8ÒÇ) mx; ã) (284) my; ä) (6Ò7) Dx; å) (ÇÄ5) Dy;
æ) (084) cov(X;Y); ç) (ÇÒ21) rxy; è) (4Ð2) [ ]3 .M Y X = −

12.8. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (4;0), (4; 5);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (ÏÏ2) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (753) mx; ã) (254) my; ä) (ÑÄ6) Dx; å) (028) Dy;
æ) (Ä73) cov(X;Y); ç) (078) rxy; è) (ÇÒ2) [ ]3 .M X Y = −

12.9. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (1;0), (0;6);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y


ρ = 


Íàéäèòå: à) (4110) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (9Á11) mx; ã) (383) my; ä) (1Ï9) Dx; å) (Ñ54) Dy;
æ) (2Ò1) cov(X;Y); ç) (879) rxy; è) (4Ð12) [ ]2 .M X Y =

12.10. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (6;0), (6;1);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y


ρ = 


Íàéäèòå: à) (5Ð13) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (9À2) mx; ã) (8Ä14) my; ä) (Ñ95) Dx; å) (7710) Dy;
æ) (1Ä5) cov(X;Y); ç) (ÑÒ22) rxy; è) (9Ä15) [ ]4 .M Y X =

12.11. 
â òðåóãîëüíèêå (0;0), (6;0), (0; 5);

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C O A B
x y

−
ρ = 


Íàéäèòå: à) (1Ï4) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (Ò56) mx; ã) (Ä55) my; ä) (Ò97) Dx; å) (629) Dy;
æ) (824) cov(X;Y); ç) (ÒÒ23) rxy; è) (Ä84) [ ]2 .M X Y = −
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12.12. 
, åñëè 0 1, 0 1;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

Cxy x y
x y

< < < <
ρ = 


Íàéäèòå: à) (4ÀÀ) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (971) mx; ã) (472) my; ä) (131) Dx; å) (Ï32) Dy;
æ) (081) cov(X;Y); ç) (04Ä) rxy; è) (573) [ ]1 2 .M X Y =

12.13. 
(2 ), åñëè 0 1, 0 1;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C x y x y
x y

+ ≤ ≤ ≤ ≤
ρ = 


Íàéäèòå: à) (ÇÑ1.Ä6) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (921.Ä7) mx; ã) (2Ñ1.Ä7) my; ä) (Ò01.Ä7) Dx;
å) (ÐÄ1.Ä7) Dy; æ) (341.Ä5) cov(X;Y); ç) (ÇÀ1.Ä6) rxy;
è) (361.Ä8) [ ]1 3 .M X Y =

12.14. 
(2 ), åñëè 1, 0, 0;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C x y x y x y
x y

+ + ≤ > >
ρ = 


Íàéäèòå: à) (342) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (222.Ä7) mx; ã) (Ò72.Ä7) my; ä) (582.Ä7) Dx;
å) (612.Ä6) Dy; æ) (912.Ä5) cov(X;Y); ç) (042.Ä7) rxy;
è) (732.Ä7) [ ]1 2 .M X Y =

12.15. ( )2 ,åñëè 0 1, 0 1;
( , )

0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C x y x y
x y

 + ≤ ≤ < <ρ = 


Íàéäèòå: à) (7À3.Ä8) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ1(x) è ρ2(y); â) (Ò63.Ä8) mx; ã) (Ñ62.Ä8) my; ä) (5Ä3.Ä7) Dx;
å) (703.Ä7) Dy; æ) (ÏÒÇ.Ä6) cov(X;Y); ç) (003.Ä6) rxy;
è) (323) [ ]1 2 .M Y X =

12.16. ( )22 ,åñëè 0 1, 0 1;
( , )

0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C x y x y
x y

 + ≤ ≤ ≤ ≤ρ = 


Íàéäèòå: à) (5Ñ4.Ä6) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ1(x) è ρ2(y); â) (104.Ä7) mx; ã) (ÄÀ4.Ä7) my; ä) (ÁÄ4.Ä7) Dx;
å) (444.Ä6) Dy; æ) (624.Ä6) cov(X;Y); ç) (844.Ä7) rxy;
è) (ÏÄÇ.Ä7) [ ]1 2 .M X Y =

12.17. 
2 2,åñëè 1, 0, 0;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

Cx y x y x y
x y

 + ≤ > >ρ = 


Íàéäèòå: à) (315) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ1(x) è ρ2(y); â) (ÑÏ5.Ä6) mx; ã) (206.Ä6) my; ä) (5Ä5.Ä7) Dx;
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å) (ÒÄ6.Ä7) Dy; æ) (ÏÒ5.Ä5) cov(X;Y); ç) (ÀÑ5.Ä6) rxy;
è) (995.Ä8) [ ]1 2 .M Y X =

12.18. 
2 ,åñëè 1, 0, 0;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

Cx y x y x y
x y

 + ≤ ≥ ≥ρ = 


Íàéäèòå: à) (576) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ρ1(x) è ρ2(y); â) (Ñ16.Ä8) mx; ã) (ÒÁ6.Ä7) my; ä) (ÎÀ6.Ä6) Dx;
å) (ÄÀ6.Ä6) Dy; æ) (976.Ä5) cov(X;Y); ç) (ÄÀ5.Ä7) rxy;
è) (5Á6.Ä7) [ ]1 2 .M X Y =

12.19. 
( ), åñëè 1, 0, 0;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

C x y x y x y
x y

+ + ≤ > >
ρ = 


Íàéäèòå: à) (ÒÏ7) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (ÎÁ7.Ä6) mx; ã) (Ï13.Ä6) my; ä) (977.Ä6) Dx;
å) (4Ï2.Ä6) Dy; æ) (Ä17.Ä6) cov(X;Y); ç) (8Ñ7.Ä7) rxy;
è) (007.Ä7) [ ]1 2 .M Y X =

12.20. 
, åñëè 1, 0, 0;

( , )
0 â äðóãèõ òî÷êàõ.

Cxy x y x y
x y

+ ≤ ≥ ≥
ρ = 


Íàéäèòå: à) (1Ñ8) êîíñòàíòó Ñ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ1(x) è ρ2(y); â) (228.Ä8) mx; ã) (ÑÒÑ.Ä8) my; ä) (Á88.Ä7) Dx;
å) (52Ñ.Ä7) Dy; æ) (978.Ä5) cov(X;Y); ç) (2À8.Ä7) rxy;
è) (7Ò8.Ä7) [ ]1 2 .M X Y =
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Ñïèñîê âîïðîñîâ äëÿ ýêçàìåíà

1. Ôóíêöèè. Ïðåäåë. Íåïðåðûâíîñòü

1. Ðàñêðîéòå ïîíÿòèå âåëè÷èíû. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîñòîÿííûõ
è ïåðåìåííûõ âåëè÷èí.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè :
n mf x R Y R⊆ → ⊆ , åå îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé.
3. Îïèøèòå êëàññû ôóíêöèé :

n mf x R Y R⊆ → ⊆  â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé n è m.

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè.
5. Îïèøèòå êëàññû ôóíêöèé :f x R Y R⊂ → ⊂  îäíîãî àðãóìåíòà

(îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå, ìîíîòîííûå, ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè).

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
8. Îïèøèòå êëàññ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Óêàæèòå èõ

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé.
9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îãðàíè÷åííûõ, íåîãðàíè÷åííûõ, ìîíîòîííî óáû-
âàþùèõ, âîçðàñòàþùèõ.

10. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñ-

õîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, äîêàæèòå, ÷òî 
1

lim 0.
n n→∞

=

11. Côîðìóëèðóéòå òåîðåìû î ïðåäåëàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåðû îòûñêàíèÿ ïðåäåëîâ.

12. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà è åãî ñóììû, ñõîäÿùèõñÿ
è ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

13. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäè-

ìîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä 
1

1

n
n

∞

=
∑  ðàñõîäèòñÿ.

14. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñ-
òè, äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàñõîäèìîñòè.

15. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.
16. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäà.
17. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè àáñîëþòíîé ñõî-

äèìîñòè ðÿäà.
18. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàêè èõ ñõîäèìîñòè.
19. Äàéòå îïðåäåëåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Íàçîâèòå âèäû

îêðåñòíîñòåé.
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20. Îïèøèòå îêðåñòíîñòè ñèìâîëîâ , . .∞ +∞ − ∞  Îäíîñòîðîííèå
îêðåñòíîñòè.

21. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé
è íåðàâåíñòâ.

22. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (ïî Ãåéíå).

23. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå òåîðåìû î ïðåäåëàõ ôóíêöèè.
24. Ñôîðìóëèðóéòå ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè.
25. Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è èõ êëàññèôèêàöèÿ.
26. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.
27. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.
28. Ñëåäñòâèÿ èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.
29. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé

ôóíêöèé.
30. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíê-

öèé. Ïîíÿòèå ïîðÿäêà ìàëîñòè è ïîðÿäêà ðîñòà.
31. Ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå. Ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòè äëÿ îòûñêàíèÿ ïðåäåëîâ.
32. Òåîðåìû î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà çàìêíóòîì

ìíîæåñòâå [a,b].
33. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, åãî îáëàñòè ñõî-

äèìîñòè è ñóììû.
34. Ñòåïåííûå ðÿäû, îòûñêàíèå èõ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè.

2. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

35. Ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê ëèíåàðèçàöèè
ôóíêöèé.

36. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â ñëó÷àå
: .f X R Y R⊂ → ⊂

37. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â ñëó÷àå
:

nf X R Y R⊂ → ⊂  ïðè n = 3. Ïîíÿòèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
38. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u = f(x,y,z).
39. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ è ëåâûõ ïðîèçâîäíûõ.
40. Ñâÿçü ïîíÿòèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è íåïðåðûâíîñòè.
41. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíî-

ãî ôóíêöèé.
42. Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

: .f X R Y R⊂ → ⊂
43. Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.
44. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïå-

ðåìåííûõ.
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45. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
46. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
47. Îïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé. Äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè.
48. Îïèøèòå íåÿâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé.
49. Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé îä-

íîãî è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
50. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, åãî ãåîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñ-
ëåíèÿõ.

51. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû çàïèñè ïåðâîãî äèôôåðåí-
öèàëà.

52. Ïîíÿòèå ôîðìóëû è ðÿäà Òåéëîðà.
53. Çàïèøèòå ðÿäû Òåéëîðà äëÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèé.
54. Ôîðìóëèðîâêà ïðàâèë Ëîïèòàëÿ.
55. Òåîðåìà Ôåðìà (îá îáðàùåíèè ïðîèçâîäíîé â íóëü â òî÷êå

íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ).
56. Òåîðåìà Ðîëëÿ (îá îáðàùåíèè ïðîèçâîäíîé â íóëü, åñëè f(a) =

= f(b)).
57. Òåîðåìà Ëàãðàíæà (î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîä-

íîé ( )).f′ ξ
58. Òåîðåìà î ïîñòîÿíñòâå ôóíêöèè.
59. Òåîðåìà î ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.
60. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ýêñòðåìóìà.
61. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ñâÿçàííûå ñ ïåðâîé ïðîèç-

âîäíîé.
62. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ñâÿçàííûå ñî âòîðîé ïðî-

èçâîäíîé è ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
63. Äàéòå îïðåäåëåíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
64. Îòûñêàíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè.
65. Âûïóêëîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè. Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ââåðõ

è âíèç ãðàôèêà ôóíêöèè.
66. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè, èõ âèäû è îòûñêàíèå.
67. Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðàôèêà.

3. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå

68. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé, ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ.
69. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ñâîéñòâà

íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
70. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
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71. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

72. Ñïîñîáû èíòåãðèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

73. Îïèøèòå ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû äëÿ ôóíê-
öèè f(x) íà îòðåçêå [a,b].

74. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âûðàæåííûå ðàâåíñò-
âàìè.

75. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âûðàæåííûå íåðàâåíñò-
âàìè.

76. Äîêàæèòå òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ( ) ( ) .
x

a

J x f t dt= ∫
77. Äîêàæèòå ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà âû÷èñëåíèÿ îïðå-

äåëåííîãî èíòåãðàëà (îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).
78. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. Ïðè-

âåäèòå ïðèìåðû.
79. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì îïðåäåëåííîãî èíòåãðà-

ëà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
80. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà,

èõ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
81. Çàïèøèòå è ïîÿñíèòå ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà äëÿ

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
82. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà,

èõ ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
83. Çàïèøèòå è ïîÿñíèòå ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà äëÿ

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
84. Êàê ñòðîèòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà îò ôóíêöèè f(M) ïî ïðîèç-

âîëüíîé ôèãóðå?
85. Óêàæèòå òèïû èíòåãðàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ñòðîåíèÿ îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ.
86. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ.
87. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ.
88. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåã-

ðàëîâ ïåðâîãî ðîäà.
89. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåã-

ðàëîâ âòîðîãî ðîäà.

4. Ýëåìåíòû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

90. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åãî ïîðÿäêà
è ðåøåíèÿ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

91. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ îáùåãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.



235

92. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è èõ èíòåãðèðî-
âàíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

93. Îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
è èõ èíòåãðèðîâàíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

94. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è èõ èíòåãðèðîâàíèå.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

95. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

96. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ îáùåãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèé äëÿ óðàâíå-
íèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

97. Èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåðû.

98. Ìåòîä âàðèàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

5. Ïðèëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ ê çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

99. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âèäû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îäíîìåð-
íûå è ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

100. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

101. Êàê, çíàÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), âû÷èñëèòü
( )?P a x b≤ ≤

102. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êàê íàéòè M[X] è M[Y], çíàÿ ìàòðèöó
ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X,Y)?

103. Äàéòå îïðåäåëåíèå óñëîâíûõ ðÿäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îòûñêà-
íèÿ [ ]M X Y  è [ ].M Y X

104. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñâîéñòâà F(x,y).

105. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

106. Âû÷èñëåíèå ( )P a x b≤ ≤  ïðè èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåëè÷èíû X.

107. Ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ íåïðåðûâíîé îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè èçâåñòíîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

108. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âû÷èñ-
ëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

109. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åå âû÷èñëåíèå.
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110. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a,b] ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà è åå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

111. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.
112. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ( )P a x b< <  è ( )P x < δ  äëÿ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí.
113. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñ-

òèêè.
114. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

è åå ñâîéñòâà.
115. Âîññòàíîâëåíèå çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí X è Y ïî

èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû.
116. Õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Óñëîâíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ôóíêöèè ðåãðåññèè îäíîé âåëè÷èíû íà
äðóãóþ.

117. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è åãî ñâîéñòâà.
118. Òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
119. Òåîðåìû î ñâîéñòâàõ äèñïåðñèè.
120. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.
121. Ïîíÿòèå âûáîðêè. Ñïîñîáû îáðàáîòêè âûáîðêè. Âèäû ðÿ-

äîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå âûáîðêè.
122. Ïîíÿòèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
123. Âûáîðî÷íûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå À. Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè 
21

( ) exp
22

x
x

 
ϕ = − 

π   

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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2

0

1
( ) exp

22

x
z

x dz
 

Φ = − 
π   

∫

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

0,00 0,0000 0,41 0,1591 0,82 0,2939 1,23 0,3907 1,64 0,4495
0,01 0,0040 0,42 0,1628 0,83 0,2967 1,24 0,3925 1,65 0,4505
0,02 0,0080 0,43 0,1664 0,84 0,2995 1,25 0,3944 1,66 0,4515
0,03 0,0120 0,44 0,1700 0,85 0,3023 1,26 0,3962 1,67 0,4525
0,04 0,0160 0,45 0,1736 0,86 0,3051 1,27 0,3980 1,68 0,4535
0,05 0,0199 0,46 0,1772 0,87 0,3078 1,28 0,3997 1,69 0,4545
0,06 0,0239 0,47 0,1808 0,88 0,3106 1,29 0,4015 1,70 0,4554
0,07 0,0279 0,48 0,1844 0,89 0,3133 1,30 0,4032 1,71 0,4564
0,08 0,0319 0,49 0,1879 0,90 0,3159 1,31 0,4049 1,72 0,4573
0,09 0,0359 0,50 0,1915 0,91 0,3186 1,32 0,4066 1,73 0,4582
0,10 0,0398 0,51 0,1950 0,92 0,3212 1,33 0,4082 1,74 0,4591
0,11 0,0438 0,52 0,1985 0,93 0,3238 1,34 0,4099 1,75 0,4599
0,12 0,0478 0,53 0,2019 0,94 0,3264 1,35 0,4115 1,76 0,4608
0,13 0,0517 0,54 0,2054 0,95 0,3289 1,36 0,4131 1,77 0,4616
0,14 0,0557 0,55 0,2088 0,96 0,3315 1,37 0,4147 1,78 0,4625
0,15 0,0596 0,56 0,2123 0,97 0,3340 1,38 0,4162 1,79 0,4633
0,16 0,0636 0,57 0,2157 0,98 0,3365 1,39 0,4177 1,80 0,4641
0,17 0,0675 0,58 0,2190 0,99 0,3389 1,40 0,4192 1,81 0,4649
0,18 0,0714 0,59 0,2224 1,00 0,3413 1,41 0,4207 1,82 0,4656
0,19 0,0753 0,60 0,2257 1,01 0,3438 1,42 0,4222 1,83 0,4664
0,20 0,0793 0,61 0,2291 1,02 0,3461 1,43 0,4236 1,84 0,4671
0,21 0,0832 0,62 0,2324 1,03 0,3485 1,44 0,4251 1,85 0,4678
0,22 0,0871 0,63 0,2357 1,04 0,3508 1,45 0,4265 1,86 0,4686
0,23 0,0910 0,64 0,2389 1,05 0,3531 1,46 0,4279 1,87 0,4693
0,24 0,0948 0,65 0,2422 1,06 0,3554 1,47 0,4292 1,88 0,4699
0,25 0,0987 0,66 0,2454 1,07 0,3577 1,48 0,4306 1,89 0,4706
0,26 0,1026 0,67 0,2486 1,08 0,3599 1,49 0,4319 1,90 0,4713
0,27 0,1064 0,68 0,2517 1,09 0,3621 1,50 0,4332 1,91 0,4719
0,28 0,1103 0,69 0,2549 1,10 0,3643 1,51 0,4345 1,92 0,4726
0,29 0,1141 0,70 0,2580 1,11 0,3665 1,52 0,4357 1,93 0,4732
0,30 0,1179 0,71 0,2611 1,12 0,3686 1,53 0,4370 1,94 0,4738
0,31 0,1217 0,72 0,2642 1,13 0,3708 1,54 0,4382 1,95 0,4744
0,32 0,1255 0,73 0,2673 1,14 0,3729 1,55 0,4394 1,96 0,4750
0,33 0,1293 0,74 0,2703 1,15 0,3749 1,56 0,4406 1,97 0,4756
0,34 0,1331 0,75 0,2734 1,16 0,3770 1,57 0,4418 1,98 0,4761
0,35 0,1368 0,76 0,2764 1,17 0,3790 1,58 0,4429 1,99 0,4767
0,36 0,1406 0,77 0,2794 1,18 0,3810 1,59 0,4441 2,00 0,4772
0,37 0,1443 0,78 0,2823 1,19 0,3830 1,60 0,4452 2,02 0,4783
0,38 0,1480 0,79 0,2852 1,20 0,3849 1,61 0,4463 2,04 0,4793
0,39 0,1517 0,80 0,2881 1,21 0,3869 1,62 0,4474 2,06 0,4803
0,40 0,1554 0,81 0,2910 1,22 0,3883 1,63 0,4484 2,08 0,4812
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x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30

2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48
2,50
2,52

2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68
2,70
2,72
2,74

2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,86
2,88
2,90
2,92
2,94
2,96

2,98
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00
4,50
5,00

0,4821
0,4830
0,4838
0,4846
0,4854
0,4861
0,4868
0,4875
0,4881
0,4887
0,4893

0,4898
0,4904
0,4909
0,4913
0,4918
0,4922
0,4927
0,4931
0,4934
0,4938
0,4941

0,4945
0,4948
0,4951
0,4953
0,4956
0,4959
0,4961
0,4963
0,4965
0,4967
0,4969

0,4971
0,4973
0,4974
0,4976
0,4977
0,4979
0,4980
0,4981
0,4982
0,4984
0,4985

0,4986
0,49865
0,49931
0,49966
0,499841
0,499928
0,499968
0,499997
0,499997
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