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Êîãäà ñòóäåíò èçó÷àåò ó÷åáíèê,
îí óñâàèâàåò ÷óæèå ìûñëè;
êîãäà ðåøàåò çàäà÷ó, îí äóìàåò ñàì.

Ï.Â. Ãðåñ

Ïðåäèñëîâèå

Âñå ñïåöèàëüíîñòè, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ îáó÷åíèå â ðîññèéñêèõ
âóçàõ, óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà åñòåñòâåííî-òåõíè÷åñêèå è ãóìà-
íèòàðíûå (ëàò. humanitas — ÷åëîâå÷åñêàÿ ïðèðîäà, îáðàçîâàííîñòü).
Ðàçðàáîòêà ïðîãðàìì êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ åñòåñòâåííî-òåõíè÷å-
ñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé îñîáûõ çàòðóäíåíèé íèêîãäà íå âûçûâàëà, òàê
êàê ñîäåðæàíèå ïðîãðàìì â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîòðåáíîñòÿìè
äðóãèõ äèñöèïëèí äàííîé ñïåöèàëüíîñòè, òî åñòü ïîäáîð òåì äëÿ îáÿ-
çàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óòèëèòàð-
íî. Èíîå äåëî ïðîãðàììû ãóìàíèòàðíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ê íèì ïîêà
íåò óñòîÿâøèõñÿ òðåáîâàíèé, à âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óòèëè-
òàðíîãî ïîäõîäà õîòÿ è ïðîñìàòðèâàåòñÿ, íî íåäîñòàòî÷íî ÷åòêî.
Ïîýòîìó âûáîð òåì äëÿ îáÿçàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî
ïîòðåáíîñòÿìè äðóãèõ äèñöèïëèí. Âî-ïåðâûõ, ñîâðåìåííûé ñïåöèà-
ëèñò ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì äîëæåí õîðîøî ðàçáèðàòüñÿ õîòÿ áû
â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ èíôîðìàòèêè ïðèìåíèòåëüíî ê ñâîåé ïðî-
ôåññèè. À äëÿ ýòîãî êðàéíå æåëàòåëüíî èìåòü ÷åòêîå ïðåäñòàâëåíèå
î ñîäåðæàíèè òàêèõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, êàê òåîðèÿ
ìíîæåñòâ, êîìáèíàòîðèêà, òåîðèÿ ãðàôîâ, àëãåáðà ëîãèêè, òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé. Âî-âòîðûõ, ñïåöèàëèñòó â ëþáîé îáëàñòè ïðèõîäèòñÿ
èìåòü äåëî ñ êàêèìè-ëèáî ïðîöåññàìè (ÿâëåíèÿìè). Èçó÷àòü èõ ìîæ-
íî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî íàáëþäåíèÿ è ïðè ïî-
ìîùè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ íàèáîëåå ñóùåñòâåí-
íûå ñòîðîíû èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé. Ïðÿìîå íàáëþäåíèå äîñòóïíî
ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ñïîñîá.
Ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ êàê ìåäëåííûõ, òàê è áûñòðîïðîòåêà-
þùèõ, ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, ñ ðàçëè÷íûìè
èñõîäíûìè äàííûìè, ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ò.ä. Äëÿ êâàëè-
ôèöèðîâàííîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ èçó÷åíèÿ
ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ íåîáõîäèìû çíàíèÿ èç òàêèõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè (äîïîëíèòåëüíî ê âûøåïåðå÷èñëåííûì), êàê ëèíåéíàÿ
àëãåáðà è àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëü-
íîå èñ÷èñëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðÿäû.

Ðàçóìååòñÿ, íå âñåì ñïåöèàëèñòàì ïðèäåòñÿ ðàçðàáàòûâàòü è èñ-
ñëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ



4

è ãîòîâûìè êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè. Îäíàêî ÷òîáû èõ áûñòðî
îñâîèòü è êâàëèôèöèðîâàííî ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå, òàêæå íåîáõî-
äèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýðóäèöèÿ. Âîçìîæíî, ÷òî áóäóùåìó ñïåöèàëè-
ñòó âîîáùå íå ïðèäåòñÿ íè ðàçðàáàòûâàòü, íè èñïîëüçîâàòü ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè. Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè è â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò
áåñïîëåçíûì çàíÿòèåì. Âî-ïåðâûõ, èçâåñòíî, ÷òî ìàòåìàòèêà,
ïî âûðàæåíèþ Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, «óì â ïîðÿäîê ïðèâîäèò», òî åñòü
åå èçó÷åíèå áëàãîòâîðíî âëèÿåò íà ìûøëåíèå ÷åëîâåêà, îáåðåãàåò åãî
îò ñêîðîïàëèòåëüíûõ âûâîäîâ è ðåøåíèé îáûâàòåëÿ, íå óòðóæäàþ-
ùåãî ñåáÿ ñòðîãîñòüþ ðàññóæäåíèé è ïðèâûêøåãî îáî âñåì ñóäèòü íà
óðîâíå ñâîèõ ýìîöèé. Âî-âòîðûõ, ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùå-
÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðû, ïîýòîìó ïðèîáðåòåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå çíà-
íèÿ ñàìè ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ öåííîñòü, òàê êàê çíà÷è-
òåëüíî ðàñøèðÿþò êðóãîçîð ÷åëîâåêà.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ãóìàíèòàðèÿìè ïîäòâåðæ-
äàåòñÿ Ãîñóäàðñòâåííûì îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì (ÃÎÑ) âûñøåãî
ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìàòåìàòèêà ïðå-
äóñìîòðåíà â ó÷åáíûõ ïðîãðàììàõ ïî òàêèì íàïðàâëåíèÿì, êàê «Ñî-
öèàëüíàÿ ðàáîòà», «Þðèñïðóäåíöèÿ», «Êóëüòóðîëîãèÿ», «Ïîëèòîëî-
ãèÿ», «Ëèíãâèñòèêà», «Êíèãîâåäåíèå», «Ïñèõîëîãèÿ», «Òåîëîãèÿ»,
«Ôèëîëîãèÿ», «Ñâÿçè ñ îáùåñòâåííîñòüþ», «Ôèçè÷åñêàÿ êóëüòóðà»,
«Ñîöèîëîãèÿ» è ìíîãèå äðóãèå.

ÃÎÑ ïîÿâèëñÿ íåäàâíî, ïîýòîìó àïðîáèðîâàííûõ ó÷åáíèêîâ,
â êîòîðûõ áûëè áû îòðàæåíû âñå åãî òðåáîâàíèÿ, ïîêà íåò. Èç ó÷åá-
íûõ æå ïîñîáèé çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ êíèãà Ï.Â. Ãðåñà «Ìàòåìàòè-
êà äëÿ ãóìàíèòàðèåâ» [8], ãäå ñäåëàíà ïîïûòêà èçëîæèòü âåñü ìàòå-
ðèàë â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì è ñ îðèåíòàöèåé òîëüêî íà
ãóìàíèòàðíûå ñïåöèàëüíîñòè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîñîáèÿ, íàïè-
ñàííûå â ðàçíîå âðåìÿ äëÿ ãóìàíèòàðíûõ è èì ðîäñòâåííûõ ôàêóëü-
òåòîâ. Îäíàêî âñå îíè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ñîäåðæàò íåäîñòàòî÷íîå
êîëè÷åñòâî óïðàæíåíèé è çàäà÷. Ýòî çàòðóäíÿåò êàê ïðîâåäåíèå ïðàê-
òè÷åñêèõ çàíÿòèé, òàê è îðãàíèçàöèþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòó-
äåíòîâ. Êðîìå òîãî, âîçìîæíîñòü ñàìîêîíòðîëÿ â íèõ ïðåäñòàâëåíà
òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì — ïðè ïîìîùè îòêðûòûõ îòâåòîâ, ÷òî çíà-
÷èòåëüíî ñíèæàåò äèäàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå çàäà÷, ïîñêîëüêó îòêðû-
òûå îòâåòû ñóùåñòâåííî ìåíÿþò õàðàêòåð ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè. Åñëè
îòâåò èçâåñòåí çàðàíåå, òî èñêàòü åãî íå íóæíî, åãî òðåáóåòñÿ ëèøü
îáîñíîâàòü, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü è íåâåðíûìè ðàññóæäåíèÿìè, à â ñëó-
÷àå ïðîñòûõ çàäà÷ íå òðåáóåòñÿ è îáîñíîâûâàòü, òî åñòü äåëàòü âîîá-
ùå íè÷åãî íå íàäî. Î÷åâèäíî, ÷òî äèäàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òàêèõ çà-
äà÷ ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû ïî ìàòåìàòèêå äëÿ
ñïåöèàëüíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ åñòåñòâåííî-òåõíè÷åñêèìè, îñòàåò-
ñÿ àêòóàëüíîé. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê çàî÷íèêàì è ñòóäåíòàì,
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îáó÷àþùèìñÿ ïî äèñòàíöèîííîé òåõíîëîãèè îáðàçîâàíèÿ: åñëè ñòó-
äåíòàì-î÷íèêàì, â ïðèíöèïå, äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé
èìè íà ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, òî çàî÷íèêàì è «äèñ-
òàíöèîííèêàì» íåîáõîäèìû ó÷åáíèêè (ó÷åáíûå ïîñîáèÿ), íî íå ëþ-
áûå. Ïîñîáèÿ, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ  ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ,
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì: ïðåäåëüíàÿ äîñ-
òóïíîñòü èçëîæåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è íàëè÷èå äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ÷èñëà óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñ âîçìîæ-
íîñòüþ ñàìîêîíòðîëÿ. Ñðåäè òðàäèöèîííûõ òàêèõ ïîñîáèé íåò.
Èõ ïîäãîòîâêà è âûïóñê îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî â èíôîðìàöèîííî-
äèäàêòè÷åñêîé ñèñòåìå «Ñèìâîë» (ðàçðàáîòêà Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè). Â èäåî-
ëîãè÷åñêèõ ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû íàïèñàíî è äàííîå ïîñîáèå. Â íåãî
âõîäÿò âñå âûøåíàçâàííûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Ïîñîáèå ïðåäñòàâ-
ëåíî äâóìÿ ÷àñòÿìè. Ïåðâàÿ èç íèõ ïîñâÿùåíà òåì ìàòåìàòè÷åñêèì
ðàçäåëàì, êîòîðûå ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì îòíîñÿòñÿ ê äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêå. Çäåñü æå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû ëèíåéíîé
àëãåáðû è ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû ê çàäà÷àì àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Ýòà ÷àñòü íàïèñàíà â îñíîâíîì ïî ìàòåðèàëàì ïîñîáèé
[32, 33] ñ èñïîëüçîâàíèåì [6, 7, 15, 17, 18], â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå òåìû ïðåäñòàâëåíû áîëåå ïîëíî. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåí ìàòå-
ðèàë, òðàäèöèîííî ñ÷èòàþùèéñÿ êëàññè÷åñêèì. Â íåì äîìèíèðóþò
ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè ïðåäåëà. Áîëåå ïîëíûå
ñâåäåíèÿ ïî ýòèì òåìàì ìîæíî íàéòè â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ [16, 19].

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà äîñòèãëà òàêîãî ðàçâèòèÿ, ÷òî îòðàçèòü
â íåáîëüøîé êíèãå õîòÿ áû ñàìûå ãëàâíûå åå äîñòèæåíèÿ ñîâåðøåí-
íî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïî îáúåìó ìàòåðèàëà êàæäàÿ òåìà ïîñîáèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ââåäåíèå â ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ìàòå-
ìàòèêè. Â òî æå âðåìÿ âñå òåìû äîñòàòî÷íî íàïîëíåíû ôàêòè÷åñêèì
ìàòåðèàëîì: äàíû ââîäíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíû
íàèáîëåå âàæíûå òåîðåìû, ïðèâåäåíû îáðàçöû çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè.
Êðîìå òîãî, ìíîãèå ïîäðàçäåëû ñîïðîâîæäàþòñÿ ñïèñêàìè óïðàæíå-
íèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Èìè çàäàíà ìèíèìàëüíî íåîáõîäè-
ìàÿ ãëóáèíà îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, ïîýòîìó âûïîëíÿòü èõ ðåêîìåíäó-
åòñÿ âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ, êàê ïðîñòûå, òàê è òå, êîòîðûå ìîãóò
ïîêàçàòüñÿ ñëîæíûìè.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû áîëüøåé ÷àñòüþ çàêî-
äèðîâàíû, òî åñòü ïåðåä èõ óñëîâèÿìè çàïèñàíû áóêâåííî-öèôðîâûå
êîäû. Îíè óêàçàíû â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðîâ óïðàæíåíèé.
Ïðèìåðû êîäîâ: (32Ê), (ÏÒÍ), (386), (ÌÒ.ÏÊ), (Ê9Ø.ÆÊ) è ò.ä.
Èõ ãëàâíîå íàçíà÷åíèå — ñàìîêîíòðîëü, òî åñòü ïðîâåðêà òîãî, âåð-
íûì ÿâëÿåòñÿ íàéäåííûé îòâåò èëè íåâåðíûì.

Ïðàâèëüíîñòü îòâåòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëèçèðî-
âàííîãî óñòðîéñòâà «Ñèìâîë-ÂÓÇ» ëèáî åãî êîìïüþòåðíîãî àíàëîãà
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«Ñèìâîë-ÊÎÌ» (ðàçðàáîòêè Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè). Ñàìîêîíòðîëü îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïðîñòî: ñíà÷àëà íà êëàâèàòóðå óñòðîéñòâà (ëèáî êîìïüþòåðà)
ïîñèìâîëüíî íàáèðàåòñÿ êîä, à çàòåì òàêæå ïîñèìâîëüíî ââîäèòñÿ
îòâåò, ïîñëå ÷åãî íàæèìàåòñÿ êíîïêà «Êîíòðîëü». Èíäèêàòîðû ñ íàä-
ïèñÿìè «Ïðàâèëüíî» è «Íåïðàâèëüíî» ïîêàæóò, âåðíûì ÿâëÿåòñÿ
ââåäåííûé îòâåò èëè íåâåðíûì.

Ïðè íàáîðå îòâåòîâ íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ ïðà-
âèë:

à) åñëè â êîíöå óïðàæíåíèÿ íàïèñàíî (îáûêí.), òî ýòî çíà÷èò,
÷òî îòâåò íåîáõîäèìî ââîäèòü â âèäå îáûêíîâåííîé íåñîêðàòèìîé

äðîáè áåç âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè (íàïðèìåð, 
7
3

, à íå 
14
6

 è íå 
1

2
3

):

ñíà÷àëà íàáèðàåòñÿ ÷èñëèòåëü, çàòåì — ÷åðòà (çíàê äåëåíèÿ), ïîñëå
ýòîãî ââîäèòñÿ çíàìåíàòåëü;

á) åñëè â êîíöå óïðàæíåíèÿ íàïèñàíî (äåñ.), òî îòâåò ââîäèòñÿ â
âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè: ñíà÷àëà íàáèðàåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü, çàòåì —
çàïÿòàÿ è ïîñëå íåå — öèôðû äðîáíîé ÷àñòè;

â) ïðè ââîäå ñòåïåíè èñïîëüçóåòñÿ çíàê «↑» (ñòðåëêà, íàïðàâëåí-
íàÿ ââåðõ), íàïðèìåð âûðàæåíèå à3 íàáèðàåòñÿ â âèäå à↑3;

ã) åñëè ïîñëå êîäà ñòîèò çíàê «!», íàïðèìåð (35Í)!, òî ýòî çíà÷èò,
÷òî çàêîäèðîâàíî áîëåå îäíîãî îòâåòà è ïîñëå íàáîðà êîäà íàäî ââåñ-
òè èõ âñå.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ êîäû ïðèâåäåíû ïî÷òè êî âñåì çàäà÷àì,
âî âòîðîé æå ÷àñòè ê íåêîòîðûì çàäà÷àì âìåñòî êîäîâ äàíû îòêðû-
òûå îòâåòû. Ýòî îòíîñèòñÿ ê òåì ñëó÷àÿì, êîãäà îòâåò îòëè÷àåòñÿ
íåîäíîçíà÷íîñòüþ åãî çàïèñè ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèì.
Â ïðèíöèïå, è ãðîìîçäêèå îòâåòû íåòðóäíî çàêîäèðîâàòü, íî ïðè èõ
íàáîðå (âî âðåìÿ ñàìîêîíòðîëÿ) ëåãêî äîïóñòèòü îøèáêó, ïðîïóñòèâ
êàêîé-ëèáî çíàê èëè ââåäÿ íå òîò ñèìâîë, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðàâèëü-
íûé îòâåò óñòðîéñòâî îöåíèò êàê íåïðàâèëüíûé.

Äàííîå ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà øèðîêèé êðóã ñïåöèàëüíîñòåé. Åãî
ìîãóò èñïîëüçîâàòü ñòóäåíòû íå òîëüêî ýêîëîãè÷åñêèõ, ãóìàíèòàð-
íûõ, ýêîíîìèêî-þðèäè÷åñêèõ, íî è ðîäñòâåííûõ èì ñïåöèàëüíîñòåé
ïî êðèòåðèÿì Ãîñóäàðñòâåííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ñòàíäàðòà, íàïðè-
ìåð «Ãîñóäàðñòâåííîå è ìóíèöèïàëüíîå óïðàâëåíèå» è äð.

Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòèêå, êàê
ñòðîãîñòü è ïîïóëÿðíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà, ïëîõî ñî÷åòàþòñÿ:
â ïîïóëÿðíî íàïèñàííîé êíèãå íå óäàåòñÿ ñîõðàíèòü ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ñòðîãîñòü, à åñëè ãëàâíîé ñ÷èòàòü ñòðîãîñòü, òî òåðÿåòñÿ ïîïó-
ëÿðíîñòü, à ñ íåþ è ÷èòàòåëè (îñòàíóòñÿ îäíè ìàòåìàòèêè-ïðîôåññè-
îíàëû). Ïðè ïîäãîòîâêå äàííîãî äâóõòîìíèêà àâòîðû ñòðåìèëèñü
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â öåëîì ê «çîëîòîé ñåðåäèíå», íî ñ óêëîíîì â ñòîðîíó ïðîñòîòû è äî-
ñòóïíîñòè èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà çà ñ÷åò íåêîòîðîãî ñíèæåíèÿ óðîâ-
íÿ ñòðîãîñòè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì, ïîñêîëüêó êàæäûé
ðàçäåë ïîñîáèÿ èçíà÷àëüíî ïëàíèðîâàëñÿ êàê ââîäíî-îçíàêîìèòåëü-
íûé êóðñ, ðàññ÷èòàííûé íà ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
òåìîé. Óâëå÷åíèå æå ñòðîãîñòüþ â óùåðá ïîïóëÿðíîñòè ñ äèäàêòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñîìíèòåëüíûì.

Ïðîñòîòà è äîñòóïíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà íå îçíà÷àþò ëåã-
êîñòü åãî èçó÷åíèÿ. Ëþáàÿ êíèãà ïî ìàòåìàòèêå, êàê áû ïîïóëÿðíî
îíà íè áûëà íàïèñàíà, — «íå äëÿ òðàìâàéíîãî ÷òåíèÿ» (ïî âûðàæå-
íèþ Þ.À. Ãàñòåâà [14, ñ. 5]). È äàííîå ïîñîáèå — íå èñêëþ÷åíèå.
Ðàáîòà íàä íèì, êàê è íàä âñÿêèì ó÷åáíèêîì ìàòåìàòèêè, òðåáóåò
ñîñðåäîòî÷åííîñòè, íàïðÿæåíèÿ óìà, âíèìàòåëüíîãî îñìûñëèâàíèÿ
êàæäîé ôðàçû, òùàòåëüíîãî ðàçáîðà êàæäîé çàäà÷è.

Èçó÷åíèå ìàòåðèàëà ïîñîáèÿ äîëæíî áûòü çàâåðøåíî âûïîëíåíè-
åì ÷åòûðåõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò. Èç íèõ äâå ðàáîòû ïðèâåäåíû â ïåð-
âîé ÷àñòè è äâå — âî âòîðîé. Ïðåäíàçíà÷åíû îíè â îñíîâíîì äëÿ
ñòóäåíòîâ-ãóìàíèòàðèåâ î÷íîé è äèñòàíöèîííîé ôîðì îáðàçîâàíèÿ,
íî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è ïðè îáó÷åíèè äðóãèì ñïåöèàëüíîñ-
òÿì. Êðîìå êîíòðîëüíûõ ðàáîò, îáå ÷àñòè ïîñîáèÿ ñîäåðæàò ñïèñêè
ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ.

Ñïèñîê ñîêðàùåíèé, èñïîëüçîâàííûõ â ïîñîáèè:
ñì. — ñìîòðèòå; óïð. — óïðàæíåíèå; ò.ä. — òàê äàëåå; ò.å. —

òî åñòü; ñ. — ñòðàíèöà; ïîäðàçä. — ïîäðàçäåë; ëàò. — ïåðåéòè íà
ëàòèíñêèé àëôàâèò; äåñ. — äåñÿòè÷íàÿ  äðîáü; îáûêí. — îáûêíî-
âåííàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, â êîòîðîé íå âûäåëåíà öåëàÿ ÷àñòü.

Àâòîðû
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1. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.1. Ââîäíûå  ïîíÿòèÿ

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ ðàçðàáîòàíû ÷åøñêèì
ôèëîñîôîì, ìàòåìàòèêîì, ïðîôåññîðîì òåîëîãèè (ã. Ïðàãà) Áåðíàð-
äîì Áîëüöàíî (1781–1848), íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ðèõàðäîì Äå-
äåêèíäîì (1831–1916) è íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì, ïðîôåññîðîì
(ñ 1872 ã.) Ãàëëüñêîãî óíèâåðñèòåòà Ãåîðãîì Êàíòîðîì (1845–1918).
Ãåîðã Êàíòîð âíåñ â òåîðèþ ìíîæåñòâ íàèáîëüøèé âêëàä, ïîýòîìó
òåîðèÿ ìíîæåñòâ òåñíî ñâÿçàíà ñ åãî èìåíåì. Îôèöèàëüíî òåîðèÿ
ìíîæåñòâ áûëà ïðèçíàíà â 1897 ã., êîãäà Æ. Àäàìàð (1865–1963)
è Ãóðâèö â ñâîèõ äîêëàäàõ íà Ïåðâîì ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìà-
òåìàòèêîâ ïðèâåëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ êàíòîðîâ-
ñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.

Ïîíÿòèþ ìíîæåñòâà íåâîçìîæíî äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå, ïî-
ñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì, ïðåäåëüíî øèðîêèì ïî ñîäåðæà-
íèþ. Åãî ìîæíî ëèøü ïîÿñíèòü. Íàïðèìåð, ñàì Ãåîðã Êàíòîð âêëà-
äûâàë â ýòî ïîíÿòèå ñëåäóþùèé ñìûñë: «Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàþò
îáúåäèíåíèå â îäíî îáùåå îáúåêòîâ, õîðîøî ðàçëè÷àåìûõ íàøåé
èíòóèöèåé èëè íàøåé ìûñëüþ» [7, ñ. 6].

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ — ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ
îáùèå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ãëàâíûì â òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê îïðåäå-
ëèòü ìíîæåñòâî, ò.å. óêàçàòü ñïîñîá, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî
áûëî áû îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü, ïðèíàäëåæèò äàííûé îáúåêò çàäàí-
íîìó ìíîæåñòâó èëè íå ïðèíàäëåæèò.

Îáúåêòû, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò ìíîæåñòâà, íàçûâàþòñÿ èõ ýëåìåí-
òàìè. Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà a ìíîæåñòâó P çàïèñûâàþò òàê:

a ∈  P.
×èòàåòñÿ ýòà çàïèñü: «a åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà P», ëèáî «a ÿâ-

ëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà P», ëèáî «ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó P». (Çíàê ∈  ÿâëÿåòñÿ ñòèëèçàöèåé ïåðâîé áóêâû ãðå÷å-
ñêîãî ñëîâà εστι  — åñòü, áûòü.)

Ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçàòü íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ìíîæåñòâó P, âñå èõ ïåðå÷èñëÿþò ïåðåä çíàêîì ∈ . Íàïðèìåð,
çàïèñü a, b, c ∈

 P ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñå òðè ýëåìåíòà a, b, c ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó P.

Åñëè æå ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P, òî ïèøóò: a ∉ P.
Åñëè ìíîæåñòâó P íå ïðèíàäëåæèò íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð
a, b, c, òî çàïèñûâàþò: a, b, c ∉  P.

Ìíîæåñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ 0, 1, 2, 3, …
Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì
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è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅ . Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå îäèí ýëåìåíò,
íàçûâàåòñÿ ñèíãëåòîíîì (àíãë. single — îäèíî÷íûé). Ìíîæåñòâî íà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè â íåì êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, è áåñêî-
íå÷íûì, åñëè ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íî âåëèêî.

Çàäàâàòü ìíîæåñòâà ìîæíî äâóìÿ îñíîâíûìè ñïîñîáàìè:
à) ïóòåì ïðÿìîãî ïåðå÷èñëåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå çàêëþ÷à-

þòñÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè è îòäåëÿþòñÿ îäèí îò äðóãîãî çàïÿòûìè.
Íàïðèìåð, çàïèñü

P = {a, b, c, d}
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ a, b,
c, d;

á) ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíî ñôîðìóëèðîâàííîãî ïðàâèëà èëè ñâîé-
ñòâà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì âñÿêèé îáúåêò ëèáî âõîäèò â ìíîæå-
ñòâî, ëèáî íå âõîäèò. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåñÿòè÷íûõ öèôð ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P = {x | 0 ≤ x ≤ 9 ∧  x — öåëîå ÷èñëî},
ãäå ñëåâà îò âåðòèêàëüíîé ÷åðòû çàïèñàíà ïåðåìåííàÿ x, à ñïðàâà
ïðèâåäåíî ïðàâèëî, óêàçûâàþùåå, êàêèå çíà÷åíèÿ x îáðàçóþò ýëå-
ìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó P. ×èòàåòñÿ çàïèñü òàê: «Ìíîæå-
ñòâî P — ýòî âñå òå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûå áîëüøå íóëÿ èëè ðàâíû åìó,
íî ìåíüøå èëè ðàâíû äåâÿòè è ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè». Çíàê ∧
îáîçíà÷àåò ñîþç È, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îáà
óñëîâèÿ: 0 ≤ x ≤ 9 è x — öåëîå ÷èñëî.

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ
è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð:

{a, b, c, d} = {b, c, a, d}.
Ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ çàïèñàíû â ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿõ, íî íàáîðû ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ìíîæåñòâà ðàâíû,
òàê êàê ïîðÿäîê çàïèñè ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî, íå èìååò
çíà÷åíèÿ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ëþáûå çíàêè, íî â îñíîâíîì èõ îáîçíà÷àþò ïðîïèñíûìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Âñÿêîå ìíîæåñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé, êîòîðóþ íàçûâà-
þò êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì, ïîêàçûâàþùèì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåð-
æèò ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷àåòñÿ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

åñëè P = {a, b, c}, òî { , , } 3.P a b c= =
Ìíîæåñòâà ñ îäèíàêîâûìè êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü
íå ðàâíûìè, òî åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü è ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ — ýòî
íå îäíî è òî æå.
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Çàâåðøèì ïîäðàçäåë çàìå÷àíèåì î ïîâòîðÿåìîñòè ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå. Ìîãóò ëè â ìíîæåñòâî âõîäèòü îäíè è òå æå ýëåìåíòû
áîëåå îäíîãî ðàçà? Íåò, íå ìîãóò. Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà äîëæíû
îòëè÷àòüñÿ îäèí îò äðóãîãî, ïîýòîìó êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò âõîäèòü
â ìíîæåñòâî òîëüêî îäèí ðàç. Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ñ÷è-
òàòü ìíîæåñòâîì, íàïðèìåð, P = {1,1,2}? Ýòî ìíîæåñòâî, íî ñîñòîÿ-
ùåå íå èç òðåõ ýëåìåíòîâ, à òîëüêî èç äâóõ, è åãî êàðäèíàëüíîå ÷èñ-
ëî ðàâíî äâóì. Òàêèì îáðàçîì, â çàïèñè ìíîæåñòâà íåêîòîðûå
ýëåìåíòû, â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü óêàçàíû ìíîãîêðàòíî, íî ó÷èòû-
âàòüñÿ îíè äîëæíû òîëüêî ïî îäíîìó ðàçó.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÂÕÌ). Óêàæèòå âåðíûå çàïèñè, åñëè A — ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë (ïðîñòûå ÷èñëà èìåþò òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ: ñàìîãî
ñåáÿ è åäèíèöó):

1) 1 ∈  A; 2) 2 ∈  A? 3) 0 ∈  A? 4) 19 ∈  A? 5) 23 ∈  A.
2. (ØÈÂ)! Ñêîëüêî  ýëåìåíòîâ  â  ñëåäóþùèõ  ìíîæåñòâàõ:
à) {a, b, c, aa, bc}; â) {1, 2, 3, 123, 12}; ä) {11, 22, 11, 12};
á) {a, b, c, a, b, c}; ã) {111, 22, 2, 33}; å) {1, 11, 111, 1}?
3. (Ñ31). Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà S = {P, Q, R} ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-

ñòâà âèäà P = {a, b, c}; Q = {1, 2, 3}; R = {11, 12, 13}.
Óêàæèòå âåðíûå çàïèñè:
à) P ∈  S; á) a ∈  S; â) {a, b, c} ∈  {Q, R}; ã) 11 ∉  S; ä) {1, 2, 3} ∈  Ð;

å) {P, Q} ⊂  S.
4. Óêàæèòå (ÂÐ8) ïóñòûå ìíîæåñòâà, (ÅÃÎ) ñèíãëåòîíû:
à) {x | x ≥ 1 ∧  x ≤ 0}; â) {∅ }; ä) {x | x < 0 ∧  x = 1};
á) {x | x > 0 ∧  x = 0}; ã) {x | x > 2 ∧  x = 5}; e) {x | x ≥ 0 ∧  x = 1}.
5. (ÓÆÈ). Óêàæèòå âåðíûå ðàâåíñòâà:
à) {{1, 2, 3}} = {1, 2, 3};
á) {1, 2, 3} = {{1, 2}, {3}};
â) {0} = {x | x — öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ∧  x — íåíàòóðàëü-

íîå ÷èñëî};
ã) {1, 2, 3, 5, 7} = { | 10x A x∈ < ∧  A — ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë};
ä) {0, 2, 4, 6, 8} = {x | x < 9, x — íåîòðèöàòåëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî};
å) {2, 4} = {x | x — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2 6 8 0}x x− + = .
æ) {∅ } = {∅ , ∅ };
ç) {∅ } = {∅∅ , ∅∅ }.
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1 . 2 . Ïîäìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A, åñëè âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Çàïèñûâàåòñÿ ýòî
ñëåäóþùèì îáðàçîì: B ⊆  A, ãäå ñèìâîë ⊆  îáîçíà÷àåò çíàê âêëþ÷å-
íèÿ. Çàïèñü B ⊆  A ÷èòàåòñÿ òàê: «Ìíîæåñòâî B âêëþ÷åíî â ìíîæå-
ñòâî A è ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñàìîãî ñåáÿ» (ïî àíà-
ëîãèè ñî çíàêîì ≤, èçâåñòíûì èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè: åñëè
à ≤ b, òî ñþäà âêëþ÷àåòñÿ è ñëó÷àé, êîãäà à = b, ãäå à è b — íåêîòî-
ðûå ÷èñëà). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè B ⊆  A è A ⊆  B, òî À = Â. Ñóùåñòâóåò
è äðóãîé çíàê âêëþ÷åíèÿ: ⊂ , ãäå íåò çíàêà ðàâåíñòâà. Çàïèñü B ⊂  A

ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî À íå ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïîäìíîæåñòâîì
(ïî àíàëîãèè ñî çíàêîì <: åñëè à < b, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî à ≠ b).

Ïîëàãàþò, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþ-
áûõ ìíîæåñòâ.

Ïîäìíîæåñòâà áûâàþò äâóõ âèäîâ: ñîáñòâåííûå è íåñîáñòâåííûå.
Ñàìî ìíîæåñòâî À è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅  íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííû-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè. Âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà À íàçûâàþò áóëåàíîì
ìíîæåñòâà À è îáîçíà÷àþò B(À). Íàïðèìåð, áóëåàí ìíîæåñòâà À =
= {a, b, c} èìååò âèä

{ }( ) , { }, { }, { , }, { }, { , }, { , }, { , , } .B Ä c b b c a a c a b a b c= ∅

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíî ìíîæåñòâî âèäà A = {a, b, c, d}. Óêàæèòå  âåðíûå  çàïèñè.
(ÎÀÏ) à) a ∈  A; á) d ⊂  A; â) ∅ ∈ A; ã) {a, b, c, d} ⊆  A; ä) ∅  ⊂  A;

å) {a, b} ⊂  {a, b, c}.
(ÁÛÐ) à) {a} ⊂  {a, b}; á) {c} ⊆  {c}; â) ∅ ∈ {a, b, c}; ã) ∅ ∈ {a};

ä) A ⊆  {a, b, c, d}.
(ÆÂÊ) à) ∅ ∈ {∅ }; á) {b, c, d} ⊆  A; â) A ⊆  {a, b, c}; ã) A ⊂  {a, b, c, d};

ä) {a, b, c, d} ⊂  A; å) A ⊆  A.
2. (ÇÎÌ). Ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò ìíîæåñòâî

M = {x | x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî ∧ < 6}?x

3. (800). Â ìíîæåñòâå R îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà.
Îïðåäåëèòå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà R è êàðäèíàëüíîå ÷èñëî
áóëåàíà ìíîæåñòâà R.

4. (ßÒÍ)! Ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò ñèíãëåòîí?
Ñêîëüêî íåñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò ñèíãëåòîí?
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1.3. Äèàãðàììû Âåííà. Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî

Äæîí Âåíí (1834–1923) — àíãëèéñêèé ëîãèê, ïðîôåññîð, ÷ëåí
Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà.

×òîáû ïîâûñèòü íàãëÿäíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâ è îòíîøå-
íèé ìåæäó íèìè, èñïîëüçóþò äèàãðàììû Âåííà (èíîãäà èõ íàçûâàþò
êðóãàìè Ýéëåðà, à òàêæå êðóãàìè Ýéëåðà — Âåííà) â âèäå çàìêíóòûõ
êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòè, êîòîðûì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíòû òåõ èëè èíûõ ìíîæåñòâ. Íà ðèñ. 1.1 ïîêàçàíû äâà ìíîæå-
ñòâà: P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} è K = {1, 2, 3}.

Íåïîñðåäñòâåííî ïî äèàãðàììå âèäíî, ÷òî K ⊂  P.
Åñëè òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà íå èìåþò îáùèõ ýëåìåí-

òîâ, òî ýòè ìíîæåñòâà èçîáðàæàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðóãàìè.
Íà ðèñ. 1.2 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà B è C, ãäå
B = {a, b}; C = {e, f}.

  K P B C 

a b e f 

Ðèñ. 1.1 Ðèñ. 1.2

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷àåòñÿ îíî ñèìâîëîì I (èíîã-
äà U). Ìíîæåñòâî I — ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-
ðûå ó÷àñòâóþò â äàííîì ðàññóæäåíèè. Ëþáîå ðàññìàòðèâàåìîå ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà.
Íà äèàãðàììàõ Âåííà óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âíóòðè êîòîðûõ ðàçìåùàþòñÿ êðóãè, îáîçíà÷àþ-
ùèå ïîäìíîæåñòâà (ðèñ. 1.3, 1.4). Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàí ïðèìåð óíè-
âåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà

I = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
è äâóõ åãî ïîäìíîæåñòâ

P = {2} è Q = {2, 3, 5, 7),
ãäå P — ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë; Q — ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 10.

  P Q I M N I 

Ðèñ. 1.3 Ðèñ. 1.4
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Óïðàæíåíèÿ

1. (ÐÓ.ØÊ). Íà ðèñ. 1.3 óêàæèòå ýëåìåíòû óíèâåðñàëüíîãî ìíî-
æåñòâà, íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî Q.

2. (ÎÌ). Íàéäèòå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà I íà ðèñ. 1.3.
3. (ÕÕ). Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå îñòàíóòñÿ â ìíîæå-

ñòâå I, åñëè èç íåãî óäàëèòü âñå ýëåìåíòû, íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî
Q (ðèñ. 1.3).

4. (ÆÓ). Ïåðå÷èñëèòå áóêâû (â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå), êîòîðûå
îñòàíóòñÿ â ìíîæåñòâå M (ðèñ. 1.4), åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N
óäàëèòü.

1.4. Îáúåäèíåíèå  ìíîæåñòâ

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A1, A2, …, An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò õîòÿ áû
â îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ:

1 2 ,nA A A A= U UK U

ãäå çíàê U  îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.
Íàïðèìåð, ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà:

A1 = {a, b, c}; A2 = {4}; A3 = {b, 54}.
Ïðèìåíèâ ê íèì îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ, ïîëó÷èì íîâîå ìíîæå-

ñòâî

1 2 3 { , , , 4, 54}.A A A A a b c= =U U

Çàìåòèì, ÷òî b ∈  A1 è b ∈  A3, îäíàêî â ìíîæåñòâî A ýëåìåíò b
âõîäèò òîëüêî îäèí ðàç.

Íà äèàãðàììàõ Âåííà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþò ñïëîø-
íîé øòðèõîâêîé îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìíîæåñòâàì.
Íà ðèñ. 1.5 çàøòðèõîâàíà îáëàñòü ìíîæåñòâà .P QU  Íà ðèñ. 1.6 èçî-
áðàæåíû òðè ìíîæåñòâà è ïîêàçàíà øòðèõîâêîé îáëàñòü, îòíîñÿùà-
ÿñÿ ê ìíîæåñòâó ( ) .P Q RU U  Íà ðèñ. 1.7 øòðèõîâêîé îòìå÷åíî ìíî-
æåñòâî  .Q RU

  

P Q 

I 

P 

Q 

I 

R 

Ðèñ. 1.5 Ðèñ. 1.6

Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñò-
âàìè:
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à) A B B A=U U  — îáúåäèíåíèå  êîììóòàòèâíî;
á) ( ) ( )A B C A C B A B C= =U U U U U U  — îáúåäèíåíèå àññîöèà-

òèâíî. Áëàãîäàðÿ àññîöèàòèâíîñòè ïðè çàïèñè íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ,
îáúåäèíåííûõ çíàêîì U , ñêîáêè ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü;

â) ;A A A=U  ;A A∅ =U  .A I I=U

Åñëè B ⊆  A, òî .A B A=U  Íà ðèñ. 1.8 ïðèâåäåíà äèàãðàììà Âåí-
íà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Çàøòðèõîâàíà îáëàñòü ìíîæåñòâà A, êîòîðàÿ
îäíîâðåìåííî îòíîñèòñÿ è ê ìíîæåñòâó .A BU

  

P 

O 

I 

B 

I 

R A 

Ðèñ. 1.7 Ðèñ. 1.8

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÐÂ). Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ,A BU  åñëè
A = {a, b, c}; B = {b, c, d}.

2. (ÎÐ)! Íà ðèñ. 1.9 ïðèâåäåíà äèàãðàììà Âåííà äëÿ òðåõ ìíî-
æåñòâ. Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ ,A BU  çàòåì — .A CU

 
A 

C 

B 

I 

A 
C 

B 
I 

a b c 

k 

m n d e f 

Ðèñ. 9 Ðèñ. 10

3. (ÍÅ). Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M (ðèñ. 1.9), åñëè
M = {x | x ∉  A ∧  x ∈  I}.

4. (5Á). Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N (ðèñ. 1.9), åñëè N =
= {x | x ∈  ,A BU  x > 4}.

5. (63). Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T (ðèñ. 1.9), åñëè T = {x | x ∉
, }.A C x I∈U

6. (ßÐÐ). Íàéäèòå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà ìíîæåñòâ , ,A B A CU U

B CU  (ðèñ. 1.10).
7. (ÍÒÎ). Íàéäèòå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà ,A BU  åñëè

A = {1, 2, 3, 4}; B = {2, 3, 4, 5}.
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1.5. Ïåðåñå÷åíèå  ìíîæåñòâ

Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A1, A2, A3, …, An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
A, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ A1,
A2, …, An:

1 2 3 ,nA A A A A= I I IK I

ãäå çíàê I  îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.
Â îáùåì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ

ïîëó÷àåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà:
A = {a, b, c, d}; B = {b, c, d, e}; C = {c, d, e, f}.

Ïðèìåíèâ ê íèì îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èì íîâîå ìíîæå-
ñòâî K:

{ , }.K A B C c d= =I I

Êàê è â ñëó÷àå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, èõ ïåðåñå÷åíèå íà äèà-
ãðàììàõ Âåííà îáîçíà÷àåòñÿ ñïëîøíîé øòðèõîâêîé. Íà ðèñ. 1.11 çà-
øòðèõîâàíà îáëàñòü, îòíîñÿùàÿñÿ îäíîâðåìåííî ê îáîèì ìíîæåñòâàì
P è Q, ãäå

P = {1, 3, 5, 7}; Q = {5, 6, 7, 8}.
Èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî {5, 7}.P Q =I
Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ïðèñóùè òå æå ñâîéñòâà, ÷òî

è îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ:
à) A B B A=I I  — ïåðåñå÷åíèå êîììóòàòèâíî;
á) (À I Â) I  Ñ = À I (Â I  Ñ) — ïåðåñå÷åíèå àññîöèàòèâíî;
â) ;A A A=I  ;A I A=I  .A ∅ = ∅I
Áëàãîäàðÿ àññîöèàòèâíîñòè ïðè çàïèñè íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ,

îáúåäèíåííûõ çíàêîì ïåðåñå÷åíèÿ, ñêîáêè ìîæíî íå ñòàâèòü.
Åñëè A ⊆  B ëèáî A ⊂  B, òî .A B A=I  Íà ðèñ. 1.12 ïðèâåäåíà

äèàãðàììà Âåííà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A ⊂  B. Øòðèõîâêîé îòìå÷åíà
îáëàñòü, îòíîñÿùàÿñÿ îäíîâðåìåííî ê ìíîæåñòâàì A è B. Ïîñêîëüêó
A ⊆  B, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà B.

 

A B P Q 

Ðèñ. 1.11 Ðèñ. 1.12

Â ëèòåðàòóðå ïî ìàòåìàòèêå ïðèíÿòî: åñëè â îäíîì è òîì æå
âûðàæåíèè âñòðå÷àþòñÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ,



1 6

òî ïåðâîé âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, à çàòåì — îáúåäèíå-
íèÿ. Áëàãîäàðÿ òàêîìó ñîãëàøåíèþ ìíîãèå ôîðìóëû ìîæíî çàïèñû-
âàòü áåç ñêîáîê è èñïîëüçîâàòü èõ ëèøü òîãäà, êîãäà ïîðÿäîê äåé-
ñòâèé íåîáõîäèìî èçìåíèòü.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ôîðìóëû

=I U I I U I( ) ( ) .A B B C A B B C

Åñëè ó÷åñòü ïðèíÿòîå ñîãëàøåíèå, òî îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ
áóäóò âîñïðèíèìàòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Åñëè æå ïîòðåáóåòñÿ óêàçàòü, ÷òî ñíà÷àëà äîëæíà áûòü âûïîëíå-
íà îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ, à çàòåì — ïåðåñå÷åíèÿ, òî íåîáõîäèìî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñêîáêàìè. Íàïðèìåð:

( )U U I .A B C D

Çäåñü ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ, à çàòåì — ïå-
ðåñå÷åíèÿ.

Îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè äèñò-
ðèáóòèâíîñòè:

à) äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ:

( ) =I U I U I ;Ä B C A B A C

á) äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ:

( ) ( ) ( )=U I U I U .A B C A B A C

Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ ñâîéñòâ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ïðè ïîìîùè
äèàãðàìì Âåííà.

1.6. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà

Åñëè I — óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, òî äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà
A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I, êîòîðûå

íå âõîäÿò â ìíîæåñòâî A. Îáîçíà÷àåòñÿ äîïîë-
íåíèå ÷åðòîé íàä ñèìâîëîì ìíîæåñòâà: A . Íà-
ïðèìåð, åñëè I — ìíîæåñòâî äåñÿòè÷íûõ öèôð
è A = {1, 3, 4}, òî A  = {0, 2, 5, 6, 7, 8, 9}.

Èç äèàãðàììû Âåííà äëÿ îïåðàöèè äîïîë-
íåíèÿ (ðèñ. 1.13) âèäíî, ÷òî ;A A I=U ;A A = ∅I

A A=  (ñâîéñòâî èíâîëþöèè).

Åñëè A = ∅ , òî = ,A I  ò.å. ∅ = ;I  åñëè A = I, òî = ∅ ,A  ò.å. = ∅ .I

 

I 

A A  

Ðèñ. 1.13
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1.7. Ðàçíîñòü è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Êðîìå îñíîâíûõ îïåðàöèé — îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîë-
íåíèÿ, â òåîðèè ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ åùå äâå îïåðàöèè: ðàçíîñòü
(âû÷èòàíèå) è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü. Ðàçíîñòüþ À − Â ìíîæåñòâ
À è Â íàçûâàåòñÿ íîâîå (â îáùåì ñëó÷àå) ìíîæåñòâî Ñ, ñîäåðæàùåå
âñå òå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà À, êîòîðûõ íåò â ìíîæåñòâå Â. Íàïðè-
ìåð, åñëè

A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 4, 5, 6, 7},
òî Ñ = À − Â = {1, 2}, ãäå çíàê «−» (ìèíóñ) îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ðàçíî-
ñòè (âû÷èòàíèÿ) ìíîæåñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îñíîâíûå îïåðàöèè:

− = I .A B Ä Ç

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü À ⊕  Â — ýòî íîâîå ìíîæåñòâî Ñ.
Â íåãî âõîäÿò âñå òå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà À, êîòîðûõ íåò â ìíîæå-
ñòâå Â, à òàêæå âñå òå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Â, êîòîðûõ íåò â ìíîæå-
ñòâå À. Íàïðèìåð, åñëè A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 4, 5, 6, 7}, òî

Ñ = À ⊕  Â = {1, 2, 6, 7},
ãäå çíàê ⊕  îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ. Êàê
è ðàçíîñòü ìíîæåñòâ, ñèììåòðè÷åñêàÿ  ðàçíîñòü ìîæåò áûòü âûðàæå-
íà ÷åðåç îñíîâíûå îïåðàöèè:

⊕ = I U I .A B Ä Ç Ä B

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I ,Ä B  åñëè
(ÁÊ) A = {b, c, d B = {c, d, e}; (ÖÊ) A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 3};
(ÌÁÌ) A = {1, 3, 4, 5}, B = {4, 7, 8}; (ÁÀÐ) A = {ìàðò, ìàé}, B =

= {ìàé, èþíü}.

2. (ÎÒ)! Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ I I I, , ,X Y X Z Y Z  åñëè
X = {3, 4, 5, 7}; Y = {5, 7, 8}; Z = {7, 8, 9}.
3. (ÊÅÍ)! Íà ðèñ. 1.14 íàéäèòå ýëåìåíòû

ìíîæåñòâ: ñíà÷àëà I ,A B  çàòåì I .B C

4. (ÀÈÌ). Íà ðèñ. 1.14 íàéäèòå ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà U I .A B C

5. Ïóñòü I = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Óêàæèòå ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà A , åñëè

(ØÓË) A = {3, 4}; (950) A = {1, 2, 3, 4, 5};
(ËÂÂ) A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

6. (361). Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A , åñëè A — ìíîæåñòâî
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ 7; I = {0, 1, 2, …, 9}.

 

A B C 

I 

Ðèñ. 1.14
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7. (À28). Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ,A  åñëè A = {1, 4, 7}; I =
= {1, 2, 3, 4, 7}.

8. Äàíî: A = {1, 2, 3, 4, 6}; B = {4, 5, 6, 7, 9}; Ñ = {1, 3, 6, 7, 8, 9}.
Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:

(ÎÂÐ) À − Â; (ÊÁÊ) Â − Ñ; (ÏÀÑ) (À − Ñ); (ÂÈË) Ñ − Â;
(ÈÂØ) À ⊕  Â; (ØÅÒ) Â ⊕  Ñ; (ÁÎË) (À ⊕  Ñ); (ÌÅÊ) Ñ ⊕  Â.

1.8. Îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè ìíîæåñòâ

Òåîðåìû äå Ìîðãàíà. Îãàñòåñ äå Ìîðãàí (1806–1871) — øîò-
ëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê.

Òåîðåìû (çàêîíû, ïðàâèëà) äå Ìîðãàíà óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó
îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ:

=U I ;A B A B (1.1)

=I U .A B A B (1.2)
Çàêîí (1.1) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîïîëíåíèå îáúå-

äèíåíèÿ åñòü ïåðåñå÷åíèå äîïîëíåíèé. Çàêîí (1.2): äîïîëíåíèå ïåðå-
ñå÷åíèÿ åñòü îáúåäèíåíèå äîïîëíåíèé.

Òåîðåìû äå Ìîðãàíà ïðèìåíèìû íå òîëüêî ê äâóì, íî è ê áîëü-
øåìó ÷èñëó ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðåõ ìíîæåñòâ A, B, C
èìååì:

= =U U I I I I U U; .A B C A B C A B C A B C

Ïðè ÷åòûðåõ ìíîæåñòâàõ A, B, C, D:

= =U U U I I I I I I U U U; .A B ë D A B C D A B ë D A B C D

Òåîðåìà  ïîãëîùåíèÿ. Òåîðåìà ïîãëîùåíèÿ (÷àñòíûé ñëó÷àé çà-
êîíà äèñòðèáóòèâíîñòè) èìååò äâå ôîðìû çàïèñè:

=U IA A B A  (äèçúþíêòèâíàÿ  ôîðìà); (1.3)

=I U( )A A B A  (êîíúþíêòèâíàÿ  ôîðìà). (1.4)

Òåîðåìû ïîãëîùåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü óïðîùàòü àíàëèòè÷å-
ñêèå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ìíîæåñòâà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà
ïðèìåðå.

Ïð è ì åð 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî P çàäàíî ôîðìóëîé

= I U I I U I I I .P A B A B C A B C D

Ïåðåñå÷åíèå I IA B C  âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì âûðàæåíèè äâà ðàçà.
Îáîçíà÷èì åãî

= I I .Q A B C

Òîãäà çàäàííîå ìíîæåñòâî P ïðèìåò âèä

= I U U I .P A B Q Q D
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Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (1.3) èìååì: =U I ,Q Q D Q  ñëåäîâàòåëüíî,

= =I U I U I I .P A B Q A B A B C

Ñíîâà ââåäåì îáîçíà÷åíèå: =I ,A B R  òîãäà = =U I .P R R C R

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî = I .P A B

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð.

Ïð è ì åð 2. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå = I I I U( ).S P Q P Q R

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: =I ,P Q V  òîãäà = I U( ).S V V R

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1.4), ïîëó÷àåì

= = =I U I( ) .S V V R V P Q

Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ. Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ òàêæå èìååò äâå
ôîðìû:

=I U IA B A B A  (äèçúþíêòèâíàÿ ôîðìà); (1.5)

=U I U( ) ( )A B A B A  (êîíúþíêòèâíàÿ ôîðìà). (1.6)

Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè óïðîùåíèè àíàëèòè÷åñêèõ
âûðàæåíèé, îïèñûâàþùèõ ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð:

= =
= = = = =

I I U I I U I U I I I U U I U

I I U I I U I U I

( ) ( )

( ) .

A B C A B C B C B C A C B B C B B

A C I C I A C C C A I C I C

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíû ìíîæåñòâà: A = {1, 2, 3}; B = {2, 3, 4}; I = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:

(ÈÍÀ) U ;A B (ÐÎÂ) I ;A B (ÓÂÄ) I ;A B (ÒÂÂ) U ;A B

2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ, åñëè A ⊆  B:
(861) U ;A B (ÎÈÇ) I ;A B (737) U ;A B (ÐÒÊ) I ;A B (438) U .A B

3. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ. Ïðè ñàìîêîíòðîëå çíàê I  íå íàáèðàòü,
ò.å. âìåñòî IA B  íàäî íàáèðàòü AB (ëàò.):

(ÕÑÑ) I I U ;A B C B (539) I I U I ;A B C A B

(ÄÈÐ) I I U ;A B C A (ÎÈÎ) I I U ;A B D D

(À×À) I I U I ;A B C A C (ÆÈÂ) I I I U .A B C D C

4. Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ:
(962) I I U I ,A B C A C (ÍÀÆ) I U U I ,B C C A C

åñëè A  = {1, 2, 3, 4, 5}; B  = {2, 3, 4, 5, 6}; C = {2, 3, 6, 7};
D = {2, 5, 6, 7, 8}; I = {0, 1, 2, …, 9}.

5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ (ëàò.):
(ÀÑÑ) I U I I U I I ;A B A B C A B D  (438) I I U I( );B A B B B

(ÐÂÐ) I I U I U I I ;B C D C D A C D (ÅÃÎ) U I I U( ) ( ).A B B B C
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6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ (ëàò):
(449) I I U I I ;A B C A B C (Ó65) I U I I U I ;A B A B C A B

(Â66) I I U I I ;A B C A B C (ÄÀ×) I I U I I U I ;A B C A B C A B

(9À2) U I U I ;A A B A B (693) I I I U I I I .A B C D A B C D

7. Ïðè A = {1, 2, 4, 5}, B = {1, 3, 6, 7}, C = {2, 3, 6, 7} íàéäèòå ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâ:

(ÂÂ) I I U I U I ;A B C B C B C (76) U U I U U( ) ( );A B C A B C

(221) I U I I U( ) ( ) ;A B C A B C (ÒÒ) U U I U U I( ) ( ) ,A B C A B C B

8. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ, åñëè A ⊂  B ⊂  C:
(ÐÈÑ) U U I U I ;A B A C A C (ßÃÎ) ( ) .B C B C AI U I I

(ÖÊ) I U I U U ;B C B C A C (ÓÂÄ) U I U U I( ) ( ) ( ).A B A B A C

1.9. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáû÷íî ïîä òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîíè-
ìàþò âûïîëíåíèå òàêèõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè, â ðåçóëüòàòå
êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ íîâîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, òîæäåñòâåííî
ðàâíîå èñõîäíîìó, íî îòëè÷àþùååñÿ îò íåãî íàáîðîì ñèìâîëîâ, èõ
÷èñëîì è äð. Âñå ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíî-
âå îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåì ïî-
ãëîùåíèÿ è ñêëåèâàíèÿ.

Ïð è ì åð. Óïðîñòèòü ôîðìóëó P äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà C ⊂ D è åñëè
B = ∅ .

.P A B A B B D C D= I U I U I U I
Ñíà÷àëà óïðîñòèì çàäàííîå âûðàæåíèå áåç ó÷åòà óñëîâèÿ C ⊂  D:

= =I U U I U I U I U I( ) .P A B B B D C D A B D C D

Íàéäåì çàäàííîå âûðàæåíèå P ïðè C ⊂  D:

= U I U .P A B D C

Íàéäåì çàäàííîå âûðàæåíèå P ïðè B = ∅  è C ⊂  D:

= ∅ =U I U U .P A D C A C

Ýòî è åñòü èñêîìûé ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:
(556) I I U I I U ;A B C A B C C (ÖÀÌ) I U I U I ;B C B C B C

(ÓÝË) I U I U I ;A C A C A C (ÒÈÍ) I U I U I .A B A B A B

2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ, åñëè C = I, D = ∅ :
(ÓÒÒ) U I U( ) ( );A B C D (ÌÊÏ) I U I U I ;A C B C A D

(ÕÒÁ) I I U I I ;A B C B C D (826) I U U I I( ) ;A B C D B C

(ØÀÂ) U U I U( ) ( );A B C C D (ÌÈÍ) U U I U( ) ( ).A B C B D
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3. Äàíû  ìíîæåñòâà:
À = {1, 3, 7}; Â = {1, 2, 5, 7}; Ñ = {1, 2, 4}; I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè àíàëèòè÷å-

ñêèìè âûðàæåíèÿìè (ñíà÷àëà ðåêîìåíäóåòñÿ êàæäîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå óïðîñòèòü):

à) (ÅÌÀ) I I U I I U I I U I I U I I ;Ä Ç ë Ä Ç C Ä B ë Ä B C A Ç ë

á) (ÞÊÓ) I I U I I U I I U I I U I I ;Ä Ç C Ä B C Ä B C A B C A B C

â) (ÏËÎ)
I I U I I U I I U I I U I I U I I ;Ä Ç C Ä B C Ä B C A B C A B C A B C

ã) (ÁÓØ)
I I U I I U I I U I I U I I U I I ;Ä B C Ä B C A B C A B C A B C A B C

ä) (À34) I I U I I U I I U I I .Ä B C A B C A B C A B C

4. Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P, åñëè
À = {0 , 2 , 3 , 7 , 8 } ; Â = {1 , 3 , 6 , 7 , 9 } ; Ñ = {0 , 1 , 4 , 7 , 8 , 9 } ;

I = {0, 1, 2, …, 9}.
1. (ÇÅÐ) = I U I U I .P A C A B B C 10. (256) = I U I U I .P B C A C A B

2. (ÇÀÃ) = I U I U I .P B C A C A B 11. (ÇÀÉ) = I U I U I .P B C B C A B

3. (830) = I U I U I .P B C A C A B 12. (ËÓÐ) = I U I U I .P A C A C B C

4. (039) = I U I U I .P B C A C A B 13. (977) = I U I U I .P B C A C A B

5. (ÅËÎ) = I U I U I .P B C A C A B 14. (332) = I U I U I .P B C A C A B

6. (ÂÎÂ) = I U I U I .P B C A C A B 15. (ÝÃÎ) = I U I U I .P B C A C A B

7. (ÒÎ×) = I U I U I .P B C A C A B 16. (154) = I U I U I .P B C A C A B

8. (537) = I U I U I .P B C A C A B 17. (296) = I U I U I .P B C A B A B

9. (ÐÈÔ) = I U I U I .P B C A B A C 18. (ÂÀÍ) = I U I U I .P B C A C A B

1.10. Áåñêîíå÷íûå  ìíîæåñòâà

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ áåñêîíå÷íîñòè. Îñíîâîé ïåð-
âîãî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü, âòîðîãî — ïîòåíöèàëüíàÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ, íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî
çàäàíî â ãîòîâîì, ñôîðìèðîâàííîì âèäå è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íåêîòîðûé îáúåêò. Èìåííî òàê ïðåäñòàâëÿë ñåáå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî Ã. Êàíòîð. Ïîòåíöèàëüíàÿ æå áåñêîíå÷íîñòü ðàññìàòðè-
âàåòñÿ íå êàê íå÷òî çàâåðøåííîå, à êàê ïðîöåññ, ó êîòîðîãî íåò ïî-
ñëåäíåãî øàãà, êàê ïðîöåññ íåïðåðûâíîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ. Íàì ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìàòåðèàëà âïîëíå äîñòàòî÷íî
ïðåäñòàâëåíèÿ î áåñêîíå÷íîñòè êàê î ìíîæåñòâå, ÷èñëî ýëåìåíòîâ
êîòîðîãî áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà.

Â ïîäðàçäåëå 1.1 ñêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â îáùåì ñëó-
÷àå ìîæåò áûòü çàäàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè — ïðÿìûì ïåðå÷èñëåíèåì
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è îïèñàíèåì ñâîéñòâ åãî ýëåìåíòîâ. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
ïðÿìîå ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ èñêëþ÷åíî, ïîýòîìó çàäàâàòü èõ ìîæ-
íî òîëüêî îïèñàíèåì ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ýëåìåíòîâ äàííî-
ãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð:

A = {x | x > 1, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ òîëüêî íà ñåáÿ è íà åäèíèöó}.

Ñîãëàñíî ýòîé çàïèñè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòûå ÷èñëà. Òàê êàê èõ êîëè÷åñòâî íå îãðàíè÷åíî, òî A — áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî.

Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøåé èíòó-
èöèåé è ïðèîáðåòåííûì îïûòîì. Íàïðèìåð, íàì êàæåòñÿ ñîâåðøåí-
íî î÷åâèäíûì, ÷òî âñÿêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà À
íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâó A. Â ñëó÷àå ñîìíåíèé ìîæíî
ïîñòàâèòü «ýêñïåðèìåíò» — âçÿòü ìíîæåñòâî À, äëÿ êàæäîãî åãî ïîä-
ìíîæåñòâà íàéòè êàðäèíàëüíîå ÷èñëî è ñðàâíèòü åãî ñ ÷èñëîì A .
Åñëè íå îáíàðóæèòñÿ íè îäíîãî ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà ñðàâíèâàåìûõ êàð-
äèíàëüíûõ ÷èñåë, òî ìû ïîëó÷èì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå
òîãî, ÷òî ñðåäè ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà A íåò íè îäíîãî
ýêâèâàëåíòíîãî åìó ïîäìíîæåñòâà.

Èíîå äåëî, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâàì. Íè-
êàêîãî ýêñïåðèìåíòà çäåñü ïîñòàâèòü íå óäàñòñÿ. Ïðè èçó÷åíèè áåñ-
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàøèì èíñòðóìåíòîì ìîãóò ñëóæèòü òîëüêî
ëîãè÷åñêè ïðàâèëüíûå ðàññóæäåíèÿ, è åñëè ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàññóæ-
äåíèé ïðèäóò â ïðîòèâîðå÷èå ñî çäðàâûì ñìûñëîì, òî íàì ïðèäåòñÿ
âûïîëíèòü îïðåäåëåííóþ ïñèõîëîãè÷åñêóþ ðàáîòó, ïðèíèìàÿ èñòèí-
íûì òî, ÷òî èíòóèòèâíî êàæåòñÿ ëîæíûì.

1.11. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Â ñëó÷àå ñðàâíåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B äîñòàòî÷íî çíàòü
èõ êàðäèíàëüíûå ÷èñëà. Åñëè êàðäèíàëüíûå ÷èñëà íàéòè íå óäàåòñÿ,
òî ìîæíî âûÿñíèòü, íåò ëè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è B âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Íàïðèìåð, êàêîå ìíîæåñòâî áîëü-
øå — ìíîæåñòâî A êðåñåë â çàëå òåàòðà èëè ìíîæåñòâî B çðèòåëåé
â ýòîì çàëå? Â äàííîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü ÷èñëà A

è B . Åñëè âñå êðåñëà çàíÿòû, â ïðîõîäàõ íåò íè îäíîãî çðèòåëÿ
è êàæäîå êðåñëî çàíèìàåò ëèøü îäèí çðèòåëü, òî ÿñíî, ÷òî ìåæäó
ìíîæåñòâàìè A è B ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
à ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî = ,A B  ò.å.  ìíîæåñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû.

Òàê êàê ïîíÿòèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè çàäàííûå ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûìè,
òî Ã. Êàíòîð ïðåäëîæèë ðàñïðîñòðàíèòü ýòî ïîíÿòèå è íà áåñêîíå÷-
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íûå ìíîæåñòâà: åñëè íàéäåòñÿ ñïîñîá ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó ýëåìåí-
òó áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé ýëå-
ìåíò áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà B è êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà B
ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
A, òî áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Åñëè
æå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A
è B íå óñòàíîâëåíî, òî íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà
ýêâèâàëåíòíû. Íàïðèìåð, ïóñòü A — ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, äåëÿùèõñÿ áåç îñòàòêà íà 50, B — ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýêâèâàëåíòíû ëè ýòè ìíîæåñòâà?

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâà A è B â âèäå (íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî 0
íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì):

À = {50, 100, 150, 200, 250, …}; Â = {2, 4, 6, 8, 10, …}.
Èç ýòèõ çàïèñåé âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòàâëÿåò ÷àñòü ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà B, ò.å. ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâîì: ⊂ .A B

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B çàïèñàòü â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ óñòàíàâëèâàåòñÿ
î÷åíü ëåãêî, òàê êàê ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè õîðîøî ïðîñìàòðèâàåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:

=

=

K

b b b b b

K

{50, 100, 150, 200, 250, };

{2, 4, 6, 8, 10, }.

A

B

Ýëåìåíòó 2 ∈  B ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò 50 ∈  A, ýëåìåíòó 4 ∈  B ñîîò-
âåòñòâóåò ýëåìåíò 100 ∈  A, ýëåìåíòó 6 ∈  B ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò
150 ∈  A è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû. Ãîâîðÿ
ÿçûêîì êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðîâíî ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ áåç îñòàòêà íà 50. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå «÷àñòü ìåíüøå öåëîãî», ñïðàâåäëèâîå äëÿ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïåðåñòàåò áûòü
áåçóñëîâíî âåðíûì.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà. Àíàëîãè÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó Ã. Êàíòîð
ïðåäëîæèë è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ââåäÿ ïîíÿòèå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà. Ïðåäñòàâëåíèå î ñîäåðæàíèè ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Äâà áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâà A è B
èìåþò îäíó è òó æå ìîùíîñòü, åñëè ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ñóùåñòâó-
åò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî è ìîùíîñòü — îäíî è òî æå.

Ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà.

Ïð è ìå ð 1. ßâëÿþòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíûìè ìíîæåñòâî A ïðîñòûõ
÷èñåë è ìíîæåñòâî B íå÷åòíûõ ÷èñåë?
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Çàïèøåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïðîñòûå ÷èñëà è êàæäîìó èç íèõ
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà B ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

=

=

K

b b b b b b b

K

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, };

{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, },

A

B

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå è, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íûå
ìíîæåñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû.

Ïð è ì åð 2. Ïóñòü äàíî: N = {x | x — íàòóðàëüíîå  ÷èñëî};
M = {x | x > 8, x — íàòóðàëüíîå  ÷èñëî}.
ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûìè?
Â ìíîæåñòâå M îòñóòñòâóþò ñåìü ýëåìåíòîâ, êîòîðûå åñòü â ìíî-

æåñòâå N. Îñòàëüíûå ÷èñëà 8, 9, 10, 11, … ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè îáî-
èõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, M ⊂  N. ×òîáû âûÿñíèòü, ýêâèâàëåíòíû
ëè ýòè ìíîæåñòâà, çàïèøåì èõ ýëåìåíòû îäèí ïîä äðóãèì:

=

=

K

b b b b b

K

{1, 2, 3, 4, 5, };

{8, 9, 10, 11, 12, }.

N

M

Ìåæäó ýëåìåíòàìè õîðîøî ïðîñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, ò.å.
ýêâèâàëåíòíû.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I ,N M  ãäå M è N —
ìíîæåñòâà, óêàçàííûå â ïðèìåðå 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî IN M  îáðàçóþò òå ÷èñëà ìíîæåñòâà N,
êîòîðûå îòñóòñòâóþò â ìíîæåñòâå M, ò.å.

=I {1,2,3,4,5,6,7}.N M

Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I ,A B  åñëè
(ßØÎ) A = {x | x = 0, 1, 2, 3, 4, …}, B = {x | x = 1, 2, 3, 4, 5, …};
(3ÀÌ) A = {x | x > 28, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî}, B = {x | x ≥ 30,

x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî};
(ÒÎÍ) A = {x | x = n

2, n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî}, B = {x | x — íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, x > 9}.

2. (ÊÈË) Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ,A BI  åñëè
A = {x | x > 10, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî}, B = {x | x ≤ 14, x —

íàòóðàëüíîå ÷èñëî}.
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3. (236) Óêàæèòå íîìåðà ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íûìè:
1) A = {x | x < 100, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî};
2) B = {x | x < 100, x — öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî};
3) Ñ = {x | 20 < x ≤ 120, x — öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî};
4) D = {x | x = nn, n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî};
5) E = {x | x — ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x2

 +
+ 2x + 1 = (x + 1)2};

6) F = {x | x — ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x2
 = 2x};

7) K = {x | x = n1000, n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n < 1000}.
4. (303) Â óïð. 3 óêàæèòå ìíîæåñòâà, ýêâèâàëåíòíûå ìíîæåñòâó

{1, 2, …, 100}.
5. (723) Óêàæèòå íîìåðà ìíîæåñòâ, ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâó

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñì. óïð. 3):
1) ;A B KU U 3) ;C F KU U 5) ;D E BI U 7) ;F K A DU U I

2) ;B E FU U 4) ;C D FI I 6) ;C D E FI U I 8) .D E CI U

6. (ÎÉÐ) Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A DI  (ñì. óïð. 3).

7. (ÎßÐ) Íàéäèòå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà A EI  (ñì.
óïð. 3).

1.12. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ âñÿêîå áåñêîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè íàéäåòñÿ ñïîñîá ïîêàçàòü, êàê
íóìåðîâàòü åãî ýëåìåíòû.

Ìîùíîñòü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0ℵ , ÷èòà-
åòñÿ: àëåô íóëü (óäàðåíèå íà áóêâó à). Àëåô — ïåðâàÿ áóêâà ôèíè-
êèéñêîãî (äðåâíåñåìèòñêîãî) àëôàâèòà.  Â ïîäðàçä. 1.1 ñêàçàíî, ÷òî
êàðäèíàëüíîå ÷èñëî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ .A  Ýòî
îáîçíà÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Íàïðèìåð, åñëè E — ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî 0.E = ℵ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå òåîðåìû î ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî E. Âûáåðåì ñðåäè åãî ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð, ýëåìåíò e1.
Â ìíîæåñòâå E îñòàíåòñÿ åùå áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì
èç íèõ ýëåìåíò e2. Îñòàíåòñÿ ïî-ïðåæíåìó áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåí-
òîâ. Âûáåðåì ýëåìåíò e3 è ò.ä. äî áåñêîíå÷íîñòè. Âûáðàííûå ýëåìåí-
òû îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî B, ïðè÷åì ýòî ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíî,
ïîñêîëüêó, âûáèðàÿ åãî ýëåìåíòû, ìû òåì ñàìûì èõ íóìåðóåì.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñïðàâåäëèâî:
,B E⊂  ãäå B — ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà ñ÷åòíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû çàïèøåì íàòóðàëüíûé ðÿä è êàæäî-
ìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ýëåìåíòû çàäàííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà K. Îòìåòèì êàêèì-
ëèáî ñïîñîáîì ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T ⊂  K. Î÷åâèäíî,
÷òî îòìå÷åííûå ýëåìåíòû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
æåñòâî T ⊂  K ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.
×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, öåëûå ÷èñëà ðàñïîëîæèì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,− − − − − − −
K

K

Â ýòîé ìàòðèöå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîëîíîê. Íóìåðóÿ åå ýëåìåí-
òû ïî êîëîíêàì ñâåðõó âíèç è ïåðåõîäÿ îò êîëîíêè ê êîëîíêå ñëåâà
íàïðàâî, ìû êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà A è êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà B ñ÷åòíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà B, à îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 5. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
ñ÷åòíî.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî {A, B, …, L}, ãäå A, B, …, L —
ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Íàéäåì èõ îáúåäèíåíèå: .Q A B L= U UKU

Çàïèøåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A, B, …, L îäèí ïîä äðóãèì:

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

{ , , , , };

{ , , , , };

{ , , , , }.

A a a a a

B b b b b

L l l l l

=
=

=

K

K

L L L L L

K

Ïîëó÷èëàñü ìàòðèöà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòðîê è áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì êîëîíîê. Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ïåðâîé êîëîíêè, çàòåì ïðî-
äîëæèì íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ âòîðîé êîëîíêè, òðåòüåé è ò.ä. äî áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ïðè òàêîé íóìåðàöèè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q

ïîëó÷èò ïîðÿäêîâûé íîìåð, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Òåîðåìà 6. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ
A, B, C, … ñ÷åòíî.

Çàïèøåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A, B, C, … â âèäå ìàòðèöû
(ðèñ. 15), ïîñëå ÷åãî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z A B C= U U UK  ïðîíó-
ìåðóåì ìåòîäîì òðåóãîëüíèêà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.15.

 

b2 b3 b4 

‡2 ‡3 ‡4 

c3 c4 c2 

d2 d3 d4 

…} 

… … … … 

A = {a1 

Ç = {b1 

C = {c1 

D = {d1 

…} 

…} 

…} 

Ðèñ. 1.15

Ïðè òàêîì îáõîäå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â íóìåðàöèþ áóäóò âîâëå-
êàòüñÿ ýëåìåíòû âñå íîâûõ è íîâûõ ìíîæåñòâ, è ðàíî èëè ïîçäíî
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Z ïîëó÷èò ñâîé ïîðÿäêîâûé íîìåð, ÷òî
è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 6 ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ñàìîé âïå÷àòëÿþùåé èç âñåõ ðàñ-
ñìîòðåííûõ. Òðóäíî ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî åñëè âçÿòü áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, äîáàâèòü ê íèì áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà B, çàòåì òóäà æå âêëþ÷èòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà C è òàê áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ âñåãî ëèøü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íèñêîëüêî íå èç-
ìåíèòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî åãî  ýëåìåíòîâ óâåëè÷èòü â áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ËÊÑ). Óêàæèòå íîìåðà ìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ ðàâíà

0:ℵ
1) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë;
2) {x | x < 1000, x — öåëîå ÷èñëî};
3) ìíîæåñòâî àòîìîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò Ñîëíöå;
4) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áåç îñòàòêà äåëÿùèõñÿ íà

3 1331 ;
5) {x | x < 101000, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî};
6) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áåç îñòàòêà äåëÿùèõñÿ íà

41441 ;
7) {x | x > 10001000, x — íàòóðàëüíîå ÷èñëî}.
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2. (ÆÀÎ). Óêàæèòå íîìåðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â ïðåäûäóùåì
óïðàæíåíèè.

3. (ÓØÑ). Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ,A B CI I  åñëè ìíîæå-
ñòâà A, B, C ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè è èìåþò âèä A = {1, 2, 3, …};
B = {6, 7, 8, …}; C = {11, 12, 13, …}.

4. (96). Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ,A B CI I  ãäå A, B, C —
ìíîæåñòâà, óêàçàííûå â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.

5. (Å46). Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {x | x — ÷èñëî, áåç îñòàò-
êà äåëÿùååñÿ íà 23, x — ïðîñòîå  ÷èñëî}.

1.13. Íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Åñëè A — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ( ) ,A B A<  ò.å. áóëåàí âñÿêî-
ãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ñîäåðæèò áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì ìíîæå-
ñòâî A, òàê êàê

( ) 2 .A
B A =

Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêæå èìååò ïîäìíîæåñòâà, è ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ìîùíîñòè åãî áóëåàíà. Ïóñòü äàíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
E. ×òîáû íàéòè âñå åãî ïîäìíîæåñòâà, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà E äâîè÷íûé ðàçðÿä. Òîãäà âñÿêîìó
ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà E áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äâîè÷íîå ÷èñëî áåñ-
êîíå÷íîé äëèíû. Ïóñòü åäèíèöà â çàïèñè äâîè÷íîãî ÷èñëà îáîçíà÷à-
åò âõîæäåíèå â ïîäìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà e ∈  E,
à íóëü ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â ïîäìíîæåñòâî
íå âõîäèò. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ìîùíîñòü áóëåàíà B(E), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷-
íûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íîé äëèíû, ïðåäñòàâèòñÿ êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì

0
1( ) 2 .B E ℵ= ℵ =

Òåîðåìà 1. Ìîùíîñòü áóëåàíà áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E ïðåâû-
øàåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà E. (Äîêàçàòåëüñòâî  ìîæíî íàéòè â [29].)

Åñëè E — ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé òåîðåìå

( ) ,B E E>

ò.å. 1 0.ℵ > ℵ
Ìíîæåñòâî B(E) íåñ÷åòíî, è åãî ìîùíîñòü ðàâíà ìîùíîñòè êîí-

òèíóóìà (ëàò. continuum — íåïðåðûâíîå). Ïðèìåðîì êîíòèíóóìà
ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà.

Íåñ÷åòíûì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x,
ãäå 0 ≤ x < 1. (Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ
âñÿêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.)  Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñíà÷àëà äîïóñ-
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òèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü.  Çàïèøåì  îäíà
ïîä äðóãîé áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè:

31 2 4

31 2 4

31 2 4

31 2 4

0,

0,

0,

0,

aa a a

bb b b

cc c c

dd d d

K

K

K

K

KKKKKKKKKKKKK

Ïîëó÷èëè ìàòðèöó, ñîäåðæàùóþ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñòðîê, â êàæ-
äîé èç êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äåñÿòè÷íûõ öèôð. (Äëÿ ñòðîãîñòè
èçëîæåíèÿ äåñÿòè÷íûå öèôðû ñëåäîâàëî áû çàìåíèòü ñèìâîëàìè
Êåíèãà [29, ñ. 48], îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîæåðòâóåì ýòîé ñòðîãî-
ñòüþ.) Äîïóñòèì, ÷òî â ìàòðèöå íåò íè îäíîé ïàðû ðàâíûõ ìåæäó
ñîáîé ÷èñåë. Âñå ëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îêàæóòñÿ â ìàòðèöå? Íåò,
íå âñå. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âîñïîëüçóåìñÿ äèàãîíàëüíûì ìåòî-
äîì, ðàçðàáîòàííûì Ã. Êàíòîðîì, è íàéäåì ÷èñëî, êîòîðîå îòñóòñòâó-
åò â ìàòðèöå, ò.å. îêàçàëîñü íå çàíóìåðîâàííûì. Ñóòü ìåòîäà Ã. Êàí-
òîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè â ïåðâîì ÷èñëå ïåðâàÿ ïîñëå çàïÿòîé
öèôðà (öèôðà a1) íå ðàâíà, íàïðèìåð, 3, òî â èñêîìîå ÷èñëî ïîñëå
çàïÿòîé çàïèñûâàåì öèôðó 3. Åñëè æå a1 = 3, òî çàïèñûâàåì, äîïóñ-
òèì, 2. Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ÷èñëó ìàòðèöû. Åñëè b2 ≠ 3, òî çàïèñû-
âàåì íà âòîðîì ìåñòå èñêîìîãî ÷èñëà öèôðó 3. Åñëè b2 = 3, òî çàïèñû-
âàåì 2, è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî
÷èñëà ïåðâîé öèôðîé (ïîñëå çàïÿòîé), îò âòîðîãî — âòîðîé öèôðîé,
îò òðåòüåãî — òðåòüåé è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ÷èñëî îòñóò-
ñòâóåò â ñïèñêå, íî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
èíòåðâàëà 0 ≤ x < 1.

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, îòñóòñòâóþùèì
â ñïèñêå. Äîñòàòî÷íî âìåñòî öèôð 3 è 2 âçÿòü äðóãèå, è ìû ïîëó÷èì
åùå îäíî ÷èñëî.

Áóëåàí B(E) è ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èíòåðâàëà
0 ≤ x < 1 ýêâèâàëåíòíû. Îíè ÿâëÿþòñÿ íåñ÷åòíûìè è îáà õàðàêòåðè-
çóþòñÿ êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì 1ℵ . Òàêèå ìíîæåñòâà óñëîâèìñÿ íàçû-
âàòü 1ℵ -ìíîæåñòâàìè.

Ìîùíîñòü êîíòèíóóìà — íå ñàìàÿ áîëüøàÿ ìîùíîñòü ñðåäè áåñ-
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âîñïîëüçóåìñÿ äâîè÷-
íûìè ÷èñëàìè òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó 1ℵ -ìíîæåñòâà äâîè÷íûé ðàçðÿä.
Åñëè åäèíèöà îáîçíà÷àåò âõîæäåíèå ýëåìåíòà â ïîäìíîæåñòâî,
à íóëü — îòñóòñòâèå â ïîäìíîæåñòâå äàííîãî ýëåìåíòà, òî êàæäîìó
äâîè÷íîìó ÷èñëó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
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1ℵ -ìíîæåñòâà. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îáî-
çíà÷èì áóêâîé 2ℵ :

1
2 2 ,ℵℵ =

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòü áóëåàíà 1ℵ -ìíîæåñòâà (ò.å. ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ 1ℵ -ìíîæåñòâà) ïðåâûøàåò ìîùíîñòü

1ℵ -ìíîæåñòâà: 2ℵ  > 1ℵ .
Òî÷íî òàê æå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

3 4 12
4 53 2 , 2 , 2 , , 2 , ,n

n
ℵ ℵ ℵ −ℵℵ = ℵ = ℵ = ℵ =K K

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ñ íàèáîëüøåé ìîùíîñòüþ íå ñóùå-
ñòâóåò.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíó òåîðåìó î íåñ÷åòíûõ ìíî-
æåñòâàõ.

Òåîðåìà 2. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà è ñ÷åò-
íîãî ìíîæåñòâà èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÂÓÊ). Êàêèå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàðäèíàëüíûìè ÷èñëàìè
íåñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ:

1) 02 ;ℵ 3) 0680 ;ℵ 5) 200
1 ;ℵ 7) ( ) 02002 ;

ℵ

2) 2
1;ℵ 4) 200

0 ;ℵ 6) 0
0 ;ℵℵ 8) 3

0 ?ℵ
2. (178). Óêàæèòå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà:
1) îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî è íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâ;
2) îáúåäèíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñ÷åòíî;
3) ðàçíîñòü íåñ÷åòíîãî è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâ;
4) A − B, ãäå A è B — íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà;
5) ,A BU  ãäå A — ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, B — ìíîæåñòâî ìîùíîñòè

êîíòèíóóìà;
6) A − B, ãäå A — íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, B — ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî;
7) A − B, ãäå 1 0, .A B= ℵ = ℵ
3. (279). Óêàæèòå íîìåðà ìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ ïðåâû-

øàåò 3ℵ :
1) ,A BU  ãäå 3 0; ;A B= ℵ = ℵ
2) ,A BU  ãäå 5 8; ;A B= ℵ = ℵ
3) A − B, ãäå 6 4; ;A B= ℵ = ℵ
4) ,A B CU U  ãäå 0; 2 ; 2 ;A B

A B C= ℵ = =

5) ,A B CU U  ãäå 1; 2 ; 2 ;A B
A B C= ℵ = =

6) (A − B)U C, ãäå 2; 2 ;A
A B C= = ℵ =

7) ,A B CU U  ãäå 2
2; 2 .

B

A B C= = ℵ =
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1.14. Ãèïîòåçà  êîíòèíóóìà

Â 1878 ã. Ã. Êàíòîð âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñÿêîå
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî, ëèáî
íåñ÷åòíî (ò.å. ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).
Îñòàâèì â ñòîðîíå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òîãäà ïî Ã. Êàíòîðó âñÿêîå
áåñêîíå÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò ëèáî ñ÷åòíîìó ìíîæå-
ñòâó N, ëèáî íåñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó M ñ êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì

0
1 2 2 .N

M ℵ= ℵ = =
Íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî M ñ áîëüøåé ìîùíîñòüþ ïîëó÷åíî ïî àíà-

ëîãèè ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ïóòåì íàõîæäåíèÿ áóëåàíà ñ÷åòíî-
ãî ìíîæåñòâà N. Î÷åíü óæ íåïîõîæè ñâîéñòâà êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ, ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: âåðíî ëè,
÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà åñòü
ïåðâàÿ ìîùíîñòü, ïðåâîñõîäÿùàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë? Ýòî è åñòü çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà êîíòèíóóìà.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ôîðìóëèðîâêè, ýòà ãèïîòåçà äåñÿòêè ëåò
îñòàâàëàñü óäèâèòåëüíî íåïîäàòëèâîé, õîòÿ íàä íåé ðàáîòàëè ëó÷-
øèå ìàòåìàòèêè ìèðà. Â 1900 ã. íà âòîðîì Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåñ-
ñå â Ïàðèæå íåìåöêèé ìàòåìàòèê ïðîôåññîð Ãåòòèíãåíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà Äàâèä Ãèëüáåðò (1862–1943) îïóáëèêîâàë îáðàùåíèå
ê ìàòåìàòèêàì ìèðà, â êîòîðîì ñôîðìóëèðîâàë áîëåå äâóõ äåñÿòêîâ
íàèáîëåå âàæíûõ è íå ðåøåííûõ â òî âðåìÿ ïðîáëåì. Â ýòîì ñïèñêå
ïðîáëåìó (ãèïîòåçó) êîíòèíóóìà Ä. Ãèëüáåðò ïîñòàâèë íà ïåðâîå
ìåñòî. Äî 30-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ âñå ïîïûòêè ðåøèòü ïåðâóþ
ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà îêàí÷èâàëèñü íóëåâûì ðåçóëüòàòîì. Ëèøü â
1938 ã. Êóðò Ãåäåëü (1906–1978) — àâñòðèéñêèé ëîãèê è ìàòåìà-
òèê — ïîêàçàë, ÷òî êîíòèíóóì ãèïîòåçà íå ìîæåò áûòü îïðîâåðãíóòà
òðàäèöèîííûìè ñðåäñòâàìè òåîðèè ìíîæåñòâ.

Áîëåå ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èë â 1966 ã. ïðîôåññîð Ñòàí-
ôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ, øòàò Èëëèíîéñ) Ï. Êîýí. Îí äîêàçàë
íåçàâèñèìîñòü ãèïîòåçû êîíòèíóóìà îò äðóãèõ àêñèîì òåîðèè ìíî-
æåñòâ. Ñîãëàñíî åãî âûâîäàì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ïðîìå-
æóòî÷íîå ìíîæåñòâî, íî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åãî íå ñóùåñòâóåò.
Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò âñåì îñòàëüíûì àêñèîìàì òåî-
ðèè ìíîæåñòâ. Çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ ïÿòûì ïîñòóëàòîì
î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Åãî ìîæíî ïðèíÿòü, ìîæíî è îòâåðãíóòü.
Â ëþáîì ñëó÷àå îí íå ïðîòèâîðå÷èò âñåì îñòàëüíûì àêñèîìàì ãåî-
ìåòðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå ìàòåìàòèêè îäèíàêîâî ôîðìóëèðó-
þò ãèïîòåçó êîíòèíóóìà. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî [29, ñ. 52] ãèïîòåçîé
êîíòèíóóìà íàçûâàþò óòâåðæäåíèå
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( )0
1 2 C

ℵℵ = = ,
ãäå C — ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Èíûìè ñëîâàìè ýòó ãèïîòåçó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ìåæäó ýëåìåíòàìè áóëåàíà ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
è òî÷êàìè íåêîòîðîãî èíòåðâàëà, íàïðèìåð

0 ≤ x < 1,
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

1.15. Òðàíñöåíäåíòíûå  ÷èñëà

Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà äâà íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ êëàññà. Ïåðâûé êëàññ îáðàçóþò àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà,
âòîðîé — òðàíñöåíäåíòíûå. Àëãåáðàè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ ÷èñëà,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

À ÷òî òàêîå òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà? Â [12, ñ. 616] äàåòñÿ òàêîå
îïðåäåëåíèå: «Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà (ëàò. transcendens — âûõîäÿ-
ùèé çà ïðåäåëû) — ÷èñëà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü êîðíÿìè íèêàêîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè; íàïðèìåð,
÷èñëî π = 3,14159…».

Ïîíÿòèå òðàíñöåíäåíòíîãî ÷èñëà â ýòîé öèòàòå ïîÿñíÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ïðèìåðîì — ÷èñëîì π. Â [27, ñ. 1342] ïðèâîäèòñÿ ÷èñëî π
è åùå äâà ïðèìåðà: «Òðàíñöåíäåíòíûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ: ÷èñëî
π = 3,14159…; äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà, íå èçîáðà-
æàåìîãî åäèíèöåé ñ íóëÿìè; ÷èñëî e = 2,71828 è äð.». Ñêëàäûâàåòñÿ
âïå÷àòëåíèå, ÷òî òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåëè-
÷àéøóþ ðåäêîñòü â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî îòíîøåíèþ
ê àëãåáðàè÷åñêèì (èì äàæå èìåíà äàþò!). Íà ñàìîì æå äåëå âñå
íàîáîðîò. Åñëè E — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, R — ìíî-
æåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òî E RI  — ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíò-
íûõ ÷èñåë. Íî ìíîæåñòâî R ñ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî E RI ,
ò.å. ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, íåñ÷åòíî. Ýòî ðàññóæäåíèÿ
Ã. Êàíòîðà. Èìè îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë,
íå ïðèâîäÿ íè îäíîãî èõ ïðèìåðà, ÷òî â ñâîå âðåìÿ (1873 ã.) ïðîèçâå-
ëî íà ìàòåìàòèêîâ ìèðà áîëüøîå âïå÷àòëåíèå.

1.16. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâ òî÷åê
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â èíòåðâà-
ëå 0 ≤ x < 1 íåñ÷åòíî. Òàê êàê ëþáîìó ÷èñëó èç ýòîãî èíòåðâàëà ñîîò-
âåòñòâóåò òî÷êà íà îòðåçêå [0; 1) ÷èñëîâîé îñè, òî ìíîæåñòâî òî÷åê
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îòðåçêà [0; 1) ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â
èíòåðâàëå 0 ≤ x < 1.

Ïóñòü äàíû äâà îòðåçêà AB è CD ðàçëè÷íîé äëèíû. Ýêâèâàëåíò-
íû ëè ìíîæåñòâà èõ òî÷åê? Èíòóèöèÿ íàì ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â îòðåç-
êå äëèíîé, ðàâíîé, íàïðèìåð, îäíîìó ñàíòèìåòðó, ñîäåðæèòñÿ ãîðàç-
äî ìåíüøå òî÷åê ïî ñðàâíåíèþ ñ îòðåçêîì, äîïóñòèì, ìåòðîâîé äëèíû.
Êàíòîð ïðåäëîæèë î÷åíü îñòðîóìíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
ìåæäó òî÷êàìè îòðåçêîâ ðàçëè÷íîé äëèíû ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ðàñïîëîæèì îòðåçêè AB è CD òàê, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 1.16.

Ïðîâåäåì èç òî÷êè O ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþ-
ùóþ îáà îòðåçêà. Ïîëó÷èì òî÷êè a è a′. Åñëè
ñìåñòèòü ïðÿìóþ, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè O,
òî ïîëó÷èì íîâóþ ïàðó òî÷åê b è b′ (íà ðèñ. 1.16
îíè íå ïîêàçàíû). Ïðè ýòîì åñëè òî÷êà b
íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé a, òî íå ñîâïàäàþò è òî÷êè b′ è a′. Òàêèì
ñïîñîáîì ëþáîé òî÷êå îòðåçêà AB ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå òî÷êó îòðåçêà CD è íàîáîðîò: âñÿêîé òî÷êå îòðåçêà CD
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà îòðåçêà AB. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-
ñòâà òî÷åê îòðåçêîâ AB è CD ýêâèâàëåíòíû, à ýòî çíà÷èò, ÷òî (ãîâîðÿ
ÿçûêîì êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ) ÷èñëî òî÷åê íà îòðåçêå, ðàâíîì ðàññòî-
ÿíèþ îò Çåìëè äî Ñîëíöà, òî÷íî òàêîå æå, ÷òî è íà îòðåçêå, ðàâíîì,
íàïðèìåð, ðàäèóñó àòîìíîãî ÿäðà. Ïîäîáíûì îáðàçîì Ã. Êàíòîð äî-
êàçàë, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê êîíå÷íîãî îòðåçêà AB è ìíîæåñòâî òî÷åê
âñåé ÷èñëîâîé îñè ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ã. Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå óäèâèòåëü-
íûì. Îí äîêàçàë, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà ýêâèâàëåíòíî ìíîæå-
ñòâó òî÷åê êâàäðàòà, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà ýòîìó îòðåçêó. Âîîá-
ùå-òî Ã. Êàíòîð èñêàë äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
òî÷åê êâàäðàòà íå ýêâèâàëåíòíà ìíîæåñòâó òî÷åê îòðåçêà, è êîãäà
íàøåë äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ, òî áûë
íàñòîëüêî èçóìëåí ñâîèì îòêðûòèåì, ÷òî â ïèñüìå ìàòåìàòèêó
Ð. Äåäåêèíäó ïèñàë: «ß âèæó ýòî, íî íå âåðþ ýòîìó».

Ïðèíöèï äîêàçàòåëüñòâà Ã. Êàíòîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðî-
âåäåì îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x è y è îòëîæèì íà îáåèõ êîîðäèíà-
òàõ îòðåçêè [0; 1). Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà êâàäðàòà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè:

1 2 3 4

1 2 3 4

0, ...;

0, ...
A

A

x a a a a

y b b b b

=
=

Îáðàçóåì íà èõ îñíîâå íîâóþ äðîáü, âñòàâèâ öèôðû ÷èñëà yA ìåæäó
öèôðàìè ÷èñëà xA: 1 1 2 2 3 3 4 40, ...AV a b a b a b a b=

 

ë 

Ä 

é 

Ç ‡ 

a′ D 

Ðèñ. 1.16
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Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî VA ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0; 1).
Ðàññìîòðåííûì ñïîñîáîì êàæäîé òî÷êå êâàäðàòà ìîæíî ïîñòà-

âèòü â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííóþ òî÷êó îòðåçêà [0; 1).
Åñëè æå âçÿòü êàêóþ-íèáóäü òî÷êó îòðåçêà, òî, ïðåäñòàâèâ ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ åé äåñÿòè÷íóþ äðîáü â âèäå ÷èñåë xA è yA, ìû íàéäåì
òî÷êó êâàäðàòà, íàõîäÿùóþñÿ â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàí-
íîé òî÷êîé îòðåçêà.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0; 1) ýêâèâàëåíòíî ìíî-
æåñòâó òî÷åê êâàäðàòà, ñòîðîíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì îò-
ðåçêîì.

Ïîëüçóÿñü ïðèåìîì Ã. Êàíòîðà, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñëåäóþùåì:
à) ìíîæåñòâî òî÷åê ëþáîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà ýêâèâàëåíòíî ìíî-

æåñòâó òî÷åê êóáà, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî äàííîìó îòðåçêó. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ê ÷èñëàì xA è yA äîáàâèòü ÷èñëî zA (òðå-
òüÿ êîîðäèíàòà) è òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòà, íàéòè ÷èñëî VA,
ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [0; 1). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëè-
âî è äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, è âîîáùå n-ìåðíîãî;

á) ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà äëèíîé â 1 ìèêðîí ýêâèâàëåíòíî ìíî-
æåñòâó òî÷åê êóáà, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò Çåìëè
äî Ïîëÿðíîé çâåçäû (ñíà÷àëà ìíîæåñòâî òî÷åê ìèêðîííîãî îòðåçêà
îòîáðàçèì íà ðåáðî êóáà, à ïîñëå ýòîãî — íà âåñü êóá);

â) ìíîæåñòâî òî÷åê ìèêðîííîãî îòðåçêà ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó
òî÷åê íå òîëüêî òðåõìåðíîãî áåñêîíå÷íîãî ìèðîâîãî ïðîñòðàíñòâà
(Âñåëåííîé), íî è ìíîãîìåðíîãî.

Ïîäîáíûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî äîêàçàòü ñêîëüêî óãîäíî.

1.17. ×èñëîâûå  ìíîæåñòâà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü ëþáûå
îáúåêòû, ÷èñëîâûå è íå÷èñëîâûå. Çäåñü æå ìû îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.

Ïðåæäå âñåãî âûäåëèì ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. Ìíî-
æåñòâî R ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå, äåñÿòè÷íûå
è îáûêíîâåííûå äðîáè è âñå öåëûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó ëþáîå öåëîå
÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, åñëè ïðàâåå çàïÿ-
òîé çàïèñûâàòü òîëüêî íóëè.

Ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà R ÿâëÿþòñÿ:
{1,2,3, 4,...}N =  — ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

{..., 3, 2, 1,0,1,2,3,...}Z = − − −  — ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;
Q — ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ëàò. rationalis — ðàçóì-

íûé, öåëåñîîáðàçíûé, îáîñíîâàííûé). Â íåãî âõîäÿò âñå ïåðèîäè÷å-
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ñêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê îòíîøåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë m/n, ãäå n ≠ 0.

Âñå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàöèîíàëüíûìè, íàçûâàþòñÿ èððàöè-
îíàëüíûìè (ëàò. irrationalis — íåðàçóìíûé), íàïðèìåð

3 3 1 3, 31, ln17, ,e eπ
è òàê äàëåå, ïîñêîëüêó íè îäíî èç íèõ íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè, ó êîòîðîé è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü —
öåëûå ÷èñëà, ïîëîæèòåëüíûå èëè îòðèöàòåëüíûå.

Ãåîìåòðè÷åñêè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü òî÷-
êàìè ÷èñëîâîé îñè, åñëè âûáðàòü åäèíèöó ìàñøòàáà. Ðàññòàâèì íà
÷èñëîâîé îñè òî÷êè, íàïðèìåð, òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáû-
ìè ñîñåäíèìè òî÷êàìè áûëî ðàâíî 1 ñàíòèìåòðó. Îäíó òî÷êó ïðèìåì
çà íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòî òî÷êà íîìåð 0. Ïðîíóìåðóåì òî÷êè ñïðàâà
îò íóëÿ. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî N. Ïðîíóìåðóåì òî÷êè ñëåâà îò íóëÿ.
Ýòî áóäóò òå æå íîìåðà, íî ñî çíàêàìè ìèíóñ, òî åñòü ïîëó÷èì îòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà. Âñå íîìåðà, ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå, âìå-
ñòå ñ ÷èñëîì 0 îáðàçóþò ìíîæåñòâî Z. Îñòàëüíûì òî÷êàì ÷èñëîâîé
îñè ñîîòâåòñòâóþò äåñÿòè÷íûå äðîáè, ó êîòîðûõ ñïðàâà îò çàïÿòîé
èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà öèôðà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Ïðè òàêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì R è ìíîæåñòâîì âñåõ òî÷åê ÷èñëîâîé
îñè.

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå òèïû ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâ:

à) ìíîæåñòâî Õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
,a x b≤ ≤  ãäå x ∈ R,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çàêðûòûì èíòåðâàëîì (ñåãìåíòîì, îòðåçêîì)
è îáîçíà÷àåòñÿ [à, b], ãäå à è b — ãðàíèöû îòðåçêà, êâàäðàòíûå ñêîá-
êè ãîâîðÿò î òîì, ÷òî à, b ∈ Õ;

á) ìíîæåñòâî Õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
,a x b≤ <

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëóèíòåðâàëîì (ïîëóîòêðûòûì èíòåðâàëîì)
è îáîçíà÷àåòñÿ [à, b), êðóãëàÿ ñêîáêà ãîâîðèò î òîì, ÷òî b ∉ Õ;

â) ìíîæåñòâî Õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
,a x b< ≤

òàêæå ïîëóèíòåðâàë, îáîçíà÷àåòñÿ (à, b], ãäå êðóãëàÿ ñêîáêà ãîâîðèò
î òîì, ÷òî à ∉  Õ;

ã) ìíîæåñòâî Õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
,a x b< <

÷òî îáîçíà÷àåò îòêðûòûé èíòåðâàë.
Êðîìå ýòèõ ÷åòûðåõ òèïîâ ìíîæåñòâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îãðà-

íè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü ìíîæåñòâî
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À ⊂  R çàäàíî îòðåçêîì [à, b] íà ÷èñëîâîé îñè. Âûáåðåì íà òîé æå îñè,
íî âíå ýòîãî îòðåçêà òî÷êó ñ. Åñëè b ≤ ñ, òî ÷èñëî ñ íàçûâàåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà À. Åñëè ñ ≤ à, òî ÷èñëî ñ íàçûâàåòñÿ íèæíåé
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà À. Î÷åâèäíî, ÷òî îáå ãðàíèöû îïðåäåëåíû
íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè ââåäåíû ïîíÿòèÿ òî÷-
íîé âåðõíåé ãðàíèöû è òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû.

Íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà À íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ sup A, ÷èòàåòñÿ: ñóïðåìóì
À (ëàò. supremus — âûñøèé). Íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíèö ìíî-
æåñòâà À íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ infA,
÷èòàåòñÿ: èíôèìóì À (ëàò. infimum — íàèíèçøåå).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ äîïîëíèì
R çíàêàìè ∞, +∞, −∞.

Åñëè ìíîæåñòâî À íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïîëàãàþò
sup A = +∞.

Åñëè æå îíî íå îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ïðèíèìàþò
inf A = −∞.

Ñèìâîë ∞ (áåç çíàêîâ) èñïîëüçóþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæå-
ñòâî íå îãðàíè÷åíî íè ñâåðõó, íè ñíèçó.

Ñ ñèìâîëàìè ∞, +∞, −∞ íåëüçÿ îáðàùàòüñÿ êàê ñ ÷èñëàìè. Àðèô-
ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íèìè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè (à ∈  R):

( ) ;a ± +∞ = ±∞ ( ) ;a + −∞ = −∞ ( ) ;a − +∞ = −∞
( )a ⋅ +∞ = + ∞  ïðè à >0; ( ) ( ) ;+∞ + +∞ = +∞ ( ) ( ) ;−∞ + −∞ = −∞
( )a ⋅ −∞ = +∞ ïðè à <0; ( )a ⋅ −∞ = −∞ ïðè à >0;
( )a ⋅ +∞ = −∞ ïðè à <0;

( ) ( ) ;+∞ ⋅ +∞ = +∞ ( ) ( ) ;−∞ ⋅ +∞ = −∞ ( ) ( ) ;−∞ ⋅ −∞ = +∞
;a∞ = ∞ ;∞ ⋅ ∞ = ∞ ( ) ( ) 0.a a+∞ = −∞ =

Îïåðàöèè ( ) ( ); ( ) ( ) ; 0 ( )±∞ − ±∞ ±∞ ±∞ ⋅ ±∞  íå îïðåäåëåíû.
Ñèìâîëàìè +∞ è −∞ îáîçíà÷àþò íåîãðàíè÷åííûå ïðîìåæóòêè.

Åñëè õ ∈  R, òî
[à, +∞) = {õ | õ ≥ à}; (à, +∞) = {õ | õ > à}; (−∞, à] = {õ | õ ≤ à};
(−∞, à) = {õ | õ < à}; (−∞, +∞) = R.

Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ âûðàæåíèé:
à) (ÈÀÔ) 1) N ⊂  Q, 2) π/2 ∈  R, 3) 2π ∈  Q, 4) 0,333… ∈  Q,

5) 2 ,Z N− ∈ I 6) 1 3 ,R Q∈ I 7) ,R Z Q N= U U 8) ;R Q Z Q= U U

á) (ÀÊÊ) 1) N ⊂  Z, 2) −4 ∈  Q, 3) lg100 ∈  N, 4) 4 ,N Z∈ I

5) 0,81 ,Q Z∈ I 6) 14 ,Z N∈ I 7) ,R N Z N= U U 8) 0 ;Z N∈ I
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â) (ÏÀÒ) 1) 4 ,R Qπ ∈ I 2) 0 ⊂  N, 3) 3,14 ,Q R∈ I 4) 0 ∈  Q,
5) 0 ,R∈ 6) ,R N N=I 7) Q ⊂  R, 8) Z ⊂  R.

2. (ÍÓÌ). Óêàæèòå  âåðíûå  ðàâåíñòâà:
1) 2( ) ;−∞ = +∞ 4) 3 2( ) ( ) ;−∞ − −∞ = ∞ 7) 0 ( ) ( ) 0;⋅ −∞ ⋅ +∞ =
2) 2( ) ( ) ;−∞ + +∞ = −∞ 5) 3 2 ;⋅ ∞ − ∞ = ⋅ ∞ 8) 3 2( ) ( ) ;+∞ ⋅ −∞ = +∞
3) 2 3( ) ( ) ;−∞ − −∞ = ∞ 6) ( ) ( 2) ;−∞ − = +∞ 9) 3 2( ) ( ) .+∞ −∞ = +∞

1.18. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ
2 2 5 0.x x− + =

Äèñêðèìèíàíò åãî îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê èçâåñòíî èç
øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, òî åñòü
íå íàéäåòñÿ íè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêè åãî âìåñòî ïåðåìåííîé õ îáðàòèëî áû ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ â íóëü. Åñëè âñå æå íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ ïî èçâåñòíûì
ïðàâèëàì, òî ïîëó÷èì:

1 21 2 1; 1 2 1.x x= + − = − −
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûðàæåíèÿ õ1 è õ2 òàêæå ÿâëÿþò-

ñÿ êîðíÿìè çàäàííîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü
èõ âìåñòî õ è âûïîëíèòü íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîâåðèì,
íàïðèìåð, ïåðâûé êîðåíü:

( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 5 1 4 1 4 2 4 1 5 0.+ − − + − + = + − − − − − + =

Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè âìåñòî õ ïîäñòàâèòü âòîðîé
êîðåíü.

Êàêîå áû ìû íè âçÿëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ îòðèöàòåëüíûì
äèñêðèìèíàíòîì, âñåãäà áóäóò ïîëó÷àòüñÿ êîðíè â âèäå

1 21, 1,x a b x a b= + − = − −
ãäå à è b — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, ôèëîñîô è âðà÷ Äæåðîëàìî Êàðäàíî

(1506–1576) â 1545 ã. ïðåäëîæèë âûðàæåíèÿ âèäà 1a b+ −  è 1a b− −
ñ÷èòàòü ÷èñëàìè íîâîé ïðèðîäû è ïðîèçâîäèòü äåéñòâèÿ íàä íèìè
ïî ïðàâèëàì îáû÷íîé àëãåáðû. Îí íàçûâàë èõ «÷èñòî îòðèöàòåëü-
íûìè», «ñîôèñòè÷åñêè îòðèöàòåëüíûìè», íå âèäåë èì ïðèìåíåíèÿ
è ñ÷èòàë èõ áåñïîëåçíûìè, ïîñêîëüêó ïî åãî ïðåäñòàâëåíèÿì îíè íå
ãîäèëèñü íè äëÿ êàêèõ èçìåðåíèé. Â 1637 ã. ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê
è ôèëîñîô Ð. Äåêàðò ââåë äëÿ íèõ ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå: ìíèìûå
÷èñëà. Â 1777 ã. Ë. Ýéëåð ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ áóêâó
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ôðàíöóçñêîãî ñëîâà imaginaire (ìíèìûé) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷èñëà 1−
(ìíèìàÿ åäèíèöà), òî åñòü ïî Ýéëåðó 1.i = −  Áëàãîäàðÿ íåìåöêîìó
ìàòåìàòèêó Ê. Ãàóññó (1777–1855) ñèìâîë i âîøåë âî âñåîáùåå óïîò-
ðåáëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ñðåäå [26, ñ. 145]. È ñ òåõ ïîð ìíèìûå
÷èñëà, ïîëó÷èâøèå â äàëüíåéøåì íàçâàíèå êîìïëåêñíûõ, ñòàëè çà-
ïèñûâàòü  â âèäå à + bi, ãäå à è b — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ýòî àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàçâàíèå «ìíèìûå ÷èñëà» íå î÷åíü óäà÷íî,
òàê êàê ñëîâî «ìíèìûé» îáîçíà÷àåò «âîîáðàæàåìûé, êàæóùèéñÿ».
Ïðèìåíèòåëüíî ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì òàêîå òîëêîâàíèå ñëîâà «ìíè-
ìûé» ìîæåò âûçâàòü ñîìíåíèå â èõ ñóùåñòâîâàíèè [11, ñ. 10]. Íà ñàìîì
æå äåëå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íå ìåíåå ðåàëüíûìè, ÷åì äåé-
ñòâèòåëüíûå. Îäíàêî òåðìèí «ìíèìûå ÷èñëà» ïðèæèëñÿ, äàâíî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, è íàì íè÷åãî íå îñòàåòñÿ,
êàê ïðèíÿòü ê ñâåäåíèþ, ÷òî ñëîâî «ìíèìûé» â ìàòåìàòèêå îáîçíà÷à-
åò êâàäðàòíûé êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, à íå «âîîáðàæàåìûé,
êàæóùèéñÿ».

×èñëî à íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
ñ = à + bi  è îáîçíà÷àåòñÿ Re c. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ
è îáîçíà÷àåòñÿ Im c.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
20 ; 0 ; 1 ; ( 1) ; 1.a i a b i b i i i i i i i i+ ⋅ = + ⋅ = ⋅ ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = = −

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ñ1 = à1 + b1i è ñ2 = à2 + b2i íàçûâàþòñÿ
ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à1 = à2 è b1 = b2. Åñëè õîòÿ áû
îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ÷èñëà íàçûâàþòñÿ íåðàâíû-
ìè. Âûðàæåíèÿ ñ1 ≥ ñ2 è ñ1 ≤ ñ2 íå èìåþò ñìûñëà, òî åñòü ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì.

Åñëè ÷èñëà ñ1 è ñ2 îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè,
òî îíè íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè. Íàïðèìåð, 3 + 5i
è 3 − 5i. Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,
äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà. Åñëè ñ — êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì Ò .

Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ; ( ) ( ) .c c a a b b i c c a a b b i+ = + + + − = − + −

Ïð è ìåð 1. Åñëè ñ1 = 3 + 6i è ñ2 = 6 + 4i, òî ñ1 + ñ2 = 9 + 10i.

Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ  ïî  îáû÷íîìó ïðà-
âèëó óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îáÿçàòåëüíîé çàìåíîé i2 ÷èñëîì −1:

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) .c c a a b b a b a b i= − + +
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Ïð è ìåð 2. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èç ïðåäû-
äóùåãî ïðèìåðà.

1 2 (3 6 )(6 4 ) 18 12 36 24 6 48 .c c i i i i i= + + = + + − = − +
Åñëè ñîìíîæèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà,

òî èõ ïðîèçâåäåíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íàéäåì ïðîèçâåäåíèå  ÷èñåë ñ = à + bi è Ò a bi= − :

2 2 2 2( )( ) .cÒ a bi a bi a abi abi b a b= + − = − + + = +
×òîáû íàéòè ÷àñòíîå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ1 è ñ2, äîñòàòî÷íî íàé-

òè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî 2Ò  (äëÿ çíàìåíàòåëÿ), óìíîæèòü
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2Ò  è âûäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíè-
ìóþ ÷àñòè.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè ñ1/ñ2, ãäå ñ1 = −2 + 5i, ñ2 = 4 + 6i.

1

2

2 5 ( 2 5 )(4 6 ) 8 12 20 30 22 32 11 8
.

4 6 (4 6 )(4 6 ) 16 36 52 26 13

Ò i i i i i i
i

Ò i i i

− + − + − − + + + += = = = = +
+ + − +

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîãóò èìåòü íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, íî è ãåîìåòðè÷åñêîå. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èçîáðàæàþò-
ñÿ òî÷êàìè íà ÷èñëîâîé îñè. Íî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñîñòîÿò èç äâóõ
÷àñòåé, ïîýòîìó äëÿ èõ èçîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî äâå îñè, òîãäà êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà áóäóò èçîáðàæàòüñÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè. Âïåðâûå
ýòà èäåÿ ïîÿâèëàñü áîëåå 200 ëåò íàçàä â òðóäàõ äàò÷àíèíà Ã. Âåññå-
ëÿ, ôðàíöóçà Æ. Àðãàíà è íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà  Ê. Ãàóññà.

Íà ðèñ. 1.17 áóêâîé õ îáîçíà÷åíà äåéñòâèòåëü-
íàÿ îñü. Íà íåé óêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ äåéñòâè-
òåëüíîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Îñü y íàçû-
âàåòñÿ ìíèìîé. Íà íåé îòìå÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ
ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè è ìíî-
æåñòâîì âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïëîñêîñòü, ãäå èçîáðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâàþò êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.

Åñëè b = 0, òî ñ = à + 0i = a. Ýòî òàêæå êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
íî ïîñêîëüêó åãî ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òî îíî îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ è äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî åñòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà — ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Åñëè à = 0, òî ñ = 0 + bi = bi. Ýòî ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî.
Åñëè à = b = 0, òî ñ = 0. ×èñëî «0» òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì

÷èñëîì.
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Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ñ = à + bi

è Ò a bi= −  èçîáðàæàþòñÿ íà ïëîñêîñòè òî÷êàìè,
ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè
(ðèñ. 1.18).

Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 2 2Ò a b= +  íàçûâàåò-
ñÿ ìîäóëåì èëè àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà ñ. Âåëè÷èíà Ò  ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò

íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè, èçîáðàæàþùåé êîìïëåêñíîå ÷èñëî
(ñì. ðèñ. 1.17).

Êðîìå àëãåáðàè÷åñêîé ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå ôîðìû çàïèñè êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë: òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è ïîêàçàòåëüíàÿ.

Ïóñòü ñ ≠ 0. Óãîë ϕ ìåæäó îñüþ Îõ è âåêòîðîì ÎÌ (ñì. ðèñ. 1.17)
íàçûâàþò àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñ è îáîçíà÷àþò ϕ = Arg c.
Åãî âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàå-
ìîãî, êðàòíîãî 2π. Çíà÷åíèå àðãóìåíòà, íàõîäÿùååñÿ â ïðîìåæóòêå
(−π; π], íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ
àrg c, òî åñòü −π < àrg c ≤ π.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ò = r. Íåïîñðåäñòâåííî èç ðèñ. 1.17 è ïðà-
âèë òðèãîíîìåòðèè ñëåäóåò, ÷òî õ = rcosϕ, ó = r i sinϕ, òî åñòü
ñ = r(cosϕ + i sinϕ). Ýòó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàþò òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà èìååò âèä ñ = rå
iϕ.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ ìîæíî çàïèñûâàòü â òðåõ
âèäàõ:

(cos sin ) .ic a bi r i re ϕ= + = ϕ + ϕ =
Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ïîêàçàòåëüíóþ è òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ

ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íàéäåíà Ë. Ýéëåðîì. Îíà èìååò âèä

cos sin .ie iϕ = ϕ + ϕ

Ï ð è ì å ð 4. Çàïèñàòü ÷èñëî 1 3c i= +  â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ.

Òàê êàê tg 3,ϕ =  òî ϕ = π/3, à 1 3 2,c = + =  ñëåäîâàòåëüíî,

( ) 31 3 2 cos 3 sin 3 2 .i i eπ+ = π + π =

Ïðè óìíîæåíèè è äåëåíèè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàïèñàí-
íûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùóþ òå-
îðåìó.

Òåîðåìà. Ïðè óìíîæåíèè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè
ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñóììèðóþòñÿ. Ïðè äåëåíèè äâóõ êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè äåëÿòñÿ, à àðãóìåíòû âû÷èòàþòñÿ, òî åñòü
åñëè
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( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2cos sin , cos sin ,c r i c r i= ϕ + ϕ = ϕ + ϕ
òî ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ýòèõ ÷èñåë èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåííî:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

cos sin ,

cos sin .

c c r r i

c c r r i

 = ϕ + ϕ + ϕ + ϕ 

 = ϕ − ϕ + ϕ − ϕ 

Èç ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû ñëåäóåò ïðàâèëî âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà â öåëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü:

(cos sin ).n nc r n i n= ϕ + ϕ
Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ íàòóðàëüíûõ n, íî è äëÿ

äðîáåé âèäà n = 1/m (m — íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïå-
ðàöèè èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè m èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïóñòü
äàíî íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî êîðíÿ w
m-é ñòåïåíè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

2 2
cos sin ,mm k k

w c r i
m m

+ π + π = = + 
 

ãäå k = 0, 1, 2, 3, …, m −1. Ïðè k ≥ m çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà áóäóò ïîâòî-
ðÿòüñÿ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî àðãóìåíò ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî m
ðàçëè÷íûõ  çíà÷åíèé.

Ïð è ì åð 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 16w = −  [11, ñ. 32].
Ïîä çíàêîì êîðíÿ çàïèñàíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ = −16 + 0i.

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà Ì ðàñïîëîæåíà
ñëåâà îò íóëÿ íà îñè Îõ ñî çíà÷åíèåì −16. Î÷åâèäíî, ÷òî àðãóìåíò,
òî åñòü óãîë ìåæäó îñüþ Îõ è âåêòîðîì ÎÌ, ðàâåí π. Ìîäóëü ÷èñëà
ñ = −16 + 0 i ðàâåí 16. Íà îñíîâå ýòèõ ñâåäåíèé çàïèøåì ÷èñëî ñ
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

16 0 16(cos sin ).c i i= − + = π + π
Âîçâåäåì åãî â ñòåïåíü 1/4, òî åñòü èçâëå÷åì êîðåíü ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè:

4 4 2 2
16 cos sin ,

4 4
k k

w c i
π + π π+ π = = + 

 
ãäå k = 0, 1, 2, 3. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ k ïîëó÷àåì ÷åòûðå êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñëà w0, w1, w2, w3, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-
òîì èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç ÷èñëà (−16):

eñëè k = 0, òî ( ) ( )0 2 cos 4 sin 4 2 2;w i i = π + π = + 
eñëè k = 1, òî ( ) ( )1 2 cos 3 4 sin 3 4 2 2;w i i = π + π = − + 
eñëè k = 2, òî ( ) ( )2 2 cos 5 4 sin 5 4 2 2;w i i = π + π = − − 
eñëè k = 3, òî ( ) ( )3 2 cos 7 4 sin 7 4 2 2.w i i = π + π = − 
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Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà k íîâûõ êîðíåé íå ïîëó÷èì.
Íàïðèìåð, åñëè k = 4, òî

( ) ( ) ( ) ( )3 02 cos 9 4 sin 9 4 2 cos 4 sin 4 2 2 .w i i i w   = π + π = π + π = + =   
Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü. Âîçâåäåì â ÷åòâåðòóþ ñòå-

ïåíü, íàïðèìåð, êîìïëåêñíîå ÷èñëî w0. Ñíà÷àëà âîçâîäèì â êâàäðàò:

( )22 2 2 4 2 4 .i i+ = + − =
Ðåçóëüòàò ñíîâà âîçâîäèì â êâàäðàò: (4i)2 = −16. Ïîëó÷èëîñü ïîä-

êîðåííîå âûðàæåíèå çàäàííîãî ÷èñëà 16− , ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå

0 2 2w i= +  ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.

Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàïèñàíî â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå,
òî ïðè âîçâåäåíèè åãî â öåëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíûìè èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè ïðàâèëàìè âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ, íàïðèìåð:

( ) ( )2 2 2 3 3 2 2 3( ) 2 ; ( ) 3a bi a b abi a bi a ab a b b i+ = − + + = − −  è ò.ä.

Ïðè ýòîì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæà-
ùèõ ÷èñëî i, âûïîëíÿþòñÿ ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

i4m
 = 1, i4m+1

 = i, i4m+2
 = −1, i4m+3

 = −i.

Ïðè ìåð 6. Çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå ÷èñëî 
82 37

44 51

3
.

2

i i
Ò

i i

+=
−

Òàê êàê 82 2 20 2 37 4 9 1 44 4 11 51 4 11 31, , 1, ,i i i i i i i i i i⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ += = − = = = = = = −  òî

82 37

44 51

3 1 3 ( 1 3 )(1 2 ) ( 1 6) (3 2)
1 .

1 2 1 4 52

i i i i i
Ò i

ii i

+ − + − + − − + + += = = = = +
+ +−

Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â íàòóðàëüíóþ ñòå-
ïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïðåäñòàâëåí-
íûìè â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå, âûïîëíÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïî
ñðàâíåíèþ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìàìè ÷èñåë. Ïóñòü

ñ1 = r1 åiϕ è ñ2 = r2 åiψ,
òîãäà ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ýòèõ ÷èñåë íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

( )( ) ( )
1 2 1 2 1 2 1 2; .i ic c r r e c c r r eϕ+ψ ϕ−ψ= =

Äëÿ âîçâåäåíèÿ â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

( ) .
n

i n inre r eϕ ϕ=
Ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé êîðíÿ íàòóðàëüíîé ñòå-

ïåíè n èìååò âèä
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2

,
i kn ni n nw re r e

ψ π + 
 = =

ãäå k = 0, 1, 2, …, (n − 1).
Íà áàçå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåí îäèí

èç êðàñèâåéøèõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè — òåîðèÿ ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ñóùåñòâóåò
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Â äàííîì ïîäðàçäåëå ýòà òåìà ëèøü ñëåãêà
çàòðîíóòà: ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ
è îá îñíîâíûõ îïåðàöèÿõ íàä íèìè. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëàõ è âîîáùå î ôóíêöèÿõ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíîì ïîñîáèè [16].

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (îòâåò â âèäå à + bi,
íàïðèìåð: −12 + 19i):

à) (ßÃÎ) (2 − 5i) (2 − 5i); á) (ÏÏÍ) 4i (−3 + 2i);
â) (ÎÒÊ) (2 + 2i) (−2 − 2i); ã) (ßÌÛ) (1 + 3i) (2 + 4i);
ä) (ÒÀÓ) (1 + i) (2 − i); å) (ØÈÍ) (−2 − 3i) (2 + 3i).
2. Íàéäèòå ÷àñòíîå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (îòâåò ââîäèòü êàê

â ïðèìåðå 1, îáûêíîâåííóþ äðîáü ñîêðàòèòü, öåëóþ ÷àñòü íå âûäå-
ëÿòü):

à) (ÊÏÄ) (1 − 3i)/(2 + 5i); á) (ÓÒÀ) (1 − 3i)/(1 + i);
â) (ÒÀØ) (2i)/(1 − i); ã) (ÌÛÕ) (2 + 3i)/(4 + i);
ä) (ÂÈÌ) (2 − 3i)/(3 − i); å) (ÑÀÂ) (3 + 6i)/(3i).
3. Óïðîñòèòå (îòâåòû ââîäèòü êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ):

à) (ÔÒÔ) 18 192 3 ;i i− á) (ÀÞÐ) ( ) ( )17 202 3 2 4 ;i i− −

â) (6Í5) ( ) ( )15 57 293 3 2 39 ;i i i+ − ã) (22Å) ( ) ( )16 323 3 ;i i− −

ä) (ØÓÃ) ( )31 7 6 102 3 ;i i i i⋅ − å) (ÞÀÍ) ( )4114 30 63 4 .i i i− + +
4. Âîçâåäèòå â ñòåïåíü (îòâåòû ââîäèòü êàê â ïðåäûäóùèõ ïðè-

ìåðàõ):

à) (61Ê) (1 + 3i)2; á) (ËÅÑ) ( )233 ;i− + â) (ÑÍÃ) (2 + 3i)3;

ã) (ßßÍ) (−2 + 3i)3; ä) (ÎÑÊ) (1 + i)
4; å) (Þ71) ( )446 503 2 2 .i i+ +

5. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèé:

à) (ß8.×À) õ2
 − 4õ + 29 = 0; á) (ÄÈ.ÈÀ) õ2

 − 4õ + 8 = 0;

â) (ÎÌ.4À) õ2
 − 2õ + 2 = 0; ã) (ÒÓ.×À) õ2

 + 49 = 0.
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2 . Êîìáèíàòîðèêà

2.1. Ââîäíûå ïîíÿòèÿ

Êîìáèíàòîðèêà — ýòî îáëàñòü äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, â êîòîðîé
èçó÷àþòñÿ âîïðîñû î òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ìîæíî
ñîñòàâèòü èç çàäàííûõ ýëåìåíòîâ (îáúåêòîâ) ñ ó÷åòîì òåõ èëè èíûõ
óñëîâèé. Êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ âåòâü ìàòåìàòèêè êîìáèíàòîðèêà âîç-
íèêëà â ÕVII âåêå â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, õîòÿ
îòäåëüíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è áûëè ñôîðìóëèðîâàíû åùå â äðåâ-
íîñòè. Íàçâàíèå ýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ äàë íåìåöêèé
ÿçûêîâåä, ôèëîñîô è ìàòåìàòèê Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö
(1646–1716), îïóáëèêîâàâøèé â 1666 ã. ñâîþ ðàáîòó «Îá èñêóññòâå
êîìáèíàòîðèêè», ãäå âïåðâûå ïîÿâèëñÿ òåðìèí «êîìáèíàòîðèêà».

Èñõîäíûì â êîìáèíàòîðèêå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî ÿñíîå ïîíÿòèå
âûáîðêè (ñèíîíèìû — ðàññòàíîâêè, êîìáèíàöèè, ñîåäèíåíèÿ) êàê
íàáîðà m ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì íà-
áîðû ìîãóò áûòü êàê óïîðÿäî÷åííûìè, òàê è íåóïîðÿäî÷åííûìè,
ñ ïîâòîðåíèÿìè ýëåìåíòîâ è áåç ïîâòîðåíèé.

Â êîìáèíàòîðèêå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ
ôàêòîðèàëîì. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë îò 1 äî n, ãäå êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ òî÷íî îäèí ðàç.
Îáîçíà÷àåòñÿ ôàêòîðèàë

! 1 2 3 4 ( 1) .n n n= ⋅ ⋅ ⋅ −L

Ïð è ìåð 1. Çàïèñàòü ñî çíàêîì ôàêòîðèàëà 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6.
Ýòî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà, íî ÷èñëî 4 â íåì âñòðå-

÷àåòñÿ äâà ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî:
1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 = 4 ⋅ 6!

Ï ð è ì å ð 2. Çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì çíàêà ôàêòîðèàëà
1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 7 ⋅ 8 ⋅ 9 ⋅ 10.

Â ýòîì ðÿäó îòñóòñòâóåò öèôðà 6. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà 6 âñå
âûðàæåíèå, òîãäà ïîëó÷èì

10 !
1 2 3 4 5 7 8 9 10 .

6
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

Ïð è ìåð 3. Çàïèñàòü ñî çíàêîì ôàêòîðèàëà 1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8.
Çäåñü ïðîïóùåíû ÷èñëà 2 è 4. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà 2 è 4 âåñü

ðÿä, òîãäà ïîëó÷èì
1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 = 7!

Ïð è ì åð 4. Óïðîñòèòü

1 2 3 1 2 3 ( 1)
.

1 2 3 ( 2)

k k
N

k

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −=
⋅ ⋅ −

L L

L
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Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå â âèäå

1 2 3 ( 2)( 1) 1 2 3 ( 2)( 1)
.

1 2 3 ( 2)

k k k k k
N

k

⋅ ⋅ − − + ⋅ ⋅ − −=
⋅ ⋅ −

L L

L

Â ÷èñëèòåëå âûíåñåì çà ñêîáêè 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ (k − 2):

[ ]1 2 3 ( 2) ( 1) ( 1)
.

1 2 3 ( 2)

k k k k
N

k

⋅ ⋅ − − + −
=

⋅ ⋅ −
L

L

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àåì îòâåò: N = (k − 1)k + k − 1 = k
2
 − 1.

Ïð è ì åð 5. Óïðîñòèòü
2

2

( 1) !( 2) !! .
( 2) !

n nn
K

n

+ − −=
−

Çàïèøåì âûðàæåíèå â ðàçâåðíóòîì âèäå è â ÷èñëèòåëå âûíåñåì
çà ñêîáêè ïðîèçâåäåíèå:

1 2 3 ( 2) 1 2 3 ( 2).n n⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −L L

Ñîêðàòèì åãî ñî çíàìåíàòåëåì, òîãäà ïîëó÷èì K = n
4
 − 2n3

 + n
2
 +

+ n − 1.

Óïðàæíåíèÿ

1. Çàïèøèòå ñëåäóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çíàêà
ôàêòîðèàëà:

(796) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7; (717) 1 ⋅ 1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8;
(8ÐÅ) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ (n − 4)(n − 3); (Ò72) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ k;
(2ß.ÐÅ) 1 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ n; (2Ï2) 1 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 ⋅ 9 ⋅ 10;
(378) 1 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅⋅⋅ 23 ⋅ 24; (485) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ n(n + 1);
(ÀÌÈ) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ (n − 1)(n + 1)n; (Ð31) 3 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8;
(ÀÕÎ) 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 6 ⋅⋅⋅ 18 ⋅ 20; (ÄÅÍ) 1 ⋅ 2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 ⋅ 9 ⋅ 15.
2. Óïðîñòèòå è ðåçóëüòàò çàïèøèòå ñ èñïîëüçîâàíèåì çíàêà ôàê-

òîðèàëà:

(ÎßÑ) 1 2 3 ( 1)( 2)
;

( 1)( 2)

n n n

n n

⋅ ⋅ + +
+ +

L (2Ð4) 
( 2) ! 2( 1) !

;
3 2

n n

n

− − −
−

(257) 
[ ]

2

2

(1 2 3 )
.

1 2 3 ( 1)

k

k k

⋅ ⋅
⋅ ⋅ − ⋅

L

L

3. Óïðîñòèòå:

(ÅÓ5) 
1 2 3 ( 1)( 1)

;
1 2 3 ( 1)

k k

k k

⋅ ⋅ − +
⋅ ⋅ +

L

L
(57Ñ) 

1 2 3
;

1 2 3 ( 1)

n

n

⋅ ⋅
⋅ ⋅ +

L

L

(833) 
( 2) ! ( 1) ! !

.
( 1) !

n n n

n

− + − +
−
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2.2. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ â êîìáèíàòîðèêå

Åñëè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà À ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè,
à ïîñëå íåãî âòîðîé ýëåìåíò — m ñïîñîáàìè, òî âûáîð òîãî è äðóãîãî
ýëåìåíòà â çàäàííîì ïîðÿäêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí N = nm ñïîñî-
áàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå åñëè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà À1 ìîæíî âûáðàòü

1A  ñïîñîáàìè, ýëåìåíò ìíîæåñòâà À2 — 2A  ñïîñîáàìè è òàê äàëåå
äî ìíîæåñòâà Àn, îäèí ýëåìåíò êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü nA  ñïîñîáà-
ìè, òî âûáðàòü âñå n ýëåìåíòîâ â çàäàííîì ïîðÿäêå ìîæíî N ñïîñî-
áàìè:

1 2 .nN A A A= ⋅ L

Ïð è ìåð 1. Ïóñòü À = {1, 2, 3, 4, 5}. Îäèí ýëåìåíò èç ýòîãî ìíî-
æåñòâà ìîæíî âûáðàòü n = 5 ñïîñîáàìè. Îñòàíåòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà.
Îäèí ýëåìåíò èç íèõ ìîæíî âûáðàòü m = 4 ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûáîð äâóõ ýëåìåíòîâ âîçìîæåí 5 ⋅ 4 = 20 ñïîñîáàìè, ñïèñîê êîòîðûõ
èìååò âèä
12, 13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé âûáîðêå öèôðû ðàçíûå.

Ïð è ì åð 2. Â óðíå ïÿòü øàðîâ ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 4, 5. Âûíèìà-
þò îäèí øàð è çàïèñûâàþò åãî íîìåð. Øàð âîçâðàùàþò â óðíó,
íàóãàä ñíîâà âûáèðàþò îäèí øàð è åãî íîìåð çàïèñûâàþò ñïðàâà îò
ïåðâîé öèôðû. Ïîëó÷èòñÿ äâóõðàçðÿäíîå ÷èñëî. Ñêîëüêî âîçìîæíî
òàêèõ ÷èñåë?

Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü îäíà èç ïÿòè öèôð, ò.å. n = 5.
Íà âòîðîì ìåñòå — òàêæå îäíà èç ïÿòè öèôð. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 5
è èñêîìîå ÷èñëî nm = 5 ⋅ 5 = 25. Ñðåäè âñåõ ýòèõ 25 âûáîðîê (â îòëè-
÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà) ñóùåñòâóþò ïàðû ñ îäèíàêîâûìè öèô-
ðàìè.

Ïð è ì åð 3. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 2. Ïóñòü øàðû èçâëåêàþò òðè
ðàçà è êàæäûé ðàç øàðû âîçâðàùàþò â óðíó. Ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ
òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë?

Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü îäíà èç ïÿòè öèôð, íà âòîðîì —
òàêæå îäíà èç ïÿòè è íà òðåòüåì — îäíà èç ïÿòè. Ñëåäîâàòåëüíî:
5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 125.

Ïð è ìå ð 4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ øåñòåðè÷íûõ
÷èñåë?

Â øåñòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ öèôðû 0, 1, 2, 3,
4, 5. Ïåðâóþ öèôðó ìîæíî âûáðàòü ïÿòüþ ñïîñîáàìè, ïîñêîëüêó íóëü
íà ìåñòî ñòàðøåãî ðàçðÿäà ñòàâèòü íåëüçÿ, òàê êàê ÷èñëî, íà÷èíàþ-



4 7

ùååñÿ ñ íóëÿ, íå ÿâëÿåòñÿ òðåõðàçðÿäíûì. Âòîðàÿ öèôðà ìîæåò áûòü
ëþáîé, â òîì ÷èñëå è íóëåì, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî âûáðàòü
øåñòüþ ñïîñîáàìè. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê öèôðå ìëàäøåãî ðàç-
ðÿäà. Èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 5 ⋅ 6 ⋅ 6 = 180.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÄÅÇ). Èìååòñÿ 10 êàðòî÷åê. Íà êàæäîé çàïèñàíà ãëàñíàÿ áóê-
âà. Âûáèðàþò íàóãàä êàðòî÷êó è ê íåé ñïðàâà ïðèñòàâëÿþò âòîðóþ,
íàóãàä âûáðàííóþ ïîñëå ïåðâîé. Ñêîëüêî âîçìîæíî òàêèõ äâóõáóê-
âåííûõ ñëîâ?

2. (ÒÐ2). Ñêîëüêî òðåõðàçðÿäíûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð
3, 4, 5, 6?

3. (ÀÊÈ). Ñêîëüêî ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç öèôð
3, 7, 9?

4. (ÀÐÌ). Èç ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë óäàëèëè âñå ÷èñëà,
â êîòîðûå âõîäèò õîòÿ áû îäíà èç öèôð 0, 3, 7, 8, 9. Ñêîëüêî ÷èñåë
îñòàëîñü?

5. (ÓÔ5). Ñêîëüêî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0,
1, 2, 3, 4, 5, åñëè íè îäíà èç öèôð íå ïîâòîðÿåòñÿ â ÷èñëå áîëåå îäíîãî
ðàçà?

6. (927). Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð
1, 2, 3, 4, 5, åñëè öèôðà ìëàäøåãî ðàçðÿäà êàæäîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé, à ñòàðøåãî — íå÷åòíîé?

7. (296). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 5?

2.3. Ïðàâèëî ñóììû â êîìáèíàòîðèêå

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà Ð1 è Ð2. Âûÿñíèì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñî-
äåðæèò ìíîæåñòâî Ð1 U  Ð2.

Åñëè Ð1 I  Ð2 = ∅ , òî 1 2 1 2 ,P P P P= +U  ò.å. åñëè ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà Ð1 ìîæåò áûòü âûáðàí 1P  ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ð2 —

2P  ñïîñîáàìè, òî âûáîð «ëèáî ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ð1, ëèáî ýëåìåíò

ìíîæåñòâà Ð2» ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí 1 2P P+  ñïîñîáàìè. Ýòî
è åñòü ïðàâèëî ñóììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâà Ð1 è Ð2 íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Ïð è ì åð 1. Â òàðåëêå 6 ÿáëîê è 5 ãðóø. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûáðàòü îäèí ïëîä?

Åñëè Ð1 — ìíîæåñòâî ÿáëîê, Ð2 — ìíîæåñòâî ãðóø, òî 1 2P P =U

1 2 6 5 11.P P= + = + =
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 2 .P P ≠ ∅I  Ïðàâèëî ñóììû ïðè ýòîì
èìååò âèä

1 2 1 2 1 2 .P P P P P P= + −U I

Ýòó ôîðìóëó èíîãäà íàçûâàþò ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷å-
íèé.

Ï ð è ì å ð 2. Äàíî: Ð1 = {1,2,4,7,9}; Ð2 = {1,4,5,6,8}. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå Ð1 U  Ð2.

Ïî ïðàâèëó ñóììû 1 2 5 5 2 8.P P = + − =U

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÎÌÍ). Òðèäöàòü ó÷àùèõñÿ ñäàâàëè ýêçàìåí ïî ôèçèêå è õè-
ìèè. Ïî äâå îòëè÷íûå îöåíêè ïîëó÷èëè 9 ÷åëîâåê. Íà «îòëè÷íî»
ôèçèêó ñäàëè 12 ÷åëîâåê, õèìèþ — 16. Ñêîëüêî ó÷àùèõñÿ íå ïîëó-
÷èëè íè îäíîé îòëè÷íîé îöåíêè?

2. (ÌÎÊ). Äâåíàäöàòü òóðèñòîâ âçÿëè ñ ñîáîé ïî êîðîáêå ñïè÷åê,
19 òóðèñòîâ — ïî çàæèãàëêå. Íè ñïè÷åê, íè çàæèãàëîê íå âçÿëè
6 ÷åëîâåê. Âñåãî â îòðÿäå 27 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ÷åëîâåê âçÿëè ñ ñîáîé
è ñïè÷êè, è çàæèãàëêè?

2.4. Ïðàâèëî ñóììû è äèàãðàììû Ýéëåðà — Âåííà

Ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Ýéëåðà — Âåííà î÷åíü óäîáíî èëëþñòðè-
ðîâàòü ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Íà ðèñ. 2.1 ïðèâåäåíà äèàãðàììà äëÿ ìíî-
æåñòâ

P1 = {1,2,4,5,6}, P2 = {3,4,5,6,7,8},
I = {1,2,…,9}.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî
÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà P1 U  P2 ðàâíî:

1 2 1 2 1 2 1 2 .P P P P P P P P= + +U I I I

Ïðèáàâèì è âû÷òåì ÷èñëî 1 2P PI :

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 .P P P P P P P P P P= + + −U I I I I (2.1)

Èç äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 2.1) âèäíî, ÷òî

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2, .P P P P P P P P P P+ = + =I I I I (2.2)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (2.2) â (2.1), òîãäà ïîëó÷èì

1 2 1 2 1 2 .P P P P P P= + −U I

Ñëåäîâàòåëüíî:

1 2 {1,2,3,4,5,6,7,9}.P P =U

 

5 
4 

8 7 

3 
2 1 6 

P2 

I 

ê1 
9 

Ðèñ. 2.1
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ äè-
àãðàììó Ýéëåðà — Âåííà, ìîæíî âûâåñòè
ïðàâèëî ñëîæåíèÿ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ
(ðèñ. 2.2), à òàêæå äëÿ ÷åòûðåõ, ïÿòè
è ò.ä.

Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ (ðèñ. 2.1): (ÒÏÎ) 2P ; (ßÍÊ)

1 1 2;P P PU I  (ÝÌÒ) 1 2.P PI

2. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ (ðèñ. 2.2):
(ËÁÊ) 1 2 3;P P PI U  (ÎÕÍ) ( )1 2 3 ;P P P IU U I  (ÌÌÎ) 1 2 3.P P PI I

3. (ÖÀÏ). Óêàæèòå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 1 2P PU  íà ðèñ. 2.2,
åñëè ýëåìåíòû â è å èç ìíîæåñòâà Ð2 óäàëåíû (ïðè ââîäå îòâåòà áóê-
âû óïîðÿäî÷èòü ïî àëôàâèòó).

2.5. Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî âèäà À = {à1, à2, …, àn}. Çàôèêñèðóåì
ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå. Çàòåì ïåðåñòàâèì
ìåñòàìè íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Ïîëó÷èì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ñíîâà ïåðåñòàâèì íåêîòîðûå ýëåìåíòû è ò.ä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ðàçëè÷íûõ!)?

Óêàçàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè áåç
ïîâòîðåíèé è îáîçíà÷àþòñÿ Ðn, ãäå n — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà À.

Ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé ìîæíî âûâåñòè
íà îñíîâå ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðâûé èç n ýëåìåíòîâ ìîæíî âû-
áðàòü n ñïîñîáàìè. Îñòàíåòñÿ n − 1 ýëåìåíòîâ. Âòîðîé ýëåìåíò ìîæíî
âûáðàòü n − 1 ñïîñîáàìè, òðåòèé — n − 2 ñïîñîáàìè è òàê äàëåå äî
ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà, êîòîðûé âûáèðàåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
Òàêèì îáðàçîì:

( 1)( 2) 3 2 1 !nP n n n n= − − ⋅ ⋅ =L (2.3)

Ïð è ì åð 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, íå ñîäåðæàùèõ ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð, åñëè èñïîëüçóþòñÿ òîëü-
êî öèôðû 3, 5, 9?

Â äàííîì ñëó÷àå n = 3, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî
3! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 6. Âñå ýòè ïåðåñòàíîâêè èìåþò âèä 359, 395, 539, 593,
953, 935.

Ïð è ì åð 2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ
ñëîâà «êèëîìåòð», åñëè ïîä ñëîâîì ïîíèìàòü âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýòèõ áóêâ?

  I 

P2 P1 

Í Î Ï 

 ‡ 
 · Â Á Ë 

Ê 

 
‚ 

 „ ‰ 

P3  Ì Ô 

Ðèñ. 2.2
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Â çàäàííîì ñëîâå âñå áóêâû ðàçíûå, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñ-
ëî ðàâíî

8! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 ⋅ 8 = 40320.

Óïðàæíåíèÿ

1. (2ÐÅ). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçî-
âàòü, èñïîëüçóÿ ïî îäíîìó ðàçó öèôðû 3, 4, 5, 7, 9?

2. (ÍÂÈ). Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàöèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ
êîììóòàòèâíà. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå a + b + c + d ìîæíî çàïèñàòü
èíà÷å: b + c + a + d ëèáî c + a + d + b è ò.ä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ çàïèñè ýòîãî âûðàæåíèÿ?

3. (ÄÈÕ). Ñîñòàâëÿþò áóêâåííî-öèôðîâîé êîä: çàïèñûâàþò â
íåêîòîðîì ïîðÿäêå ÷åòûðå áóêâû à, b, c, d, çàòåì ñïðàâà ïðèïèñûâà-
þò òðè öèôðû 1, 2, 3, òàêæå â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, íàïðèìåð bcda132.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ êîäîâ?

2.6. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Äàíî n1 ýëåìåíòîâ à, n2 ýëåìåíòîâ b, …, nk ýëåìåíòîâ õ. Èç ýòèõ
ýëåìåíòîâ îáðàçóþò n-ýëåìåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùèå
âñå ïåðå÷èñëåííûå ýëåìåíòû, ò.å. n = n1 + n2 + … + nk. Îäíà èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé èìååò âèä

1 2 3

.
k

aaa a bbb b ccc c xxx x

n n n n

L L L L

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ýòèõ ýëåìåíòîâ?
Åñëè âñå n ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû, òî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!

Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå n1! ïåðåñòàíîâîê íåðàçëè÷èìû. Íåðàçëè÷è-
ìû è n2! ïåðåñòàíîâîê è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî:

1 2

1 2 1 2

( ... ) ! !
,

! ! ! ! ! !
k

n
k k

n n n n
ê

n n n n n n

+ + +
= =&

L L
(2.4)

ãäå òî÷êà íàä Ðn ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ïåðåñòàíîâêàõ åñòü ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ ýëåìåíòû.

Ïð è ì åð 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõáóêâåííûõ ñëîâ, â êî-
òîðûõ òðè áóêâû «à» è îäíà áóêâà «â»?

Çäåñü n1 = 3, n2 = 1, n = 4. Èñêîìîå ÷èñëî 4
4!

4.
3 !1!

P = =&

Ýòî «ñëîâà» àààâ, ààâà, àâàà, âààà.

Ïð è ìå ð 2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü, ïåðåñòàâ-
ëÿÿ áóêâû ñëîâà «ðîòîð»?
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Â ñëîâå «ðîòîð» 5 áóêâ. Èç íèõ äâå áóêâû «ð», äâå áóêâû «î»,
îäíà áóêâà «ò». Ñëåäîâàòåëüíî: n = 5, n1 = 2, n2 = 2, n3 = 1. Èñêîìîå

÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ 5
5 !

30.
2 ! 2! 1!

P = =
⋅ ⋅

&

Â ôîðìóëå (2.4) k — ýòî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ïî-
âòîðÿþùèõñÿ ýëåìåíòîâ íåò, òî n = k, è òîãäà ôîðìóëà (2.4) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ôîðìóëó (2.3), ò.å. âûðàæåíèå (2.3) — ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé
áîëåå îáùåé ôîðìóëû (2.4).

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÖÀÔ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ òðè öèôðû 4 è òðè öèôðû 5?

2. (ÏÈÔ). Ñêîëüêî ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü, ïåðåñòàâëÿÿ öèôðû
1, 2, 3, 5, åñëè â êàæäîì ÷èñëå òðè åäèíèöû, îäíà äâîéêà, äâå òðîé-
êè è äâå ïÿòåðêè?

3. (ÊÌÅ). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü ïóòåì ïå-
ðåñòàíîâêè áóêâ â ñëîâå «òåððèòîðèÿ»?

4. (ÃÀÇ). Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû ñëîâà
«îáëàêî», åñëè êàæäîå ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ ñîãëàñíîé áóêâû?

2.7. Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Äàíî ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Èç íèõ îáðàçóþò
óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû m, íå ñîäåðæàùèå ïîâòî-
ðîâ ýëåìåíòîâ. Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ðàçìåùåíèÿìè áåç
ïîâòîðåíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåùåíèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îäíî îò äðóãîãî íå
òîëüêî ýëåìåíòàìè, íî è ïîðÿäêîì çàïèñè ýëåìåíòîâ. Ïóñòü

À = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. (2.5)
Ðàçìåùåíèÿ äëèíû 3, òàêèå êàê 135 è 136, ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íû-

ìè, ïîñêîëüêó îòëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî íàáîðàìè öèôð. Ðàçìåùå-
íèÿ 356 è 365, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, îòëè÷àþòñÿ
îäíî îò äðóãîãî ïîðÿäêîì çàïèñè öèôð, ïîýòîìó òàêæå ðàçëè÷íû.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçìåùåíèé äëèíû 3 â ñëó÷àå ìíîæåñòâà (2.5)?
Òàê êàê ðàçìåùåíèÿ — ýòî óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
òî äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ êîëè÷åñòâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì
ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðâûé ýëåìåíò âûáèðàåì øåñòüþ ñïîñîáàìè. Îñòà-
íåòñÿ ïÿòü ýëåìåíòîâ. Äëÿ âûáîðà âòîðîãî ýëåìåíòà ñóùåñòâóåò
5 ñïîñîáîâ, äëÿ òðåòüåãî — 4. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàçìå-
ùåíèé ðàâíî 6 ⋅ 5 ⋅ 4 = 120.
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Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, à äëèíà
ðàçìåùåíèÿ ðàâíà m, òî ÷èñëî âñåõ ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé ðàâ-
íî ( 1)( 2) ( 1),m

n n n n n mA = − − − +L  ãäå m
nA  — ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé

÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m áåç ïîâòîðåíèé.
Ôîðìóëà ÷èñëà ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èìååò áîëåå óäîáíóþ

çàïèñü:

!

( ) !
m
n

n
A

n m
=

− (2.6)

Ï ð è ì å ð 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ
÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ ÷åòíûõ öèôð è íå ñîäåðæàùèõ îäèíàêîâûõ
öèôð?

Íå÷åòíûå öèôðû — 1, 3, 5, 7, 9. Ñëåäîâàòåëüíî, n = 5, m = 3.
Ïî ôîðìóëå (2.6) ïîëó÷àåì:

3
5

5 ! 1 2 3 4 5
60.

(5 3) ! 1 2
A

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = =
− ⋅

Ïð è ìåð 2. Èìååòñÿ 12 ðîëåé. ×åòûðå àðòèñòà ìîãóò èãðàòü ëþ-
áóþ ðîëü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ðîëè ìåæäó
íèìè?

Ïðîíóìåðóåì ðîëè: 1, 2, 3, …, 9, A, B, C. Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü: ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû èç 12 öèôð (áåç ïîâòîðîâ)?

Êàæäîå òàêîå ÷èñëî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó âûáîðó
ðîëåé, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïåðâîìó àðòèñòó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ïåðâûé ðàçðÿä, âòîðîìó — âòîðîé, òðåòüåìó — òðåòèé è ÷åòâåðòî-
ìó — ÷åòâåðòûé. Ñîãëàñíî óñëîâèþ èìååì n = 12, m = 4, òîãäà

4
12

12! 12!
9 10 11 12 11880.

(12 4) ! 8 !
A = = = ⋅ ⋅ ⋅ =

−

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÈÇß). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ íåò öèôð 0, 1, 2, 3 è â êàæäîì íåò ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ öèôð?

2. (510). Ñêîëüêî ÷åòûðåõáóêâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæ-
íî îáðàçîâàòü èç âñåõ ãëàñíûõ áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà, åñëè â êàæ-
äîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿþùèõñÿ áóêâ íåò? (Â ðóññêîì àëôà-
âèòå 10 ãëàñíûõ áóêâ.)

3. (ÏÎÊ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóõðàçðÿäíûõ ÷èñåë ñåìåðè÷-
íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, â êàæäîì èç êîòîðûõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ
öèôð?
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4. (427). Â òèðå 10 ìèøåíåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âû-
áðàòü ñåáå ïî îäíîé ìèøåíè òðè ñòðåëêà, åñëè êàæäóþ âûáèðàåò
íå áîëåå ÷åì îäèí ñòðåëîê?

5. (ÒÂÏ). Òðè ó÷åíèêà âûáèðàþò ïî îäíîé êíèãå èç 11 ïðåäëî-
æåííûõ. Âñå êíèãè ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü îñó-
ùåñòâëåí âûáîð?

2.8. Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Äàíî ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Èç íèõ îáðàçóþò ðàç-
ìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè, ò.å. óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëèíû m, ïðè÷åì îäíè è òå æå ýëåìåíòû â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîãóò âõîäèòü ìíîãîêðàòíî. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè îòëè-
÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî è ýëåìåíòàìè è ïîðÿäêîì çàïèñè ýëåìåíòîâ,
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ìíîæåñòâî ñî-
äåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî ïåðâûé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè,
âòîðîé — n ñïîñîáàìè è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

,m m
nÄ nnn n n= =& L (2.7)

ãäå m
nÄ&  — ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Ïð è ì åð 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ ÷èñåë, êîòî-
ðûå ìîæíî ñîñòàâèòü, èñïîëüçóÿ öèôðû 3, 7, 8, 9?

Ñîãëàñíî óñëîâèþ n = 4, m = 4, ñëåäîâàòåëüíî: 4 4
4 4 4 4 4 4 256.Ä = ⋅ ⋅ ⋅ = =&

Ïð è ìåð 2. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷-
íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîñòàâëåíû èç öèôð 1, 2, 4, 5, 6, 8?

Íà ìåñòå êàæäîãî èç òðåõ ðàçðÿäîâ äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà ìîæåò
íàõîäèòüñÿ îäíà èç öèôð 1, 2, 4, 5, 6, 8 — âñåãî èõ øåñòü. Ñëåäîâà-
òåëüíî:

3 3
6 6 216.Ä = =&

Ïð è ìåð 3. Äàíî ìíîæåñòâî áóêâ À = {à, á, â, ã, ä, å}. Ñêîëüêî
äâóõ- è òðåõáóêâåííûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ áóêâ?

Èñêîìîå ÷èñëî 2 3 2 3
6 6 6 6 252.R Ä Ä= + = + =& &

Óïðàæíåíèÿ

1. (215). Ñêîëüêî äâóõáóêâåííûõ ñëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü èç
10 ãëàñíûõ áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà?

2. (328). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë?
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3. (ÌßË). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèðàçðÿäíûõ ÷åòâåðè÷íûõ ÷è-
ñåë?

4. (ÂÈÊ). Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû 3 ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ à, b, c,
d, e, f?

5. (ÓÐÔ). Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû 10 ìîæíî ñîñòàâèòü èç äâóõ áóêâ
à è b?

6. (221). Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû 12 ìîæíî ñîñòàâèòü èç îäíîé áóê-
âû d?

2.9. Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Ïóñòü ìíîæåñòâî À ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Âûäåëèì èç íåãî
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå m ýëåìåíòîâ (m ≤ n). Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ ïîäìíîæåñòâ?

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà À, ñîäåðæàùåå m ýëåìåíòîâ,
íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m, ãäå .n A=  Îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñèìâîëîì m

në . Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé áåç
ïîâòîðåíèé èìååò âèä

!

! !( ) !

m
m n
n

A n
ë

m m n m
= =

−
Ñî÷åòàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ðàçìåùåíèé òåì, ÷òî â ðàçìåùåíèÿõ

ó÷èòûâàåòñÿ ïîðÿäîê çàïèñè ýëåìåíòîâ, à â ñî÷åòàíèÿõ íå ó÷èòûâà-
åòñÿ.

Ïð è ì åð 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë, ñî-
äåðæàùèõ ïî 3 åäèíèöû?

Â äàííîì ñëó÷àå n = 6, m = 3, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî

3
6

6 ! 4 5 6
20.

3 ! 3 ! 1 2 3
ë

⋅ ⋅= = =
⋅ ⋅

Ïð è ìåð 2. Òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü 30 áóêâ íåêîòîðîãî àëôàâè-
òà äâîè÷íûìè êîäàìè, ñîäåðæàùèìè ïî äâå åäèíèöû. Îïðåäåëèòü
äëèíó êîäà.

Ïóñòü n — äëèíà êîäà (òî åñòü ÷èñëî çíàêîâ â êîäå). Òîãäà äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2 30.në ≥  Ïðåäñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî
â âèäå n(n − 1) ≥ 60.

Áëèæàéøåå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó íåðàâåíñòâó, ðàâíî 9.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîäèðîâàíèÿ 30 áóêâ íåîáõîäèìû 9-çíà÷íûå äâî-
è÷íûå êîäû, ñîäåðæàùèå ïî äâå åäèíèöû.

×èñëà âèäà m
në  îáëàäàþò ìíîãèìè î÷åíü èíòåðåñíûìè ñâîéñòâà-

ìè. Çàïèøåì íåêîòîðûå èç íèõ:
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1) m n m
n në C −= ;

2) 1
1 1;

m m m
n n në C C−

− −= +

3) 0 1 2 3

0

... 2 ;
n

Ú i n
n n n n Ú n

i

ë C C C ë C
=

+ + + + + = =∑

4) 0 1 2 ... ( 1) 0;n n
n n n në C C C− + − + − =

5) 0 2 4 1 3 5 1... ...n n
n n n n n n n në ë ë ë ë ë ë ë −+ + + + = + + + +  ïðè ÷åòíîì n;

6) 0 2 4 1 1 3 5... ...n n
n n n n n n n në ë ë ë ë ë ë ë−+ + + + = + + + +  ïðè íå÷åòíîì n.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÀßÌ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 8-çíà÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ñî-
äåðæàùèõ ïî òðè åäèíèöû?

2. (ÎÉÒ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 9-çíà÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ñîäåð-
æàùèõ ïî 6 íóëåé?

3. (ÔÅÌ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 10-çíà÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, íà-
÷èíàþùèõñÿ ñ íóëÿ, åñëè â êàæäîì êîäå ÷åòûðå åäèíèöû?

4. (2ÍÍ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 8-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ êîäîâ,
â êàæäîì èç êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö?

5. (ÄÎÊ). Øåñòüäåñÿò øåñòü ñèìâîëîâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà çàêî-
äèðîâàíû äâîè÷íûìè êîäàìè, ñîäåðæàùèìè ïî äâå åäèíèöû êàæ-
äûé. Îïðåäåëèòå íàèìåíüøóþ äëèíó êîäà.

6. (ÍÎÐ). Â âîñüìèçíà÷íîì ÷èñëå âèäà k = 3 2 5 1 4 7 6 8 òðè öèô-
ðû çàìåíèëè íóëÿìè. Ïîëó÷èëîñü íîâîå ÷èñëî. Åñëè â ÷èñëå k íóëÿ-
ìè çàìåíèòü äðóãèå êàêèå-ëèáî òðè öèôðû, ïîëó÷èòñÿ åùå îäíî ÷èñ-
ëî. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè
êàæäûé ðàç íóëÿìè çàìåíÿòü êàêèå-ëèáî òðè öèôðû?

7. (ÅÐÄ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ
÷èñåë, ó êîòîðûõ êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà áîëüøå ïðåäûäóùåé?

8. (ÅÍÅ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ
÷èñåë, ó êîòîðûõ êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà ìåíüøå ïðåäûäóùåé?

9. (ØÈÍ). Äâîè÷íîå ÷èñëî ñîäåðæèò 9 íóëåé è 5 åäèíèö, ïðè÷åì
ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö â ÷èñëå íåò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷è-
ñåë?

2.10. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Äàíî ìíîæåñòâî À = {à1, à2, …, àn}. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âûáîðîê
ïî m ýëåìåíòîâ, åñëè â êàæäóþ âûáîðêó ìîãóò âõîäèòü ïîâòîðÿþùè-
åñÿ ýëåìåíòû è åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêàõ áåçðàçëè÷åí?
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Òàêèå âûáîðêè íàçûâàþò ñî÷åòàíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Íàïðèìåð, åñëè À = {à, b, c, d}, òî ñóùåñòâóåò 10 âûáîðîê äëèíû

m = 2:
aà bb cc dd ab bc cd ac bd ad.

Íàõîæäåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè ïîÿñíèì íà ïðèìå-
ðå. Â ìàãàçèíå èìååòñÿ 4 âèäà êîíôåò: «Ïèëîò», «Ðîìàøêà», «Âåñ-
íà», «Ñíåæèíêà». Òðåáóåòñÿ êóïèòü 10 êîíôåò â ëþáîì ñî÷åòàíèè
èç ïåðå÷èñëåííûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ïðè ïîêóïêå âîçìîæíû âàðèàíòû:
— êóïèëè 10 êîíôåò «Âåñíà»;
— êóïèëè 5 êîíôåò «Ïèëîò», 3 êîíôåòû «Ðîìàøêà» è 2 êîíôåòû

«Âåñíà»;
— êóïèëè 6 êîíôåò «Âåñíà» è 4 êîíôåòû «Ðîìàøêà»;
— êóïèëè 9 êîíôåò «Âåñíà» è îäíó êîíôåòó «Ñíåæèíêà» è ò.ä.
Çàêîäèðóåì ïîêóïêó. Äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíî êóïèòü 3 êîíôåòû

«Ïèëîò», 2 êîíôåòû «Ðîìàøêà», 1 êîíôåòó «Âåñíà» è 4 êîíôåòû
«Ñíåæèíêà». Çàïèøåì òðè åäèíèöû (ýòî êîíôåòû «Ïèëîò»), ïîñëå
êîòîðûõ ïîñòàâèì íóëü. Çàòåì çàïèøåì äâå åäèíèöû (ýòî êîíôåòû
«Ðîìàøêà») è íóëü. Äàëåå ïîñòàâèì îäíó åäèíèöó è íóëü. Â êîíöå
çàïèøåì ÷åòûðå åäèíèöû (êîíôåòû «Ñíåæèíêà»), íî íóëü ïîñëå íèõ
íå ñòàâèì. Ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

{ { {1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 11

«èËÎÓÚ» «êÓÏ‡¯Í‡» «ÇÂÒÌ‡» «ëÌÂÊËÌÍ‡»
123

Íóëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòäåëÿþò îäèí âèä êîíôåò îò
äðóãèõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ðàñïðåäåëåíèå òðåõ íóëåé â 13-ðàçðÿäíîì
äâîè÷íîì êîäå äàåò íåêîòîðûé âàðèàíò ïîêóïêè. Íàïðèìåð:

1111001011111 — êóïëåíû ÷åòûðå êîíôåòû «Ïèëîò», íè îäíîé
êîíôåòû «Ðîìàøêà», îäíà êîíôåòà «Âåñíà» è ïÿòü êîíôåò «Ñíå-
æèíêà»;

0001111111111 — êóïëåíî 10 êîíôåò «Ñíåæèíêà»;
0101111111110 — êóïëåíû îäíà êîíôåòà «Ðîìàøêà» è äåâÿòü

êîíôåò «Âåñíà».
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âàðèàíòîâ ïîêóïîê ðàâíî ÷èñëó âñåõ âîç-

ìîæíûõ 13-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ äåñÿòü
åäèíèö (ëèáî òðè íóëÿ):

10 10
4 13

13 !
286,

10 ! 3 !
ë ë= = =

⋅
&

ãäå ñèìâîëîì 10
4ë&  îáîçíà÷åíî ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç

÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî 10.
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Â îáùåì ñëó÷àå åñëè èç n ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþòñÿ âûáîðêè ïî
m ýëåìåíòîâ ñ ïîâòîðåíèÿìè, òî ÷èñëî âñåõ òàêèõ âûáîðîê ðàâíî:

1
1 1.

m m n
n n m n më C C −

+ − + −= =&

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÓßÄ). Â ìàãàçèíå 4 âèäà êîíôåò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî êóïèòü 15 êîíôåò?

2. Ïðîäàþòñÿ òåòðàäè ñ ñèíåé îáëîæêîé, ôèîëåòîâîé, êðàñíîé,
çåëåíîé è îðàíæåâîé.

(ÞÑÅ). Ñêîëüêèì ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü 10 òåòðàäåé ëþáîãî
öâåòà?

(ÂØÂ). Òðåáóåòñÿ êóïèòü 15 òåòðàäåé. Ïÿòü èç íèõ äîëæíû áûòü
ñ ôèîëåòîâîé îáëîæêîé, à îáëîæêè âñåõ îñòàëüíûõ òåòðàäåé ìîãóò
áûòü ëþáîãî öâåòà, êðîìå ôèîëåòîâîãî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè âîç-
ìîæíà òàêàÿ ïîêóïêà?

(ÄÄÁ). Òðåáóåòñÿ êóïèòü 16 òåòðàäåé, ñðåäè êîòîðûõ 4 òåòðàäè
äîëæíû áûòü ñ çåëåíîé îáëîæêîé è 5 òåòðàäåé — ñ îðàíæåâîé. Öâåò
îáëîæêè îñòàëüíûõ òåòðàäåé çíà÷åíèÿ íå èìååò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè âîçìîæíà ïîêóïêà?

2.11. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. (ÌÒ6). Èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ñîñòàâèëè ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî,
â êîòîðîì öèôðà ìëàäøåãî ðàçðÿäà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ñòàðøåãî —
íå÷åòíîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷èñåë, åñëè öèôðû ìîãóò ïîâòî-
ðÿòüñÿ?

2. (382). Ñì. óñëîâèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ. Ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñåë, â êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå?

3. (ÅÑÏ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ òðîè÷íûõ ÷èñåë,
â êîòîðûõ íåò íóëåé è â êàæäîì èìååòñÿ òî÷íî òðè åäèíèöû?

4. (5ÏÊ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå è íåò öèôðû «íóëü»?

5. (ÏÒÌ). Èç öèôð 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9 ñîñòàâèëè ìíîæåñòâî âñåõ
âîçìîæíûõ òðåõðàçðÿäíûõ ÷èñåë. Çàòåì èç ýòîãî ìíîæåñòâà óäàëèëè
âñå ÷èñëà, â êîòîðûõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð. Ñêîëüêî ÷èñåë îñòà-
ëîñü?

6. (985). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ öèôðà 5 âñòðå÷àåòñÿ òðè ðàçà, à öèôðà 8 âñòðå-
÷àåòñÿ ÷åòûðå ðàçà?

7. (ÀØÎ). Ðóññêèé àëôàâèò ñîäåðæèò 10 ãëàñíûõ áóêâ. Ñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ãðóïïû ïî ÷åòûðå ãëàñíîé áóêâû
â êàæäîé, åñëè áóêâû âî âñåõ ãðóïïàõ ðàñïîëîæåíû â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå?



5 8

8. (ÖÀÎ). Â êëàññå n ÷åëîâåê. Íà äåæóðñòâî íåîáõîäèìî âûäå-
ëèòü äâóõ ÷åëîâåê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü 300 ñïîñîáàìè. Íàéäèòå n.

9. (256). Íåêòî ïîäáðîñèë 15 ðàç ìîíåòó. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà îí
ïðåäñòàâèë â âèäå ðÿäà íóëåé è åäèíèö, ãäå åäèíèöà îáîçíà÷àåò, ÷òî
ìîíåòà óïàëà ãåðáîì âíèç, à íóëü — ìîíåòà óïàëà ãåðáîì ââåðõ. Ñêîëü-
êî âîçìîæíî ðàçëè÷íûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà?

10. (55Ñ). Äàíî ìíîæåñòâî P = {a, b, c, d, 1, 2, 3, 4, 5}. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, â êàæäîå èç êîòîðûõ âõîäÿò
äâå áóêâû è äâå öèôðû (âñïîìíèì, ÷òî â ìíîæåñòâàõ ïîâòîðÿþùèõñÿ
ýëåìåíòîâ íåò)?

11. (62Í). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà âñåõ øåñòíàäöàòåðè÷íûõ öèôð?

12. (ÖÍÒ). Èç äâóõ ñïîðòèâíûõ îáùåñòâ, íàñ÷èòûâàþùèõ ïî
100 ôåõòîâàëüùèêîâ êàæäîå, íàäî âûáðàòü ïî îäíîìó ôåõòîâàëüùè-
êó äëÿ ó÷àñòèÿ â ñîñòÿçàíèè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ñäå-
ëàí ýòîò âûáîð?

13. (578)! Íà ôåðìå 20 êðîëèêîâ è 15 îâåö. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè ìîæíî âûáðàòü êðîëèêà è îâöó? Åñëè òàêîé âûáîð óæå ñäåëàí,
ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè åãî ìîæíî ñäåëàòü åùå ðàç?

14. (ÕÐÓ). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óêàçàòü íà øàõìàòíîé
äîñêå äâà êâàäðàòà — áåëûé è ÷åðíûé (íà øàõìàòíîé äîñêå 64 êâàä-
ðàòà)?

15. (ÇÓÈ). Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç
íå÷åòíûõ äåñÿòè÷íûõ öèôð ïðè óñëîâèè, ÷òî íè â îäíîì èç ÷èñåë
ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð íåò?

16. (ÃÀÑ). Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî îáðàçîâàòü èç
íå÷åòíûõ äåñÿòè÷íûõ öèôð ïðè óñëîâèè, ÷òî â êàæäîì èç ÷èñåë âñå
öèôðû ðàçíûå?

17. (ËÅÏ). Øåñòèçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî ìîæåò íà÷èíàòüñÿ
ñ öèôðû 2 ëèáî ñ öèôðû 3 è ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ëèáî íóëåì, ëèáî
ïÿòåðêîé, ëèáî äåâÿòêîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷èñåë, åñëè
â íèõ íåò öèôðû 1 è âñå öèôðû ðàçíûå?

18. (ÎÖË). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòíûõ ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ
÷èñåë, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå, à öèôðû ÷åòûðåõ
ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòûå ÷èñëà?

19. (ÔÀÕ). Èç öèôð 1,4,6,7,8,9 ïóòåì èõ ïåðåñòàíîâîê îáðàçîâà-
ëè âñå âîçìîæíûå øåñòèçíà÷íûå ÷èñëà. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ íå÷åòíûõ
÷èñåë?

20. (ØÎÒ). Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ õ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî õ! = (õ!)!

21. (ÏÒÒ). Óêàæèòå âñå öèôðû, êîòîðûìè ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ
÷èñëî n! (öèôðû îòâåòà óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ).

22. (ËÀÊ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ äâåíàäöàòåðè÷íûõ
÷èñåë?
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23. (ÒÀÓ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîñüìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, äåëÿùèõñÿ áåç îñòàòêà íà äåñÿòè÷íîå ÷èñëî 1000?

24. (00È). Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì ÷èñëî
n! äåëèòñÿ íà äåñÿòè÷íîå ÷èñëî 100.

25. (520). Ó àíãëè÷àí ïðèíÿòî äàâàòü äåòÿì íåñêîëüêî èìåí.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàçâàòü ðåáåíêà, åñëè îáùåå ÷èñëî èìåí
ðàâíî 300, à åìó äàþò íå áîëåå òðåõ èìåí áåç ïîâòîðåíèé?

26. (ËËÃ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ èíèöèàëîâ èìåíè
è îò÷åñòâà, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñ áóêâ ¨, Û, Ú, Ü, É èìåíà íå íà÷èíà-
þòñÿ?

27. (ÓÕÑ). Íàéäèòå íàèìåíüøåå n, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî n!
äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ÷èñëî 990.

28. (ÇÀÅ). Ñêîëüêî ñëîâàðåé íàäî èçäàòü, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå-
ïîñðåäñòâåííî âûïîëíÿòü ïåðåâîäû ñ ëþáîãî èç ïÿòè ÿçûêîâ — ðóñ-
ñêîãî, àíãëèéñêîãî, ôðàíöóçñêîãî, íåìåöêîãî, èòàëüÿíñêîãî —
íà ëþáîé äðóãîé èç ýòèõ æå ÿçûêîâ?

29. (ÊËÊ). Â ïðîôêîì èçáðàíî 9 ÷åëîâåê. Èç íèõ íàäî âûáðàòü
ïðåäñåäàòåëÿ, åãî çàìåñòèòåëÿ, ñåêðåòàðÿ è êàññèðà. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

30. Òðè ñòðåëêà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòðåëÿþò ïî òðåì ìè-
øåíÿì. Êàæäûé ñòðåëîê ñàìîñòîÿòåëüíî âûáèðàåò ìèøåíü è äåëàåò
îäèí âûñòðåë áåç ïðîìàõà. Îòâåòüòå íà âîïðîñû, â ñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ:

(ÕÎÔ) âñå ñòðåëêè ïîïàäóò â îäíó ìèøåíü?
(ÓÓ2) â îäíó ìèøåíü ïîïàäóò òî÷íî äâà ñòðåëêà?
(983) âñå òðè ìèøåíè áóäóò ïîðàæåíû?
(ÞÆÈ) òî÷íî â îäíó èç ìèøåíåé íå áóäåò íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ?
31. (265). Íåêòî çàáûë ïîñëåäíèå ÷åòûðå öèôðû òåëåôîííîãî

íîìåðà. Ïîìíèò òîëüêî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü äâà íóëÿ, à îñòàëüíûå
öèôðû ðàçíûå. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íîìåðîâ åìó ïðèäåòñÿ
íàáðàòü, åñëè îí ïîïûòàåòñÿ äîçâîíèòüñÿ äî àáîíåíòà ïóòåì ïðîá
è îøèáîê? (Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðîá — åäèíèöà: åñëè î÷åíü ïîâåçåò,
òî ìîæíî äîçâîíèòüñÿ ñðàçó).

32. (ËÎÑ)! Äàíî ðàâåíñòâî 
6

55 50 .
x

=  ×èñëî 55 çàïèñàíî â øåñ-
òåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Íàéäèòå îñíîâàíèå x ñèñòåìû, â êîòî-
ðîé çàïèñàíî ÷èñëî 50. Òî æå ñàìîå äëÿ ðàâåíñòâà 6

55 11 .
x

=
33. (ÞÌÒ). Äàíî ðàâåíñòâî 19 23.

x
=  ×èñëî 23 çàïèñàíî â äåñÿ-

òè÷íîé ñèñòåìå. Íàéäèòå îñíîâàíèå x ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé
çàïèñàíî ÷èñëî 19.

34. (ÎËÅ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ òðîè÷íûõ ÷èñåë,
ñîäåðæàùèõ öèôðó 0 â ìëàäøåì ðàçðÿäå è öèôðó 2 — â ñòàðøåì
(â îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ðàçðÿäàõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ ëþáûå òðîè÷íûå
öèôðû)?
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3. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

3.1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Ñîáûòèå — ýòî ðåçóëüòàò êàêîãî-ëèáî èñïûòàíèÿ, îïûòà, ýêñïå-
ðèìåíòà ëèáî íàáëþäåíèÿ çà ÿâëåíèÿìè ïðèðîäû. Ñîáûòèÿ áûâàþò
äîñòîâåðíûìè, íåâîçìîæíûìè è ñëó÷àéíûìè.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, åñëè ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëî-
âèÿõ îíî âñåãäà ïðîèñõîäèò. Íàïðèìåð, ïðè íàãðåâàíèè ìåäíîãî ñëèò-
êà äî òåìïåðàòóðû, ïðåâûøàþùåé 1083 °Ñ, èç òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ îí
âñåãäà ïåðåõîäèò â æèäêîå.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, åñëè ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ
îíî íèêîãäà íå ïðîèñõîäèò. Íàïðèìåð, åñëè â óðíå íåò ÷åðíûõ øà-
ðîâ, òî ñîáûòèå «âûíóò ÷åðíûé øàð» ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Îáî-
çíà÷àåòñÿ íåâîçìîæíîå ñîáûòèå çíàêîì ∅  (êàê è ïóñòîå ìíîæåñòâî).

Äîñòîâåðíîñòü è íåâîçìîæíîñòü — ýòî äâå êðàéíîñòè, ìåæäó
êîòîðûìè ðàñïîëàãàþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ
ñëó÷àéíûì, åñëè ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ îíî ìîæåò ïðîèçîéòè,
íî ìîæåò è íå ïðîèçîéòè, âñëåäñòâèå ÷åãî òî÷íî ïðåäñêàçàòü åãî
íåâîçìîæíî. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñïîðòèâíàÿ ñòðåëüáà. Ñòðå-
ëîê, êàê áû íè ñòðåìèëñÿ ïîïàñòü â öåíòð ìèøåíè, ïîïàäàåò â íåãî
íå âñåãäà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî íà ðåçóëüòàò ñòðåëüáû îêàçûâàåò
âëèÿíèå ìíîãî âíåøíèõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå ñòðåëîê íå ìîæåò ó÷åñòü.
Ìàññà ïóëè, åå ôîðìà, îáúåì çàðÿäà è ñêîðîñòü åãî ñãîðàíèÿ îò ïàò-
ðîíà ê ïàòðîíó íå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñòâîë âèíòîâêè ïîä äåé-
ñòâèåì âûñòðåëîâ ïîäâåðãàåòñÿ òåìïåðàòóðíûì äåôîðìàöèÿì. Ñàì
ñòðåëîê íèêîãäà íå îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì, ñëåäîâàòåëüíî, è âèíòîâ-
êà â åãî ðóêàõ âñåãäà ñîâåðøàåò íåêîòîðûå (õàîòè÷åñêèå) äâèæåíèÿ
è ò.ä. Âñå ïîäîáíûå ïðè÷èíû, âëèÿþùèå íà ðåçóëüòàò ñòðåëüáû, ÿâ-
ëÿþòñÿ íåóñòðàíèìûìè. Êàæäàÿ èç íèõ â îòäåëüíîñòè ìîæåò áûòü
íåçíà÷èòåëüíîé, íî âñå âìåñòå îíè äàþò áîëüøîå ÷èñëî íåáëàãîïðè-
ÿòíûõ ñî÷åòàíèé, ÷åì è âûçûâàåòñÿ îòêëîíåíèå òî÷êè ïîïàäàíèÿ
âèíòîâî÷íîé ïóëè îò öåíòðà ìèøåíè.

Ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, ìîæíî ïðèâåñ-
òè áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî. Äàæå òå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìû ñ÷èòàåì
íåâîçìîæíûìè èëè äîñòîâåðíûìè, ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè
íåðåäêî îêàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Íàïðèìåð, ïðè ïîäáðàñûâàíèè
ìîíåòû ìû ïîëàãàåì, ÷òî îíà óïàäåò ëèáî öèôðîé ââåðõ, ëèáî ãåðáîì
ââåðõ, õîòÿ â ïðèíöèïå îíà ìîæåò âñòàòü è íà ðåáðî. Ïîñòàâèâ ñ
âå÷åðà áóäèëüíèê íà îïðåäåëåííûé ÷àñ, ìû óâåðåíû, ÷òî â çàäàííîå
âðåìÿ áóäèëüíèê «ñðàáîòàåò», õîòÿ áóäèëüíèê, êàê è âñÿêîå òåõíè-
÷åñêîå óñòðîéñòâî, ìîæåò ñëîìàòüñÿ â ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìûé
ìîìåíò.
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Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íåîïðåäå-
ëåííîñòüþ, ïðè÷åì â îäíèõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò áûòü íåçíà÷èòåëüíîé
(íàïðèìåð, ïàäåíèå ìîíåòû íà ðåáðî) è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, â äðó-
ãèõ æå ñëó÷àÿõ ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ìîæåò áûòü ãîðàçäî áîëåå
âûñîêîé è íå ó÷èòûâàòü åå íåëüçÿ. Âîïðîñàìè êîëè÷åñòâåííîé îöåí-
êè ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè è çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ïåðâûìè èññëåäîâàòåëÿìè çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûëè
èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Ëóêà Ïà÷îëè (1445–1509); èòàëüÿíñêèé ó÷å-
íûé Íèêêîëî Òàðòàëüÿ (1499–1557); èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê, ôèëî-
ñîô è âðà÷ Äæåðîëàìî Êàðäàíî (1501–1576); ôðàíöóçñêèé ìàòåìà-
òèê Ïüåð Ôåðìà (1601–1665); ôðàíöóçñêèé ðåëèãèîçíûé ôèëîñîô,
ïèñàòåëü, ìàòåìàòèê è ôèçèê Áëåç Ïàñêàëü (1623–1662) è ìíîãèå
äðóãèå.

Áîëåå îáñòîÿòåëüíî òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé çàíèìàëèñü àíãëèé-
ñêèé ìàòåìàòèê Àáðàõàì äå Ìóàâð (1667–1754); øâåéöàðñêèé ìàòå-
ìàòèê ßêîá Áåðíóëëè (1654–1705); ôðàíöóçñêèé àñòðîíîì, ìàòåìà-
òèê, ôèçèê, èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè
íàóê (ñ 1802 ã.) Ïüåð Ñèìîí Ëàïëàñ (1749–1827); ôðàíöóçñêèé ìàòå-
ìàòèê è ôèçèê, èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé àêàäå-
ìèè íàóê (ñ 1826 ã.) Ñèìåîí Äåíè Ïóàññîí (1781–1840).

Íàä ðàçëè÷íûìè âîïðîñàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàáîòàëè è ðóñ-
ñêèå ó÷åíûå: ìàòåìàòèê, àêàäåìèê Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê
(ñ 1856 ã.) Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûø¸â (1821–1894); ìàòåìàòèê, àêà-
äåìèê Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê (ñ 1890 ã.) Àíäðåé Àíäðååâè÷
Ìàðêîâ (1856–1922); ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, àêàäåìèê Ïåòåðáóðã-
ñêîé àêàäåìèè íàóê (ñ 1901 ã.) Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ Ëÿïóíîâ
(1857–1918); ìàòåìàòèê, àêàäåìèê Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê
(ñ 1939 ã.) Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ (1903–1987) è ìíîãèå
äðóãèå.

3.2. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Äîñòîâåðíûå è íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ ïðåäñêàçóåìû îäíîçíà÷íî.
Èíîå äåëî ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Âñÿêèé ýêñïåðèìåíò ñî ñëó÷àéíûì
èñõîäîì (ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò) ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ îäíèì èç
íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèõîäèòñÿ àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò íåñó-
ùåñòâåííûõ èñõîäîâ è ó÷èòûâàòü òîëüêî òå, êîòîðûå â ðåàëüíûõ
óñëîâèÿõ äåéñòâèòåëüíî ìîãóò ñîñòîÿòüñÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïð è ì åð 1. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû âîçìîæíû ñëåäóþùèå
èñõîäû: ìîíåòà óïàëà ãåðáîì ââåðõ; ìîíåòà óïàëà öèôðîé ââåðõ;
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ìîíåòà âñòàëà íà ðåáðî; ìîíåòà êóäà-òî óêàòèëàñü; ìîíåòà ïðè ïàäå-
íèè ðàçðóøèëàñü è ò.ä. Ðåàëüíûìè æå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâà ñîáûòèÿ:
«ìîíåòà óïàëà ãåðáîì ââåðõ» è «ìîíåòà óïàëà öèôðîé ââåðõ». Âñå
îñòàëüíûå ñîáûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåâîçìîæíûìè ëèáî ñâîäÿùèìèñÿ
ê ïåðâûì äâóì, íàïðèìåð óêàòèâøóþñÿ ìîíåòó ìîæíî îòûñêàòü
è ïîñìîòðåòü, êàê îíà óïàëà — ãåðáîì ââåðõ èëè âíèç.

Ïð èìåð 2. Åñëè âìåñòî ìîíåòû ïîäáðîñèòü èãðàëüíóþ êîñòü (êó-
áèê ñ øåñòüþ ïðîíóìåðîâàííûìè ãðàíÿìè), òî èìååì øåñòü ðåàëü-
íûõ èñõîäîâ, åñëè îòâëå÷üñÿ îò òàêèõ ñîáûòèé, êàê ïàäåíèå êóáèêà
íà ðåáðî èëè âåðøèíó è äð.

Ïð è ì åð 3. Â ðåçóëüòàòå âûñòðåëà ïî ñïîðòèâíîé ìèøåíè, ðàç-
äåëåííîé íà 10 êîíöåíòðè÷åñêèõ êðóãîâ, ìîæíî âûáèòü i î÷êîâ
(i = 0, 1, 2, …, 10). Ýòî ýêñïåðèìåíò ñ 11 ðåàëüíûìè èñõîäàìè, ãäå
ê ñëó÷àþ, êîãäà i = 0 (íå âûáèòî íè îäíîãî î÷êà), ñâîäÿòñÿ âñå íóëå-
âûå ðåçóëüòàòû âûñòðåëà, íàïðèìåð: âûñòðåë ïðîèçâåäåí, íî çàðÿä
îêàçàëñÿ ïîäïîð÷åííûì è ïóëÿ, åäâà ïîêèíóâ ñòâîë, òóò æå óïàëà íà
çåìëþ; ñòðåëîê ïîðàçèë ñîñåäíþþ ìèøåíü, à íå ñâîþ è ò.ä.

Èç ýòèõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî âñÿêèé ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò,
åñëè èñêëþ÷èòü íåñóùåñòâåííûå è ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûå ñîáû-
òèÿ, õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ
èñõîäîâ. Êàæäûé îòäåëüíûé èñõîä íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáû-
òèåì èëè òî÷êîé, à ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäîâ —
ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ýòî ìíîæåñòâî îáû÷íî îáî-
çíà÷àþò çíàêîì Ω, òî åñòü ïðîïèñíîé áóêâîé «îìåãà» ãðå÷åñêîãî àë-
ôàâèòà. Â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áóäåì
íàçûâàòü Ω-ìíîæåñòâîì èëè Ω-ïðîñòðàíñòâîì.

Íàïðèìåð, åñëè ìîíåòà ïîäáðîøåíà òðè ðàçà, òî Ω-ìíîæåñòâî èìå-
åò âèä

Ω = {ÃÃÃ, ÃÃÖ, ÃÖÃ, ÃÖÖ, ÖÃÃ, ÖÃÖ, ÖÖÃ, ÖÖÖ},
ãäå Ã — ìîíåòà óïàëà ãåðáîì ââåðõ; Ö — ìîíåòà óïàëà öèôðîé ââåðõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü
äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì, à äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê.
Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ êàê ñ äèñê-
ðåòíûìè, òàê è ñ íåïðåðûâíûìè Ω-ìíîæåñòâàìè. Â äàííîì æå ðàçäå-
ëå îãðàíè÷èìñÿ äèñêðåòíûìè Ω-ïðîñòðàíñòâàìè.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÄÎÌ). Ìîíåòà ïîäáðîøåíà ÷åòûðå ðàçà. Ñêîëüêî âîçìîæíî
èñõîäîâ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà?

2. (382). Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðîøåíà äâà ðàçà. Îïðåäåëèòå ÷èñ-
ëî èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà.
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3. (ÇÀÍ). Íåêòî çàäóìàë òðåõðàçðÿäíîå ÷èñëî â ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ ñ îñíîâàíèåì 7 (÷èñëà ñ íóëÿ íå íà÷èíàþòñÿ). Îïðåäåëèòå ÷èñëî
òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

4. (ÀËÅ). Â óðíå 10 ðàçíîöâåòíûõ øàðîâ. Ñîáûòèå: íàóãàä âûíó-
ëè äâà øàðà. Ñêîëüêî òî÷åê èìååò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé?

5. (ÀßÌ). Â óðíå 8 ðàçíîöâåòíûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíóëè òðè øàðà.
Ñêîëüêî òî÷åê èìååò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé?

6. (ÏÕÂ). Â êîëîäå 36 êàðò. Èç íèõ íåñêîëüêî êàðò âçÿëè íàóãàä
(íå ìåíåå îäíîé, íî íå âñå). ×èñëî âçÿòûõ êàðò — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà. Íàéäèòå ÷èñëî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

3.3. Ïîëå ñîáûòèé

Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Ω-ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ñîáû-
òèåì, èëè ïðîñòî ñîáûòèåì. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (òî åñòü
áóëåàí) ìíîæåñòâà Ω, íàçûâàåòñÿ ïîëåì ñîáûòèé. Èçâåñòíî, ÷òî

( ) 2 ,B
ΩΩ =

ãäå Ω  — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω, òî åñòü ÷èñëî òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé; B(Ω) — áóëåàí ìíîæåñòâà Ω (ïîëå
ñîáûòèé), ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω-ìíîæåñòâà; ( )B Ω  — ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ áóëåàíà, òî åñòü ÷èñëî òî÷åê ïîëÿ ñîáûòèé.

Åñëè Ω-ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî âñå åãî ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ñîáûòèå, ìîæíî ïðîíóìåðî-
âàòü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω ðàñïîëîæèòü
â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå è êàæäîìó ýëåìåíòó ω ∈ Ω  ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå äâîè÷íûé ðàçðÿä. Ïóñòü åäèíèöà â äâîè÷íîì ðàçðÿäå îáî-
çíà÷àåò âõîæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â ïîäìíîæåñòâî, à íóëü
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòîò ýëåìåíò â ïîäìíîæåñòâî íå âõîäèò. Òîãäà
âñÿêîå Ω -çíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî áóäåò îáîçíà÷àòü íåêîòîðîå ñîáû-
òèå. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî òðåìÿ ïðèìåðàìè.

Ïð è ì åð 1. Ïóñòü Ω-ìíîæåñòâî çàäàíî âûðàæåíèåì
Ω = {Ã, Ö}, ãäå Ã — ãåðá; Ö — öèôðà.

Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ Ã è Ö
(èñõîäû ïðè îäíîêðàòíîì áðîñêå ìîíåòû). Ïîñòà-
âèì èì â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íûå ðàçðÿäû òàê, êàê
ïîêàçàíî â òàáë. 3.1. Íóëåâîìó íîìåðó ñîîòâåòñòâó-
åò íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, òàê êàê ñîãëàñíî äâîè÷íî-
ìó ÷èñëó 00 ìîíåòà óïàëà íè öèôðîé ââåðõ, íè ãåð-
áîì ââåðõ, òî åñòü âñòàëà íà ðåáðî. Íî ýòî ñîáûòèå
ñ÷èòàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

  í‡·ÎËˆ‡ 3.1 

  ‹ É ñ 

0 
1 
2 
3 

0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 
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Äâîè÷íîìó ÷èñëó 01 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà ìîíåòà ïàäàåò
öèôðîé ââåðõ, à ÷èñëó 10 — ãåðáîì ââåðõ. ×èñëî 11 ãîâîðèò î òîì,
÷òî ìîíåòà óïàëà ëèáî ãåðáîì ââåðõ, ëèáî öèôðîé ââåðõ. Ýòî äîñòî-
âåðíîå ñîáûòèå.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååì:
2Ω =  — ÷èñëî òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà;

{ }( ) ,{É},{ñ},B Ω = ∅ Ω  — ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñîáûòèé, òî
åñòü áóëåàí ìíîæåñòâà Ω;

( ) 4B Ω =  — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñîáûòèé.

Ïð è ì åð 2. Ïóñòü ìîíåòà ïîäáðîøåíà äâà ðàçà. Òîãäà âîçìîæíî
÷åòûðå âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ èñõîäà:

Ω = {ÃÃ, ÃÖ, ÖÃ, ÖÖ}.

×èñëî òî÷åê ýòîãî Ω-ìíîæåñòâà 4Ω = .
Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñîáûòèé èìååò âèä

{ }( ) ,{ññ},{ñÉ},{ñÉ,ññ},{Éñ},{Éñ,ññ},...,{ÉÉ,Éñ,ñÉ}, ,B Ω = ∅ Ω
÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàâíî 16. Âñå îíè ïðèâåäåíû â òàáë. 3.2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñîáûòèÿ èç ìíî-
æåñòâà ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñîáûòèé, âîñïîëü-
çîâàâøèñü òàáë. 3.2.

Ñòðîêà 0. Ýòî íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, òî
åñòü èñõîä, êîãäà îáà ðàçà ìîíåòà óïàëà
íè öèôðîé ââåðõ, íè ãåðáîì ââåðõ (òî åñòü
âñòàëà íà ðåáðî ëèáî â ïåðâîì ñëó÷àå, ëèáî
âî âòîðîì, ëèáî â îáîèõ), íåâîçìîæåí.

Ñòðîêà 1. Èñõîä ÖÖ, ò.å. â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ìîíåòà óïàëà öèôðîé ââåðõ.

Ñòðîêà 2. Èñõîä ÖÃ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïîñëå ïåðâîãî áðîñêà ìîíåòà óïàëà öèô-
ðîé ââåðõ, à ïîñëå âòîðîãî — ãåðáîì ââåðõ.

Ñòðîêà 3. Ñîáûòèå ÖÃ èëè ÖÖ. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî áðîñêà ìîíåòà
óïàëà öèôðîé ââåðõ. Êàê óïàëà ìîíåòà
ïîñëå âòîðîãî áðîñêà, íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ñòðîêà 5. Ñîáûòèå ÃÖ èëè ÖÖ. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ìîíåòà óïàëà öèôðîé ââåðõ.

Ñòðîêà 7. Ñîáûòèå ÃÖ, èëè ÖÃ, èëè ÖÖ. Õîòÿ áû îäèí ðàç âûïà-
ëà öèôðà.

Ñòðîêà 10. Ñîáûòèå ÃÃ èëè ÖÃ. Ïðè âòîðîì áðîñêå âûïàë ãåðá.
Ñòðîêà 11. Ëèáî â ïåðâîì ñëó÷àå âûïàëà öèôðà, ëèáî âî âòîðîì

ñëó÷àå âûïàë ãåðá.
Ñòðîêà 14. Ñîáûòèå ÃÃ, èëè ÃÖ, èëè ÖÃ îáîçíà÷àåò: õîòÿ áû îäèí

ðàç âûïàë ãåðá.
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Ñòðîêà 15. Õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàë ãåðá èëè õîòÿ áû îäèí ðàç
âûïàëà öèôðà. Ýòî äîñòîâåðíîå ñîáûòèå.

Ïð è ì åð 3. Ïóñòü ïîäáðîøåíà èãðàëüíàÿ êîñòü. Âîçìîæíûå ïðè
ýòîì èñõîäû ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèåì Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç øåñòè
òî÷åê, òî èìååì:

6;Ω =
{ }( ) ,{6},{5},{5,6},{4},{4,6},..., ;B Ω = ∅ Ω

( ) 64B Ω =  — ÷èñëî òî÷åê áóëåàíà Ω-ìíîæåñòâà,
òî åñòü ïðè îäíîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè Ω-ïðîñòðàí-
ñòâî ñîäåðæèò 6 èñõîäîâ, à âñåãî ðàçëè÷íûõ ñîáûòèé 64.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÂÂÌ)! Ìîíåòà ïîäáðîøåíà òðè ðàçà. Íàéäèòå Ω  è ( )B Ω .
2. (629)! Çàäóìàíî äâóõðàçðÿäíîå òðîè÷íîå ÷èñëî, íà÷èíàþùååñÿ

íå ñ íóëÿ. Íàéäèòå Ω  è ( )B Ω .
3. (ßØÎ)! Íåêòî çàäóìàë òðåõðàçðÿäíîå òðîè÷íîå ÷èñëî (êîòîðîå

íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), áåç îñòàòêà äåëÿùååñÿ íà äâà. Íàéäèòå
Ω  è ( )B Ω .

4. (ÀÖÏ)! Â óðíå 10 ïðîíóìåðîâàííûõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2,
3, …, 10 øàðîâ. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå — âûíóò îäèí øàð ñ íåêîòîðûì
íîìåðîì. Íàéäèòå Ω  è ( )B Ω .

3.4. Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âñÿêîå ñîáûòèå — ýòî íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè âûïîëíÿþòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðèè
ìíîæåñòâ Ã. Êàíòîðà, íî ñ ó÷åòîì ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè
ïðèìåíèòåëüíî ê ñîáûòèÿì.

Ñóììîé ñîáûòèé À1 è À2 íàçûâàåòñÿ íîâîå ñîáûòèå À, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ýëåìåíòîâ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäíî èç ñîáûòèé À1
èëè À2.

Îòñþäà ñëåäóþò ÷àñòíûå óòâåðæäåíèÿ:
À + À = À; À + Ω = Ω, À + ∅  = À.

Îïåðàöèÿ ñóììû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà áîëüøåå ÷èñëî ñîáûòèé:
À = À1 + À2 + À3 + … + Àn,

ãäå n — ÷èñëî ñîáûòèé, ñóììà êîòîðûõ åñòü ñîáûòèå À.
Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé. Ïóñòü

À1 è À2 — íåêîòîðûå ñîáûòèÿ. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå — ýòî íîâîå
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ñîáûòèå À, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò îäíîâðåìåííî è ñîáûòèþ À1, è ñîáûòèþ À2:

1 2.A A A= I

Íàïðèìåð, ïóñòü À1 îáîçíà÷àåò «âûáèòî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ» ïðè
îäíîêðàòíîì âûñòðåëå, À2 — «âûáèòî áîëåå ïÿòè î÷êîâ». Òîãäà

À1 = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, À2 = {6, 7, 8, 9, 10}.
Ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå À, ñîñòîÿùåå èç

òî÷åê 6, 8, 10:

1 2 {6,8,10}.A A A= =I

Çíàê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íåóäîáíûì â ïðèìåíåíèè.
Ïîýòîìó âìåñòî íåãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ çíàê àðèôìåòè÷åñêîãî óìíî-
æåíèÿ â âèäå òî÷êè. Ìîæíî è âîîáùå íå óêàçûâàòü íèêàêîãî çíàêà,
÷òî òàêæå áóäåò îáîçíà÷åíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé:

1 2 1 2 1 2.A A A A A A A= = ⋅ =I

Äëÿ îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
À ⋅ À = À; À ⋅ ∅  = ∅ ; À ⋅ Ω = À.

Îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà áîëüøåå ÷èñëî
ñîáûòèé:

1 2 3 .nA A A A A= L

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíà îïåðàöèÿ — îòðè-
öàíèå ñîáûòèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ â òåîðèè ìíî-
æåñòâ. Îòðèöàíèå ñîáûòèÿ À — ýòî íîâîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà, íå âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî òî÷åê ñîáûòèÿ À.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèå À è åãî îòðèöàíèå — ýòî ïðîòèâîïîëîæíûå
ñîáûòèÿ. Îáîçíà÷àåòñÿ îòðèöàíèå ÷åðòîé íàä áóêâîé, îáîçíà÷àþùåé
ñîáûòèå: Ä . Íàïðèìåð, ïóñòü À îáîçíà÷àåò «âûáèòî íå ìåíåå 5 î÷-
êîâ» ïðè îäíîì âûñòðåëå: À = {5, 6, 7, 8, 9, 10}. Òîãäà ñîáûòèå Ä

«âûáèòî ìåíåå 5 î÷êîâ» — ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê Ä  = {0, 1, 2, 3, 4}.
Äëÿ îïåðàöèè îòðèöàíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

; ; .Ä Ä= ∅ = Ω Ω = ∅
Ðàññìîòðåííûå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè. Èñïîëüçóÿ èõ,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü è äðóãèå îïåðàöèè, íàïðèìåð ðàçíîñòü ñîáûòèé.
Â òåîðèè ìíîæåñòâ — ýòî ðàçíîñòü ìíîæåñòâ. Ðàçíîñòü ñîáûòèé À1
è À2 — ýòî íîâîå ñîáûòèå À, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âñå òå òî÷êè
Ω-ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñîáûòèþ À1, íî íå ïðèíàäëåæàò
ñîáûòèþ À2:

À = À1 \ À2,
ãäå íàêëîííàÿ ÷åðòà îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ðàçíîñòè ñîáûòèé.
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Ïð è ìåð. Ïóñòü À1 îáîçíà÷àåò «âûáèòî áîëåå ïÿòè î÷êîâ» ïðè
îäíîêðàòíîì âûñòðåëå ïî ñïîðòèâíîé ìèøåíè, À2 — «âûáèòî íå÷åò-
íîå ÷èñëî î÷êîâ»:

À1 = {6, 7, 8, 9, 10}; À2 = {1, 3, 5, 7, 9}.
Òîãäà ðàçíîñòü ñîáûòèé À1 è À2 ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

À = À1 \ À2 = {6, 8, 10}.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðàçíîñòè ñîáûòèé íåò íåîáõîäèìîñòè â èñ-
ïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíîãî çíàêà (â âèäå íàêëîííîé ÷åðòû), ïîñêîëü-
êó ðàçíîñòü ñîáûòèé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ
è îòðèöàíèÿ:

1 2 1 2\ .A A A A=
Òàê êàê îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè — ýòî òå æå îïåðàöèè, ÷òî è

íàä ìíîæåñòâàìè, òî ê ñîáûòèÿì ìîæíî ïðèìåíÿòü çàêîíû ñêëåèâà-
íèÿ, ïîãëîùåíèÿ è äå Ìîðãàíà.

Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç îòìåòèì: îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè âûïîë-
íÿþòñÿ òîëüêî ïðè îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé. Åñëè æå ñîáûòèå À áåðåòñÿ èç îäíîãî Ω-ìíîæåñòâà, à ñîáûòèå
Â — èç äðóãîãî, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññìîòðåííûå îïåðàöèè ñìûñëà
íå èìåþò.

Óïðàæíåíèÿ

1. Îäèí ðàç ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü, ãðàíè êîòîðîé ïðî-
íóìåðîâàíû: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Óêàæèòå èñõîäû ýêñïåðèìåíòà, óäîâëåò-
âîðÿþùèå ñîáûòèþ Ñ = À + Â, åñëè

(ÞÉ2) À — âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî, Â — âûïàâøåå ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 3;

(21Ó) À — âûïàëî íå áîëåå 3 î÷êîâ, Â — ÷èñëî î÷êîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì;

(ÓØÎ) À — âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî, Â — ÷èñëî î÷êîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì.

2. Â óðíå 10 ïðîíóìåðîâàííûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíèìàþò îäèí
øàð. Íàéòè òî÷êè Ω-ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîáûòèþ Ñ = ÀÂ:

(719) À — íîìåð øàðà íå äåëèòñÿ íà 5, Â — íîìåð øàðà íå äå-
ëèòñÿ íà 6;

(ÑÒÈ) À — íîìåð øàðà — ïðîñòîå ÷èñëî, Â — íîìåð — íå÷åòíîå
÷èñëî.
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3.5. Ñîâìåñòíûå è íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

Åñëè ñîáûòèÿ À è Â èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó èç
Ω-ïðîñòðàíñòâà, òî îíè íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíûìè. Ïðîèçâåäåíèå ñî-
âìåñòíûõ ñîáûòèé âñåãäà íåïóñòî. Åñëè æå ñîáûòèÿ À è Â íå èìåþò
îáùèõ òî÷åê, òî îíè íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Ïðèìåðîì ìîãóò
ñëóæèòü ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ. Îäíàêî íåñîâìåñòíûìè ìîãóò
áûòü è ñîáûòèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè. Íàïðèìåð, ïóñòü
À îáîçíà÷àåò «âûáèòî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ», Â — «âûáèòî 5 èëè
7 î÷êîâ» ïðè îäíîêðàòíîì âûñòðåëå ïî ñïîðòèâíîé ìèøåíè. Òîãäà

À = {0, 2, 4, 6, 8}; Â = {5, 7},
îòêóäà âèäíî, ÷òî ñîáûòèÿ À è Â íåñîâìåñòíû è íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè, ïîñêîëüêó òî÷êè 1, 3, 9, 10 ïðèíàäëåæàò Ω-ìíîæå-
ñòâó, íî íå âõîäÿò íè â îäíî èç ñîáûòèé À è Â.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé âñåãäà ïóñòî.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÊÑÑ). Íåêòî çàäóìàë íàòóðàëüíîå äâóçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñ-
ëî N ≤ 20. Ñîáûòèå À ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäóìàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 3 èëè íà 5. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè
ñ ñîáûòèåì À:

1) ÷èñëî N äåëèòñÿ íà 6;
2) ÷èñëî N ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;
3) â ñòàðøåì ðàçðÿäå ÷èñëà N íàõîäèòñÿ ÷åòíàÿ öèôðà;
4) ÷èñëî N åñòü êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà;
5) åñëè N ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî íàèìåíüøèì

ìíîæèòåëåì áóäåò ÷èñëî 5;
6) àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè öèôð ðàâíà 4;
7) ÷èñëî N ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì?
2. (398). Â óðíå 10 ïðîíóìåðîâàííûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíèìàþò

îäèí øàð. Ñîáûòèå À ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîìåð èçâëå÷åííîãî øàðà
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñò-
íûìè ñ ñîáûòèåì À:

1) íîìåð øàðà — ïðîñòîå ÷èñëî;
2) íîìåð øàðà äåëèòñÿ íà 3;
3) íîìåð øàðà íå ïðåâûøàåò 1;
4) íîìåð øàðà íå ïðåâûøàåò 10;
5) íîìåð øàðà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì;
6) íîìåð øàðà — ñîñòàâíîå ÷èñëî;
7) íîìåð øàðà äåëèòñÿ íà 4;
8) øàð èìååò íîìåð 10?
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3.6. Ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé

Ïóñòü À1, À2, …, Àn — íåêîòîðûå ñîáûòèÿ. Åñëè À1 + À2 + … +
+ Àn = Ω, òî îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé. Ïðè ýòîì ñîáûòèÿ
À1, À2, …, Àn ìîãóò áûòü êàê ñîâìåñòíûìè, òàê è íåñîâìåñòíûìè.
Åñëè ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî îíè íàçûâàþòñÿ ãèïîòå-
çàìè.

Ïð è ì åð 1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Ñîáûòèÿ À1 = {ÃÃ},
À2 = {ÃÖ}, À3 = {ÖÃ} è À4 = {ÖÖ}, ãäå Ã — ãåðá, Ö — öèôðà, ÿâëÿþòñÿ
ãèïîòåçàìè, òàê êàê îíè ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó ñîáûòèé.

Ïð è ì åð 2. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Ñîáûòèÿ À1 è À2, ãäå
À1 = {ÃÃ, ÃÖ, ÖÃ}, À2 = {ÖÖ, ÃÖ, ÖÃ}, îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó,
íî ãèïîòåçàìè íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê îíè ñîâìåñòíû, ïîñêîëüêó èìå-
þò äâå îáùèå òî÷êè ÃÖ è ÖÃ.

Óïðàæíåíèÿ

1. (Ò79). Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 4 ðàçà. Óêàæèòå íàáîðû ñîáûòèé,
îáðàçóþùèå ãèïîòåçû:

1) À — íè ðàçó íå âûïàë ãåðá, Â — ãåðá âûïàë îäèí ðàç, Ñ — ãåðá
âûïàë áîëåå äâóõ ðàç;

2) À — â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî è âòîðîãî áðîñêîâ ìîíåòû âûïàë
ãåðá, Â — â ðåçóëüòàòå âòîðîãî áðîñêà âûïàë ãåðá, Ñ — â ðåçóëüòàòå
ïåðâîãî è âòîðîãî áðîñêîâ ìîíåòû âûïàëà öèôðà;

3) À — öèôðà âûïàëà ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, Â — ãåðá âûïàë ÷åòíîå
÷èñëî ðàç;

4) À — â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî áðîñêà âûïàëà öèôðà, Â — â ðåçóëü-
òàòå âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî áðîñêîâ õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàëà
öèôðà, Ñ — íè ðàçó íå âûïàëà öèôðà;

5) À — íè ðàçó íå âûïàë ãåðá, Â — íè ðàçó íå âûïàëà öèôðà;
6) À — öèôðà âûïàëà äâà èëè òðè ðàçà, Â — öèôðà âûïàëà

íå áîëåå îäíîãî ðàçà, Ñ — ÷åòûðå ðàçà âûïàëà öèôðà;
7) À — öèôðà âûïàëà áîëåå äâóõ ðàç, Â — öèôðà âûïàëà íå ìå-

íåå äâóõ ðàç;
8) À — ãåðá âûïàë ÷åòûðå ðàçà èëè íè ðàçó, Â — öèôðà âûïàëà

îäèí èëè äâà ðàçà, Ñ — ãåðá âûïàë îäèí ðàç.
2. (6ÒÒ). Êàêèå èç íàáîðîâ ñîáûòèé â óïðàæíåíèè 1 îáðàçóþò

ïîëíóþ ãðóïïó?
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3.7. Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

Âûøå áûëî ñêàçàíî, ÷òî äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñòåïåíè âîç-
ìîæíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èñïîëü-
çóåòñÿ ñïåöèàëüíûé òåðìèí — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ. Êàê ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
ñïîñîáàìè: êëàññè÷åñêèì, ñòàòèñòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûë êëàññè÷åñêèé ñïîñîá. Îí ïðèìåíèì òîëü-
êî ê äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì ñîáûòèÿì, êîãäà óäàåòñÿ ïîäñ÷èòàòü
îáùåå ÷èñëî n âñåõ ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà è ÷èñëî
m èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ îæèäàåìîìó ñîáûòèþ À. Âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ À â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå âåëè÷èí
m è n:

( ) ,p A m n=
ãäå p(À) — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü p(À) —
ýòî äðîáü, çíà÷åíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ p(À) ≤ 1, ãäå
ñëó÷àþ p(À) = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, à ñëó÷àþ
p(À) = 1 — äîñòîâåðíîå ñîáûòèå.

Îñíîâîé êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå ðàâíîâîçìîæíîñòè âñåõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà. Íàïðèìåð, âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò 5 î÷êîâ, åñëè îäèí ðàç ïîäáðîñèòü èãðàëü-
íóþ êîñòü, ðàâíà 1/6. Íî âåðíî ýòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêè àáñîëþòíî ïðàâèëüíûé êóá, à ïëîò-
íîñòü âåùåñòâà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí êóá, îäèíàêîâà ïî âñåìó åãî
îáúåìó. Åñëè æå óñëîâèÿ ðàâíîâîçìîæíîñòè èñõîäîâ íå âûïîëíÿþò-
ñÿ, òî êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè èñïîëüçîâàòü
íåëüçÿ. Íàïðèìåð, äåðåâÿííûé êóáèê, â îäíó èç ãðàíåé êîòîðîãî
âìîíòèðîâàíà ñâèíöîâàÿ ïëàñòèíêà, ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîäáðàñûâà-
íèè áóäåò ïàäàòü âíèç ýòîé ñòîðîíîé ãîðàçäî ÷àùå, ÷åì äðóãèìè ñòî-
ðîíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïàäåíèÿ êóáèêà «ñâèíöîâîé» ñòî-
ðîíîé ââåðõ íå áóäåò ðàâíîé 1/6.

Ñóòü ñòàòèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîÿñíèì íà ñëå-
äóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü ñòðåëîê ïðîèçâåë 200 âûñòðåëîâ è èç íèõ
160 ðàç ïîïàë â ìèøåíü, à 40 — ïðîìàõíóëñÿ. Îáîçíà÷èì áóêâîé À
ñîáûòèå «ïîïàäàíèå â ìèøåíü». Îòíîøåíèå ÷èñëà ïîïàäàíèé ê
îáùåìó ÷èñëó âûñòðåëîâ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáû-
òèÿ À. Îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì p′(A):

160 4
( ) .

200 5
p Ä′ = =

Åñëè ñäåëàòü 400 âûñòðåëîâ, òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ìîæåò èç-
ìåíèòüñÿ. Åùå óâåëè÷èì ÷èñëî âûñòðåëîâ. Åñëè êàæäûé âûñòðåë
ïðîèçâîäèòñÿ ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ, òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòî-
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òà ïðèìåò óñòîé÷èâûé õàðàêòåð è ñ ðîñòîì ÷èñëà âûñòðåëîâ áóäåò
ìåíÿòüñÿ, ñòðåìÿñü â áåñêîíå÷íîñòè ê íåêîòîðîìó ÷èñëó q, êîòîðîå
è ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñòàòèñòè÷åñêèì ïóòåì ìû â ïðèíöèïå íå ìî-
æåì îïðåäåëèòü èñòèííóþ âåðîÿòíîñòü íè îäíîãî ñîáûòèÿ, òàê êàê
íèêàêîé ýêñïåðèìåíò ìû íå ìîæåì ïîâòîðÿòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé àáñîëþòíàÿ òî÷íîñòü è íå òðåáóåòñÿ.
Íà ïðàêòèêå îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì èñïûòàíèé
è ïîëó÷åííóþ îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïðèáëèæåííî ïðèíèìàþò çà
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, òî êëàññè÷åñêèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè èñïîëüçîâàòü íåâîçìîæíî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåò-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íà ñëåäóþùåì
ïðèìåðå. Äîïóñòèì, ÷òî â êðóã ðàäèóñà R âïèñàí ìåíüøèé êðóã ðà-
äèóñà r. Â ïðåäåëàõ ïëîùàäè áîëüøîãî êðóãà íàóãàä ñòàâèòñÿ òî÷êà,
êîòîðàÿ ìîæåò ïîïàñòü èëè íå ïîïàñòü â ìàëûé êðóã. Åñëè ïîïàäà-
íèå â êàæäóþ òî÷êó áîëüøîãî êðóãà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâîçìîæíûì,
òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À, îáîçíà÷àþùåãî «ïîïàäàíèå â ìàëûé êðóã»,
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäè ìàëîãî êðóãà ê ïëîùàäè áîëü-
øîãî êðóãà:

2 2

2 2
( ) .

r r
p Ä

R R

π= =
π

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ
êëàññà:

à) çàäà÷è, ðåøàåìûå êëàññè÷åñêèì ïóòåì. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çàäà-
÷è ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñ-
ïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì ìåòîäû êîìáèíàòîðèêè;

á) çàäà÷è, ðåøàåìûå ãåîìåòðè÷åñêèì ïóòåì. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çà-
äà÷è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà. Êëàññè÷åñêèé ïîä-
õîä ê çàäà÷àì ýòîãî êëàññà íåïðèìåíèì.

Ñòàòèñòè÷åñêèé æå ïîäõîä, â ñóùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.
Îí ïðèìåíèì ê ëþáûì êëàññàì âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷.

3.8. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä. Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïðèâåäåíû îáðàçöû ðåøåíèÿ íåñëîæíûõ
çàäà÷ ñ äèñêðåòíûìè âåðîÿòíîñòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

1. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â øåñòèêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò òî÷íî äâà ðàçà.

Ðåøåíèå. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü åäèíèöåé ïàäåíèå ìîíåòû ãåð-
áîì ââåðõ è íóëåì ïàäåíèå ìîíåòû ãåðáîì âíèç. Òîãäà âñÿêèé èñõîä



7 2

ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâèòñÿ øåñòèçíà÷íûì äâîè÷íûì êîäîì è çàäà÷ó
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü: íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîì êîäå
áóäóò òî÷íî äâå åäèíèöû.

Âñåãî ñóùåñòâóåò 64 äâîè÷íûõ ÷èñëà: 64Ω = . Ýòî çíàìåíàòåëü
èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. ×òîáû íàéòè ÷èñëèòåëü, âûÿñíèì, ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ
òî÷íî äâå åäèíèöû. Ïî ôîðìóëå ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç 6 ïî 2 íàõîäèì:

2
6

6 !
15.

2!(6 2) !
ë = =

−
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 15/64.

2. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 8 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíå-
òà 5 ðàç óïàäåò ãåðáîì ââåðõ è 3 ðàçà öèôðîé ââåðõ. Ïðè ýòîì ïåðâûé
áðîñîê è ïîñëåäíèé çàêàí÷èâàþòñÿ ïàäåíèåì ìîíåòû ãåðáîì ââåðõ.

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü åäè-
íèöåé ïàäåíèå ìîíåòû ãåðáîì ââåðõ è íóëåì ïàäåíèå ìîíåòû ãåðáîì
âíèç. Âñåãî ñóùåñòâóåò 256 âîñüìèçíà÷íûõ äâîè÷íûõ êîäîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, 256Ω = . Ýòî çíàìåíàòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. Ïåðåõî-
äèì ê ÷èñëèòåëþ. Òàê êàê ñòàðøèé è ìëàäøèé ðàçðÿäû âîñüìèçíà÷-
íîãî äâîè÷íîãî ÷èñëà çàíÿòû åäèíèöàìè è íóëè òàì ñòîÿòü íå ìîãóò,
òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîëè÷åñòâà øåñòèçíà÷íûõ äâîè÷-
íûõ ÷èñåë, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ òî÷íî òðè åäèíèöû.
Ïî ôîðìóëå ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç 6 ïî 3 íàõîäèì: âñåãî ñóùåñòâóåò
20 òàêèõ ÷èñåë. Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 20/256. Ðåçóëüòàò
íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè, ñëåäîâàòåëüíî,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ð = 5/64.

3. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 100 ðàç, è âñå 100 ðàç ìîíåòà óïàëà ãåðáîì
ââåðõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè ìîíåòó ïîäáðîñèòü åùå îäèí
ðàç, òî îíà òàêæå óïàäåò ãåðáîì ââåðõ.

Ðåøåíèå. Èíòóèöèÿ ãîâîðèò íàì, ÷òî äëèííûå ñåðèè îäèíàêîâûõ
èñõîäîâ ìàëîâåðîÿòíû, è ÷åì äëèííåå ñåðèÿ, òåì âåðîÿòíåå åå ïðå-
ðûâàíèå íà ñëåäóþùåì èñõîäå ýêñïåðèìåíòà. Íà ñàìîì æå äåëå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â î÷åðåäíîé ðàç âûïàäåò ãåðá, íå çàâèñèò îò òîãî,
êàê ïàäàëà ìîíåòà â ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 1/2.

4. Â òèðå 5 ìèøåíåé. Íà îãíåâîé ïîçèöèè òðè ñòðåëêà. Êàæäûé
ñòðåëîê âûáèðàåò ìèøåíü íåçàâèñèìî îò äðóãèõ è äåëàåò îäèí âûñò-
ðåë áåç ïðîìàõà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) âñå ñòðåëêè âûáåðóò ðàçíûå ìèøåíè;
á) âñå ñòðåëêè âûáåðóò îäíó è òó æå ìèøåíü;
â) âñå ñòðåëêè âûáåðóò ïîñëåäíþþ ìèøåíü;
ã) òðè ìèøåíè îêàæóòñÿ áåç ïðîáèâîê.
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Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ìèøåíè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 2,
3, 4 è êàæäîìó ñòðåëêó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé ðàç-
ðÿä òðåõçíà÷íîãî ïÿòåðè÷íîãî ÷èñëà. Òîãäà âñå èñõîäû ñòðåëüáû îêà-
æóòñÿ çàêîäèðîâàííûìè. Íàïðèìåð, êîä 000 ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñå
ñòðåëêè âûáðàëè ìèøåíü ñ íóëåâûì íîìåðîì; 322 — ïåðâûé ñòðåëîê
âûáðàë òðåòüþ ìèøåíü, à âòîðîé è òðåòèé — âòîðóþ; 142 — ïåðâûé
ñòðåëîê âûáðàë ïåðâóþ ìèøåíü, âòîðîé — ÷åòâåðòóþ, òðåòèé — âòî-
ðóþ è ò.ä. Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà ðàâíî ÷èñëó âñåõ òðåõ-
ðàçðÿäíûõ ïÿòåðè÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå ÷èñëà ðàçìåùåíèé èç 5 ïî 3 ñ ïîâòîðåíèÿìè ñóùå-
ñòâóåò 53 òàêèõ ÷èñåë, òîãäà 125Ω = . Ýòî çíàìåíàòåëü äëÿ âñåõ ÷å-
òûðåõ ïóíêòîâ äàííîé çàäà÷è. Íàõîäèì ÷èñëèòåëè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðîÿòíîñòè:

à) èñõîäó, êîãäà ñòðåëêè âûáðàëè ðàçíûå ìèøåíè, ñîîòâåòñòâóåò
òðåõçíà÷íîå ïÿòåðè÷íîå ÷èñëî, â êîòîðîì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð.
Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ è ñ íóëÿ. Èõ êî-
ëè÷åñòâî ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå ÷èñëà ðàçìåùåíèé èç 5 ïî 3 áåç
ïîâòîðåíèé:

3
5

5!
60.

(5 3) !
Ä = =

−
Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ñòðåëêè âûáåðóò ðàç-

íûå ìèøåíè, ðàâíà ð = 60/125 = 12/25;
á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïóëè ïîïàäóò â îäíó ìèøåíü, ðàâíà

5/125, òàê êàê âñåãî ñóùåñòâóåò ïÿòü ÷èñåë, â êîòîðûõ âñå öèôðû
îäèíàêîâûå: 000, 111, 222, 333, 444. Ñîêðàòèâ ïîëó÷åííóþ äðîáü,
ïîëó÷àåì ð = 1/25;

â) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ïóëè ïîïàäóò â ïîñëåäíþþ ìèøåíü,
ðàâíà 1/125, òàê êàê ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 444, îáîçíà÷àþ-
ùåå âûáîð ÷åòâåðòîé ìèøåíè âñåìè ñòðåëêàìè;

ã) åñëè òðè ìèøåíè îñòàëèñü áåç ïðîáèâîê, çíà÷èò, ïîðàæåíû
äâå ìèøåíè. Ýòèì èñõîäàì ñîîòâåòñòâóþò ïÿòåðè÷íûå òðåõðàçðÿä-
íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ îäíà öèôðà âñòðå÷àåòñÿ òî÷íî äâà
ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì ÷èñëå ñîäåðæàòñÿ äâå ðàçëè÷íûå öèô-
ðû. Äâå öèôðû èç ïÿòè ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè (ïî ôîðìóëå
÷èñëà ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé). Âûáåðåì îäíó èõ ýòèõ ïàð, íàïðè-
ìåð 0 è 1. Èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü 6 òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, â êàæäîì
èç êîòîðûõ äâå îäèíàêîâûå öèôðû: 001, 010, 011, 100, 101, 110.
Åñëè âçÿòü äðóãóþ ïàðó, íàïðèìåð 2 è 3, òî ïîëó÷èì åùå 6 íîâûõ
÷èñåë: 223, 232, 233, 322, 323, 332. Òàê êàê âñåãî èìååòñÿ 10 ïàð,
òî îáùåå êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ÷èñåë ðàâíî 6 ⋅ 10 = 60. Ñëåäîâàòåëüíî,
ð = 60/125 = 12/25.
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5. Â áèáëèîòåêå èìååòñÿ ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó øåñòè íîâûõ êíèã
î ïðèêëþ÷åíèÿõ. Ïðîíóìåðóåì èõ 0, 1, 2, 3, 4, 5. ×åòâåðî ïîñåòèòå-
ëåé íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñäåëàëè çàÿâêè êàæäûé íà îäíó èç
ýòèõ êíèã. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêòî íå âûáåðåò ïîñëåäíþþ
êíèãó.

Ðåøåíèå. Òàê êàê êíèãè ïðîíóìåðîâàíû, òî êàæäûé âàðèàíò èõ
âûáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åòûðåõðàçðÿäíûì øåñòåðè÷íûì ÷èñëîì.
Âñåãî ñóùåñòâóåò 64 òàêèõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, 1296Ω = . Ýòî
çíàìåíàòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. Ïåðåõîäèì ê ÷èñëèòåëþ. Îí ðà-
âåí 54. Ñòîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ øåñòåðè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ íåò öèôðû 5 (ïîñêîëüêó ïÿòóþ êíèãó íèêòî
íå âûáðàë). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 625/1296.

6. Íåêòî çàäóìàë äâóõðàçðÿäíîå ïÿòåðè÷íîå ÷èñëî, ïðè ýòîì ÷èñ-
ëà ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ: 00, 01, 02, 03, 04, 10, 12, …, 44. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÷åòíîå.

Ðåøåíèå. Âñåãî ñóùåñòâóåò 25 äâóõðàçðÿäíûõ ïÿòåðè÷íûõ ÷èñåë,
ñëåäîâàòåëüíî, çíàìåíàòåëü íàéäåí. Ïåðåõîäèì ê ÷èñëèòåëþ. Â ëþ-
áîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå ÷èñëà ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè
îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ÷åòíî, òî íå÷åòíûõ n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ÷åòíûõ. Ïðè íå÷åòíîì æå îñíîâàíèè ÷åòíûõ
n-ðàçðÿäíûõ ÷èñåë íà åäèíèöó áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ð = 13/25.

7. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò òðè ðàçà è êàæäûé ðàç çàïè-
ñûâàþò ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ. Íàïðèìåð, 436 — ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðè ïåðâîì áðîñêå âûïàëî 4 î÷êà, ïðè âòîðîì — 3, ïðè òðåòüåì — 6.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðåõðàç-
ðÿäíîå ÷èñëî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì, ò.å. îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ êàê ñëåâà íàïðàâî, òàê è ñïðàâà
íàëåâî.

Ðåøåíèå. Âñåãî öèôð 6, ñëåäîâàòåëüíî, çíàìåíàòåëü èñêîìîé âå-
ðîÿòíîñòè ðàâåí 63

 = 216. Íàõîäèì ÷èñëèòåëü. ×èñëî ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì, åñëè îíî íà÷èíàåòñÿ è îêàí÷èâàåòñÿ îäíîé è òîé æå öèô-
ðîé. Â ñåðåäèíå ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ öèôðà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî
òàêèõ ñèììåòðè÷íûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò 36. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü
ð = 36/216 = 1/6.

8. Çàäóìàíî ïÿòèçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, íå íà÷èíàþùååñÿ
ñ íóëÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öèôðû â ÷èñëå èäóò â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî, íàïðèìåð: 75321, 98640 è ò.ä.

Ðåøåíèå. Öèôðû óáûâàþò, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð
â ÷èñëå íåò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà òàêèõ ÷èñåë ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ôîðìóëó ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç 10 ïî 5 áåç ïîâòîðåíèé. Ïîëó÷èò-
ñÿ 252. Ýòî ÷èñëèòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. Çíàìåíàòåëü ðàâåí
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90000 — îáùåå êîëè÷åñòâî âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, íà-
÷èíàþùèõñÿ íå ñ íóëÿ. Òîãäà ð = 252/90000 = 7/2500.

9. Èç êîðîáêè, â êîòîðîé 8 êîíôåò «Âåñíà» è 5 êîíôåò «Ðîìàø-
êà», íàóãàä áåðóò 6 êîíôåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûá-
ðàííûõ îêàæåòñÿ òî÷íî 3 êîíôåòû «Âåñíà».

Ðåøåíèå. Òðè êîíôåòû «Âåñíà» ìîæíî âûáðàòü 56 ñïîñîáàìè (÷èñ-
ëî ñî÷åòàíèé èç 8 ïî 3). Êðîìå òîãî, ñðåäè âûáðàííûõ äîëæíî áûòü
3 êîíôåòû «Ðîìàøêà». Èõ ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè (÷èñëî ñî÷å-
òàíèé èç 5 ïî 3). Òîãäà 6 êîíôåò, ñðåäè êîòîðûõ 3 êîíôåòû «Âåñíà»
è 3 êîíôåòû «Ðîìàøêà», ìîæíî âûáðàòü 56 ⋅ 10 = 560 ñïîñîáàìè. Ýòî
÷èñëèòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. Çíàìåíàòåëü åå ðàâåí ÷èñëó ñïîñî-
áîâ âûáðàòü 6 êîíôåò èç 13, ò.å. èç îáùåãî ÷èñëà êîíôåò. Îíî ðàâíî
1716 (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 13 ïî 6). Òîãäà ð = 560/1716 = 140/429.

10. Â óðíå 6 áåëûõ øàðîâ è 4 ÷åðíûõ. Íàóãàä áåðóò 3 øàðà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàðû:

à) âñå áåëûå; â) îäèí áåëûé è äâà ÷åðíûõ;
á) âñå ÷åðíûå; ã) îäèí ÷åðíûé è äâà áåëûõ.
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ÷èñëî òî÷åê Ω-ïðîñòðàíñòâà: 120Ω =  (÷èñëî

ñî÷åòàíèé èç 10 ïî 3). Ýòî çíàìåíàòåëü äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ïóí-
êòîâ äàííîé çàäà÷è. Íàõîäèì äëÿ íèõ ÷èñëèòåëè è ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè:

à) òðè áåëûõ øàðà èç 6 ìîæíî âûáðàòü 20 ñïîñîáàìè, òîãäà
ð = 20/120 = 1/6;

á) òðè ÷åðíûõ øàðà èç 6 ìîæíî âûáðàòü 4 ñïîñîáàìè, òîãäà
ð = 4/120 = 1/30;

â) îäèí áåëûé øàð ìîæíî âûáðàòü 6 ñïîñîáàìè, äâà ÷åðíûõ øàðà
èç ÷åòûðåõ ìîæíî âûáðàòü 6 ñïîñîáàìè. Òîãäà îäèí áåëûé è äâà
÷åðíûõ øàðà ìîãóò áûòü âûáðàíû 6 ⋅ 6 = 36 ñïîñîáàìè. Èñêîìàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ð = 36/120 = 3/10;

ã) îäèí ÷åðíûé øàð èç 4 ìîæíî âûáðàòü 4 ñïîñîáàìè, 2 áåëûõ èç
øåñòè — 15 ñïîñîáàìè. Îäèí ÷åðíûé è äâà áåëûõ øàðà ìîãóò áûòü
âûáðàíû 60 ñïîñîáàìè. Òîãäà ð = 60/120 = 1/2.

11. Èç êîëîäû, â êîòîðîé 36 êàðò, íàóãàä âûíèìàþò äâå êàðòû.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ êàðò íåò íè îäíîãî òóçà.

Ðåøåíèå. Äâå êàðòû èç 36 ìîæíî âûáðàòü 630 ñïîñîáàìè (÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç 36 ïî 2). Ýòî çíàìåíàòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè. Íàõî-
äèì ÷èñëèòåëü. Ñóùåñòâóåò 496 ïàð êàðò, ñðåäè êîòîðûõ íåò òóçîâ
(÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 32 ïî 2). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 496/630 =
= 248/315.

12. Íåêòî çàäóìàë äåñÿòèçíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæåò
íà÷èíàòüñÿ è ñ íóëÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íåì òî÷íî òðè
åäèíèöû, ïðè÷åì ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö â ÷èñëå íåò?
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Ðåøåíèå. Â çàäóìàííîì ÷èñëå òðè åäèíèöû è 7 íóëåé. Çàïèøåì
â ðÿä 7 íóëåé. Åäèíèöû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî ìåæäó íóëÿìè,
à òàêæå ñëåâà è ñïðàâà îò íóëåé. Ïîñêîëüêó íóëåé âñåãî 7, òî äëÿ
ðàçìåùåíèÿ òðåõ åäèíèö èìååòñÿ 8 ìåñò. Òðè åäèíèöû ïî ýòèì âîñü-
ìè ìåñòàì ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû 56 ñïîñîáàìè (÷èñëî ñî÷åòàíèé
èç 8 ïî 3). Âñåãî äåñÿòèçíà÷íûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò
210

 = 1024. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 56/1024 = 7/128.

13. Íà ïîëêó â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ïîñòàâèëè 3 êíèãè ïî ôèçèêå
è 6 êíèã ïî õèìèè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà
îêàæóòñÿ êíèãè ïî õèìèè?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñëåâà è ñïðàâà íàõîäÿòñÿ êíèãè ïî õèìèè,
òî ìåæäó íèìè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû
3 êíèãè ïî ôèçèêå è 4 — ïî õèìèè. Âñåãî ñóùåñòâóåò 35 âàðèàíòîâ
èõ ðàñïîëîæåíèÿ (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 7 ïî 4). Ýòî ÷èñëèòåëü èñêî-
ìîé âåðîÿòíîñòè. Îáùåå ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùå-
íèÿ äåâÿòè êíèã ðàâíî 84 (ïî ôîðìóëå ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðå-
íèÿìè). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ð = 35/84 = 5/12.

14. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïåðâî-
ãî áðîñêà âûïàäàåò ÷èñëî 0 < à < 7, â ðåçóëüòàòå âòîðîãî — ÷èñëî
0 < b < 7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) ÷èñëî à − b áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, íå ðàâíûì íóëþ;
á) ÷èñëî à + b áóäåò íå áîëüøå 7;
â) ÷èñëî a b−  áóäåò íå ðàâíûì íóëþ è íå ðàâíûì åäèíèöå.
Ðåøåíèå. Âñåãî ñóùåñòâóåò 36 èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà. Ýòî çíàìå-

íàòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ. Íàõîäèì ÷èñëè-
òåëè:

à) ñóùåñòâóåò 6 èñõîäîâ, êîãäà à = b. Èç îñòàâøèõñÿ 30 èñõîäîâ
ïîëîâèíà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà à > b, òî åñòü ÷èñëî à − b áóäåò
ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëèòåëü ðàâåí 15. Òîãäà èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ð = 15/36 = 5/12;

á) ïåðåáîðîì ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò 15 ñëó÷àåâ, êîãäà
à + b > 7:

2 + 6 = 8, 6 + 2 = 8, 4 + 4 = 8, 3 + 5 = 8, 5 + 3 = 8,
4 + 5 = 9, 5 + 4 = 9, 3 + 6 = 9, 6 + 3 = 9, 4 + 6 = 10,
6 + 4 = 10, 5 + 5 = 10, 5 + 6 = 11, 6 + 5 = 11, 6 + 6 = 12.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî èñõîäîâ, êîãäà à + b íå áîëüøå 7, ðàâíî 21.

Ýòî èñêîìûé ÷èñëèòåëü. Òîãäà ð = 21/36 = 7/12;
â) ñóùåñòâóåò 15 èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà, êîãäà à > b è à − b ÿâëÿ-

åòñÿ íå ðàâíûì íóëþ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Óäàëèì èç íèõ 5 ñëó-
÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå: 2 − 1 = 3 − 2 = 4 − 3 = 5 − 4 =
= 6 − 5 = 1. Îñòàíåòñÿ 10 èñõîäîâ. Ïðèáàâèì ê íèì åùå 10, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâî à < b. Ïîëó÷èì 20 èñõîäîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
÷èñëî a b−  íå ðàâíî íóëþ è íå ðàâíî åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñ-
ëèòåëü èñêîìîé âåðîÿòíîñòè ðàâåí 20 è ð = 20/36 = 5/9.
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3.9. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ
äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

Ñîáûòèÿ À è Â íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîÿâëåíèå îäíî-
ãî èç íèõ íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âåðîÿòíîñòè äðóãîãî. Òåîðåìà
óìíîæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

p(ÀÂ) = p(À) ⋅ p(Â),
ò.å. âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé. Ýòà òåîðåìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà n
ñîáûòèé:

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )n np A A A A p A p A p A p A= ⋅ ⋅ ⋅L L

Ïð è ìåð 1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ïåðâîì áðîñêå âûïàäåò ãåðá (ýòî ñîáûòèå À), à âî âòî-
ðîì — öèôðà (ñîáûòèå Â).

Ðåøåíèå. Íàõîäèì âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ ñîáûòèé: p(À) = 0,5;
p(Â) = 0,5. Òîãäà p(ÀÂ) = 0,5 ⋅ 0,5 = 0,25, òàê êàê ñîáûòèÿ À è Â íåçàâè-
ñèìû.

Ïð è ì åð 2. Òðè ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñíà÷àëà âûïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî (ñîáûòèå À), çà-
òåì — íå÷åòíîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþùåå 3 (ñîáûòèå Â), ïîñëå ÷åãî —
÷èñëî, êðàòíîå 5 (ñîáûòèå Ñ).

Ðåøåíèå. p(À) = 1/2, òàê êàê À = {2, 4, 6}; p(Â) = 1/3, òàê êàê
Â = {1, 3}; p(Ñ) = 1/6, òàê êàê Â = {5}.

Âñå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, 
1 1 1 1

( ) .
2 3 6 36

p ABC = ⋅ ⋅ =

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÍÀÔ). Èç êîëîäû, â êîòîðîé 36 êàðò, íàóãàä áåðóò îäíó êàð-
òó, ñìîòðÿò, êàêàÿ ýòî êàðòà, è âîçâðàùàþò åå â êîëîäó. Çàòåì ñíîâà
íàóãàä âûíèìàþò êàðòó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâàÿ êàð-
òà — òóç, âòîðàÿ — êîðîëü.

2. Ñòðåëîê ïðîèçâîäèò äâà âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ ïðè îäíîêðàòíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
ïîðàæåíèÿ ìèøåíè âûñòðåëàìè:

(ØÅÐ) òîëüêî ïåðâûì; (ÒÏÎ) òîëüêî âòîðûì; (ÌÌ7) äâóìÿ âûñ-
òðåëàìè.

3. Òðè îðóäèÿ ïðîèçâîäÿò îäèí çàëï ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ïåðâîãî îðóäèÿ ðàâíà 0,5, âòîðîãî — 0,6, òðåòüåãî — 0,7.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü:

(ÒÎÐ) òîëüêî ïåðâîãî îðóäèÿ; (ÐÎÍ) òîëüêî âòîðîãî îðóäèÿ;
(ÀËÈ) òîëüêî òðåòüåãî îðóäèÿ; (ÁÅÃ) âñåõ òðåõ îðóäèé.
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3.10. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ
äëÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé

Òåîðåìó ïîÿñíèì íà ïðèìåðå. Â óðíå 3 ÷åðíûõ øàðà è 5 áåëûõ.
Íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàð, çàòåì — âòîðîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îáà îíè áåëûå.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî ñîáûòèå À — ïåðâûé øàð
áåëûé, Â — âòîðîé øàð áåëûé:

à) ïåðåä òåì êàê âûíóòü âòîðîé øàð, ïåðâûé âîçâðàùàåòñÿ â óðíó.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ À è Â íåçàâèñèìû, è âåðîÿòíîñòü âûíóòü äâà
áåëûõ øàðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ
ñîáûòèé: p(À) = 5/8; p(Â) = 5/8; p(ÀÂ) = 25/64;

á) ïåðâûé øàð íå âîçâðàùàåòñÿ â óðíó. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ À
è Â ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè, òàê êàê ïîñëå ñîáûòèÿ À óñëîâèÿ äëÿ
ñîáûòèÿ Â èçìåíèëèñü: òåïåðü â óðíå îñòàëîñü 7 øàðîâ, ñðåäè êîòî-
ðûõ 4 áåëûõ. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé òåîðåìó óìíîæåíèÿ äëÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé:
p(ÀÂ) = p(À) ⋅ p(Â/À) = p(Â) ⋅ p(À/Â), ãäå p(Â/À) — óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ Â, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå À ñîñòîÿ-
ëîñü; p(À/Â) — óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À, âû÷èñëåííàÿ ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå Â ñîñòîÿëîñü. Íàõîäèì p(ÀÂ): p(À) = 5/8;

p(Â/À) = 4/7; 
5 4 5

( ) .
8 7 14

p AB = ⋅ =

Óïðàæíåíèÿ

1. Â óðíå 10 øàðîâ: 5 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ. Èç óðíû íàóãàä âûíóëè
îäèí øàð (áåç âîçâðàòà) — îêàçàëñÿ áåëûé. Âûíóëè âòîðîé (òàêæå
áåç âîçâðàòà) — ñíîâà áåëûé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíî áåç âîçâðàòà âûíóòü åùå äâà øàðà, òî îáà îíè áóäóò:

à) (×ÒÇ) áåëûìè; á) (345) ÷åðíûìè.
2. Èç áóêâ ðàçðåçíîé àçáóêè ñîñòàâëåíî ñëîâî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ.

Ýòî ñëîâî ðàññûïàëè. Çàòåì ïî îäíîé íàóãàä âûáðàëè 4 êàðòî÷êè
è ñëîæèëè èõ â îäèí ðÿä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
ñëîâî: à) (898) ÊÀÌÀ; á) (ÀÉÑ) ÊÅÒÀ; â) (ÌÈÊ) ÒÅÌÀ.

3.11. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Åñëè ñîáûòèÿ À è Â, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó è òîìó æå Ω-ìíîæå-
ñòâó, íåñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîáûòèé ðàâíà ñóììå èõ
âåðîÿòíîñòåé:

p(À + Â) = p(À) + p(Â).
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Ïð è ìå ð 1. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðîøåíà îäèí ðàç. Ñîáûòèÿ:
À — âûïàëî ÷èñëî 3; Â — âûïàëî ÷èñëî 4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âûïàäåò 3 èëè 4.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé òåîðåìå 
1 1 1

( ) ,
6 6 3

p A B+ = + =  ïî-

ñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ À è Â íåñîâìåñòíû è p(À) = 1/6;
p(Â) = 1/6.

Åñëè ñîáûòèÿ À è Â ñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü èõ ñóììû îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîé òåîðåìû:

p(À + Â) = p(À) + p(Â) − p(ÀÂ).

Ïð è ì åð 2. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò îäèí ðàç. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò ÷åòíûì (ñîáûòèå À) èëè
ïðåâûøàþùèì 3 (ñîáûòèå Â).

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ À = {2, 4, 6}; Â = {4, 5, 6}; ÀÂ = {4, 6}. Íàõî-
äèì èõ âåðîÿòíîñòè: p(À) = 1/2; p(Â) = 1/2; p(ÀÂ) = 1/3. Èñêîìàÿ âåðî-

ÿòíîñòü 
1 1 1 2

( ) .
2 2 3 3

p A B+ = + − =

Îáå òåîðåìû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà áîëüøåå ÷èñëî ñîáûòèé. Íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå òðåõ ñîáûòèé À, Â è Ñ òåîðåìà äëÿ íåñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé èìååò âèä

p(À + Â + Ñ) = p(À) + p(Â) + p(Ñ).
Â ñëó÷àå òðåõ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé À, Â è Ñ ïîëó÷àåòñÿ áîëåå

ñëîæíîå âûðàæåíèå:
p(À + Â + Ñ) = p(À) + p(Â) + p(Ñ) − p(ÀÂ) − p(ÀÑ) − p(ÂÑ) + p(ÀÂÑ).

3.12. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó. Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíî: åñëè ñïîðòñìåí ïî-
åäåò íà ñîðåâíîâàíèÿ â Íîâîñèáèðñê, òî îí ïîáåäèò òàì ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 0,3, à åñëè ïîåäåò â Îìñê, òî ïîáåäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü ïîáåäû?

Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ÷òîáû
ãäå-ëèáî ïîáåäèòü, òóäà íàäî ïîåõàòü, à âåðîÿòíîñòè ïîåçäîê íè â
Îìñê, íè â Íîâîñèáèðñê â óñëîâèè íå óêàçàíû. Äîïîëíèì çàäà÷ó
ýòèìè ñâåäåíèÿìè. Ïóñòü Í1 îáîçíà÷àåò ñîáûòèå: ïîåçäêà â Íîâî-
ñèáèðñê, Í2 — ïîåçäêà â Îìñê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p(Í1) = 0,6,
p(Í2) = 0,4.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîáåäû â Íîâîñèáèðñêå ðàâíà:

( )1 1( ) 0,6 0,3 0,18,p H p A H⋅ = ⋅ =
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ãäå ( )1p A H  — âåðîÿòíîñòü ïîáåäû ïðè óñëîâèè ïîåçäêè â Íîâîñè-
áèðñê.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

( )2 2( ) 0,4 0,6 0,24,p H p A H⋅ = ⋅ =
ãäå ( )2p A H  — âåðîÿòíîñòü ïîáåäû ïðè óñëîâèè ïîåçäêè â Îìñê.

Ñîáûòèÿ Í1 è Í2 íåñîâìåñòíû (òàê êàê ñïîðòñìåí íå ìîæåò ïî-
åõàòü îäíîâðåìåííî è â Íîâîñèáèðñê, è â Îìñê), ñëåäîâàòåëüíî, èñ-
êîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïîáåäû ðàâíà:

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2( ) ( )

0,18 0,24 0,42.

p A H H p H p A H p H p A H+ = ⋅ + ⋅ =

= + =
Îñîáåííîñòü ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà â òîì, ÷òî ñîáûòèå À ìîæåò

ñîñòîÿòüñÿ òîëüêî ñ îäíèì èç íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Í1 è Í2, îáðàçó-
þùèõ ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé. Êàê ñêàçàíî âûøå, òàêèå ñîáûòèÿ
íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå åñëè ñîáûòèå À ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ñ îäíèì
èç n íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé (ãèïîòåç) Í1, Í2, …, Ín, òî âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ À îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2( ) ( ) ... ( ) .n np A p H p A H p H p A H p H p A H= ⋅ + ⋅ + + ⋅
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå åå îáû÷íî íàçûâàþò ôîðìóëîé ïîë-

íîé âåðîÿòíîñòè.

Ïð è ì åð 1. Â ÿùèêå òðè òèïà äèîäîâ: 25 äèîäîâ ïåðâîãî òèïà,
35 — âòîðîãî è 40 — òðåòüåãî. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 10000 ÷àñîâ
ïðîðàáîòàåò äèîä ïåðâîãî òèïà, ðàâíà 0,1; äëÿ äèîäà âòîðîãî òèïà ýòà
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0,2; äëÿ äèîäà òðåòüåãî òèïà — 0,3. Íàóãàä âûíè-
ìàþò îäèí äèîä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîðàáîòàåò
10000 ÷àñîâ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì áóêâîé À ñîáûòèå: äèîä ïðîðàáîòàë
10000 ÷àñîâ. Ââåäåì ãèïîòåçû: Í1 — èçâëå÷åí äèîä ïåðâîãî òèïà;
Í2 — èçâëå÷åí äèîä âòîðîãî òèïà; Í3 — èçâëå÷åí äèîä òðåòüåãî òèïà.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû:
p(Í1) = 0,25; p(Í2) = 0,35; p(Í3) = 0,4.

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òàêæå çàäàíû â óñëîâèè ïðèìåðà:

( ) ( ) ( )1 2 30,1; 0,2; 0,3.p A H p A H p A H= = =
Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì îòâåò:

p(À) = 0,25 ⋅ 0,1 + 0,35 ⋅ 0,2 + 0,4 ⋅ 0,3 = 0,215.

Ïð è ì åð 2. Â óðíå 5 áåëûõ øàðîâ è 3 ÷åðíûõ. Íàóãàä âûíèìàþò
îäèí øàð è, íå ãëÿäÿ, óäàëÿþò åãî. Ïîñëå ýòîãî âòîðè÷íî âûíèìàþò
îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò âòîðè÷íî èçâëå÷åííûé
øàð — áåëûé?
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Ðåøåíèå. Ââîäèì ãèïîòåçû: Í1 — áûë óäàëåí áåëûé øàð; Í2 —
áûë óäàëåí ÷åðíûé øàð. Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç: p(Í1) = 5/8; p(Í2) =
= 3/8. Ïóñòü À îáîçíà÷àåò: âòîðè÷íî èçâëå÷åí áåëûé øàð. Òîãäà
p(À/Í1) = 4/7, p(À/Í2) = 5/7. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

5 4 3 5 35 5
( ) .

8 7 8 7 56 8
p A = ⋅ + ⋅ = =

Óïðàæíåíèÿ

1. (ØÅÕ). Ñïîðòñìåí ìîæåò ïîåõàòü íà ñîðåâíîâàíèÿ â Íîâîñè-
áèðñê ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2, â Îìñê — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3, íèêóäà
íå ïîåõàòü — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5. Åñëè ñïîðòñìåí ïîåäåò íà ñîðåâíî-
âàíèÿ â Íîâîñèáèðñê, òî îí ïîáåäèò òàì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3, à åñëè
ïîåäåò â Îìñê, òî ïîáåäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
ïîáåäû?

2. (ÈÀÌ). Äàíû 3 óðíû. Â ïåðâîé — 6 áåëûõ øàðîâ è 4 ÷åðíûõ,
âî âòîðîé — 8 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ, â òðåòüåé — 10 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ.
Íàóãàä âûáèðàþò óðíó è íàóãàä âûíèìàþò èç íåå îäèí øàð. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áåëûé.

3. Â ïåðâîé óðíå 3 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé — 5 áåëûõ
è 3 ÷åðíûõ. Èç ïåðâîé óðíû íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàð è, íå ãëÿäÿ,
ïåðåêëàäûâàþò åãî âî âòîðóþ óðíó. Ñíîâà âûíèìàþò îäèí øàð. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áåëûé, åñëè åãî èçâëå÷ü:

(33Í) èç ïåðâîé óðíû; (ÄÌØ) èç âòîðîé óðíû.

3.13. Ôîðìóëà Áàéåñà

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðåíà ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿò-
íîñòè. Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ
À íåîáõîäèìî çíàòü âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç p(Í1), p(Í2), …, p(Ín) è
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ( )1p A H , ( )2p A H , …, ( )np A H . Òåïåðü ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèå À ñîñòîÿëîñü. Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ïðè ýòîì
èçìåíÿòñÿ. Íîâûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç, âû÷èñëåííûå ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå À ïðîèçîøëî, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Áàéå-
ñà. Âûâîäèòñÿ ýòà ôîðìóëà î÷åíü ïðîñòî.

Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç p(Í1), p(Í2), …, p(Ín)
è èçâåñòíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ( )1p A H , ( )2p A H , …, ( )np A H .
Òîãäà ìîæíî íàéòè è ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü p(À). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì,
÷òî îïûò ïðîèçâåäåí è ñîáûòèå À ïðîèçîøëî. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïðè ýòîì ñîñòîÿëîñü ñîáûòèå Íi (i = 1, 2, 3, …, n):

( ) ( )( ) ( ) ( ) .i i i ip A H p A p H A p H p A H⋅ = ⋅ = ⋅
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû ñîãëàñíî òåîðåìå óìíîæåíèÿ äëÿ çà-
âèñèìûõ ñîáûòèé. Îòñþäà íàõîäèì:

( ) ( )( )
.

( )
i i

i

p ç p A H
p H A

p A

⋅
=

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Áàéåñà (Òîìàñ Áàéåñ (1702–1761), èëè Áåé-
åñ, — àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê).

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòè p(Íi) ÿâëÿþòñÿ àïðèîðíûìè. Îíè
âû÷èñëÿþòñÿ äî îïûòà. Âåðîÿòíîñòè ( )ip H A  — ýòî àïîñòåðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè òåõ æå ãèïîòåç. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïû-
òà, êîãäà ðåçóëüòàò åãî èçâåñòåí, òî åñòü ñîáûòèå À ñîñòîÿëîñü.

Ïð è ì åð 1. Äàíû òðè âíåøíå îäèíàêîâûå óðíû. Â ïåðâîé èç íèõ
3 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé — 2 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà,
â òðåòüåé — âñå øàðû áåëûå. Íàóãàä âûáèðàþò óðíó è òàê æå íàóãàä
âûíèìàþò èç íåå îäèí øàð. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî áåëûé øàð. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð âûíóò: à) èç ïåðâîé óðíû; á) èç âòîðîé;
â) èç òðåòüåé.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì áóêâîé À ñîáûòèå: âûíóò áåëûé øàð. Ïðåæ-
äå ÷åì âûíóòü øàð, íåîáõîäèìî âûáðàòü óðíó. Ââîäèì ãèïîòåçû:
Í1 — âûáîð ïåðâîé óðíû; Í2 — âûáîð âòîðîé óðíû; Í3 — âûáîð
òðåòüåé óðíû. Òàê êàê âûáîð óðí ðàâíîâîçìîæåí, òî

p(Í1) = p(Í2) = p(Í3) = 1/3.
Íàõîäèì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè:

( ) ( ) ( )1 2 33 7; 2 5; 1.p A H p A H p A H= = =
Íàõîäèì àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À:

1 3 1 2 1 64
( ) 1 .

3 7 3 5 3 105
p Ä = ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Äî èçâëå÷åíèÿ øàðà âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâîé óðíû ðàâíÿëàñü
1/3. Íî ïîñëå îïûòà, êîãäà âûíóòûì îêàçàëñÿ áåëûé øàð, âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî îí áûë âûíóò èç ïåðâîé óðíû, èçìåíèëàñü. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå Áàéåñà îíà ðàâíà

( )1

1 3 105 15
.

3 7 64 54
p ç A = ⋅ ⋅ =

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî øàð áûë âûíóò èç âòîðîé è èç òðåòüåé óðí,
íàõîäèì òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

( ) ( )2 3

1 2 105 7 1 105 15
; 1 .

3 5 64 32 3 64 54
p ç A p ç A= ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ =

Ïð è ìåð 2. Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Â íåì
ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà âûíóòûì îêà-
çàëñÿ áåëûé øàð. Íî âûíóòü ìîæíî è ÷åðíûé øàð. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
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ñîáûòèå «âûíóò áåëûé øàð» íå ñîñòîÿëîñü è íåîáõîäèìî ðàññìàòðè-
âàòü ñîáûòèå «âûíóò ÷åðíûé øàð». Îáîçíà÷èì åãî òîé æå áóêâîé À.
Î÷åâèäíî, ÷òî àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç íå èçìåíèëèñü. Íàõî-
äèì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè:

( ) ( ) ( )1 2 34 7; 3 5; 0.p A H p A H p A H= = =
Íàõîäèì ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À:

1 4 1 3 1 41
( ) 0 .

3 7 3 5 3 105
p Ä = ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷åðíûé øàð áûë âûíóò èç ïåðâîé, âòîðîé
è òðåòüåé óðí, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:

( ) ( ) ( )1 2 320 41; 21 41; 0.p H A p H A p H A= = =

Ïð è ìåð 3. Áàòàðåÿ èç òðåõ îðóäèé ãîòîâèò çàëï ïî ìèøåíè.
Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ïåðâîãî
îðóäèÿ ðàâíà 0,6; âòîðîãî — 0,7; òðåòüåãî — 0,8. Èçâåñòíî òàêæå,
÷òî ïðè îäíîì ïîïàäàíèè (ëþáûì îðóäèåì) ìèøåíü áóäåò ðàçðóøåíà
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1; ïðè äâóõ ïîïàäàíèÿõ — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4; ïðè
òðåõ — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåííîãî çàëïà ìè-
øåíü îêàçàëàñü ðàçðóøåííîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ïðî-
èçîøëî â ðåçóëüòàòå:

à) ïîïàäàíèÿ òîëüêî ïåðâîãî îðóäèÿ (ñîáûòèå Ñ1);
á) ïîïàäàíèÿ òîëüêî âòîðîãî îðóäèÿ (ñîáûòèå Ñ2);
â) ïîïàäàíèÿ òîëüêî òðåòüåãî îðóäèÿ (ñîáûòèå Ñ3);
ã) îäíîãî ïîïàäàíèÿ ëþáûì îðóäèåì (ñîáûòèå 1 2 3 1 2 3ë ë ë ë ë ë+ +

1 2 3ë ë ë+ );
ä) äâóõ ïîïàäàíèé ëþáûõ îðóäèé (ñîáûòèå 1 2 3 1 2 3 1 2 3 );ë ë ë ë ë ë ë ë ë+ +
å) òðåõ ïîïàäàíèé (ñîáûòèå 1 2 3 ).ë ë ë

Ðåøåíèå. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà, íåîáõîäèìî
íàéòè ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü p(À), ãäå À — ñîáûòèå «ìèøåíü ðàçðóøå-
íà». Ñîáûòèå À ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî âìåñòå ñ äðóãèìè ñîáûòèÿ-
ìè — ïîïàäàíèÿìè îðóäèé â ìèøåíü. Ïîýòîìó ââîäèì ãèïîòåçû
è íàõîäèì èõ âåðîÿòíîñòè:

Í0 — âñå îðóäèÿ ïðîìàõíóëèñü;
Í1 — ïîïàäàíèå îðóäèÿ 3, ïðîìàõ îðóäèé 1 è 2;
Í2 — ïîïàäàíèå îðóäèÿ 2, ïðîìàõ îðóäèé 1 è 3;
Í3 — ïîïàäàíèå îðóäèé 2 è 3, ïðîìàõ îðóäèÿ 1;
Í4 — ïîïàäàíèå îðóäèÿ 1, ïðîìàõ îðóäèé 2 è 3;
Í5 — ïîïàäàíèå îðóäèé 1 è 3, ïðîìàõ îðóäèÿ 2;
Í6 — ïîïàäàíèå îðóäèé 1 è 2, ïðîìàõ îðóäèÿ 3;
Í7 — ïîïàäàíèå âñåõ òðåõ îðóäèé;

1 2 30( ) ( ) ( ) ( ) 0,4 0,3 0,2 0,024;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
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1 2 31( ) ( ) ( ) ( ) 0,4 0,3 0,8 0,096;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 32( ) ( ) ( ) ( ) 0,4 0,7 0,2 0,056;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 33( ) ( ) ( ) ( ) 0,4 0,7 0,8 0,224;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 34( ) ( ) ( ) ( ) 0,6 0,3 0,2 0,036;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 35( ) ( ) ( ) ( ) 0,6 0,3 0,8 0,144;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 36( ) ( ) ( ) ( ) 0,6 0,7 0,2 0,084;p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1 2 37( ) ( ) ( ) ( ) 0,6 0,7 0,8 0,336.p H p ë p ë p ë= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè èçâåñòíû (îíè çàäàíû):

( )0 0p A H =  (íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ);

( )1 0,1p A H =  (îäíî ïîïàäàíèå);

( )2 0,1p A H =  (îäíî ïîïàäàíèå);

( )3 0,4p A H =  (äâà ïîïàäàíèÿ);

( )4 0,1p A H =  (îäíî ïîïàäàíèå);

( )5 0,4p A H =  (äâà ïîïàäàíèÿ);

( )6 0,4p A H =  (äâà ïîïàäàíèÿ);

( )7 0,9p A H =  (òðè ïîïàäàíèÿ).
Íàõîäèì ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü:

p(À) = 0 ⋅ 0,024 + 0,1 ⋅ 0,096 + 0,1 ⋅ 0,056 + 0,4 ⋅ 0,224 +
+ 0,1 ⋅ 0,036 + 0,4 ⋅ 0,144 + 0,4 ⋅ 0,084 + 0,9 ⋅ 0,336 = 0,502.

Ïåðåõîäèì ê íàõîæäåíèþ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç:
à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìèøåíü îêàçàëàñü ðàçðóøåííîé â ðåçóëü-

òàòå ïîïàäàíèÿ òîëüêî ïåðâîãî îðóäèÿ (îðóäèÿ 2 è 3 ïðè ýòîì îáà
ïðîìàõíóëèñü), ðàâíà:

( ) ( )
4

4 4( ) 0,036 0,1
0,00717;

( ) 0,502

p ç p Ä ç
p ç A

p Ä

⋅ ⋅= = =

á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìèøåíü îêàçàëàñü ðàçðóøåííîé îò ïîïà-
äàíèÿ òîëüêî âòîðîãî îðóäèÿ (îðóäèÿ 1 è 3 ïðîìàõíóëèñü), ðàâíà:

( ) ( )
2

2 2( ) 0,056 0,1
0,011155;

( ) 0,502

p ç p Ä ç
p ç A

p Ä

⋅ ⋅= = =

â) àíàëîãè÷íî íàõîäèì âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ ìèøåíè òðåòü-
èì îðóäèåì (îðóäèÿ 1 è 2 ïðîìàõíóëèñü):

( ) ( )
1

1 1( ) 0,096 0,1
0,01912;

( ) 0,502

p ç p A ç
p ç A

p Ä

⋅ ⋅= = =

ã) íàõîäèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìèøåíü ðàçðóøåíà îäíèì ïîïà-
äàíèåì. Òàê êàê ïîïàñòü ìîãëî ëèáî ïåðâîå îðóäèå, ëèáî âòîðîå, ëèáî
òðåòüå, òî
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[ ] [ ] [ ]1 2 4 1 2 4
1 2 4

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

(0,036 0,056 0,096) 0,1
0,03745;

0,502

p ç p ç p ç p Ä ç ç ç
p ç ç ç A

p Ä

+ + ⋅ + +
+ + = =

+ + ⋅= =

ä) íàõîäèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìèøåíü áûëî äâà ïîïàäàíèÿ:

[ ] [ ] [ ]3 5 6 3 5 6
3 5 6

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

(0,224 0,144 0,084) 0,4
0,036016;

0,502

p ç p ç p ç p Ä ç ç ç
p ç ç ç A

p Ä

+ + ⋅ + +
+ + = =

+ + ⋅= =

å) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìèøåíü ðàçðóøåíà îò ïîïàäàíèÿ âñåõ
òðåõ îðóäèé, ðàâíà:

( ) ( )7 7
7

( ) 0,336 0,9
0,60239.

( ) 0,502

p ç p Ä ç
p ç A

p Ä

⋅ ⋅= = =

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíû äâå âíåøíå íåðàçëè÷èìûå óðíû. Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâîé
èç íèõ 4 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé — 5 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ.
Íàóãàä âûáèðàþò óðíó è èçâëåêàþò èç íåå îäèí øàð. Îí îêàçàëñÿ
áåëûì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÂÀÕ) øàð èçâëå÷åí èç ïåðâîé óðíû;
á) (ÍÈÍ) øàð èçâëå÷åí èç âòîðîé óðíû.
2. Òðè ñòàíêà-àâòîìàòà øòàìïóþò ãàéêè. Âñå èçãîòîâëåííûå èìè

ãàéêè ññûïàþòñÿ â îäèí ÿùèê. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñòàíêîâ òàêîâà,
÷òî â íàïîëíåííîì ÿùèêå ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü âñåõ ãàåê èçãîòîâëåíà ïåð-
âûì ñòàíêîì, 35 % âñåõ ãàåê èçãîòîâëåíû âòîðûì ñòàíêîì, îñòàëü-
íûå ãàéêè èçãîòîâëåíû òðåòüèì ñòàíêîì. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì
ïåðâûé ñòàíîê âûïóñêàåò 5 % áðàêîâàííûõ ãàåê, âòîðîé — 4 %, òðå-
òèé — 2 %. Èç ÿùèêà íàóãàä âûáèðàþò ãàéêó. Íàéäèòå:

à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà ãàéêà èçãîòîâëåíà (ÄÌÈ) ïåðâûì
ñòàíêîì, (ÀÌÁ) âòîðûì ñòàíêîì, (613) òðåòüèì ñòàíêîì;

á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ èç ÿùèêà ãàéêà
îêàçàëàñü áðàêîâàííîé, åñëè îíà èçãîòîâëåíà (8ÒÏ) ïåðâûì ñòàíêîì,
(ÎËË) âòîðûì ñòàíêîì, (Ë20) òðåòüèì ñòàíêîì;

â) (20À) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ èç ÿùèêà ãàéêà
ÿâëÿåòñÿ áðàêîâàííîé;

ã) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áðàêîâàííàÿ ãàéêà èçãîòîâëåíà (7Ð8)
ïåðâûì ñòàíêîì, (ËÀÄ) âòîðûì ñòàíêîì, (ÐÓÒ) òðåòüèì ñòàíêîì.

3. Èìåþòñÿ äâå óðíû. Â ïåðâîé èç íèõ 3 ÷åðíûõ è 6 áåëûõ øàðîâ.
Âî âòîðîé — 5 ÷åðíûõ è 4 áåëûõ. Èç ïåðâîé óðíû íàóãàä âûáðàëè
îäèí øàð, íå ãëÿäÿ, ïåðåëîæèëè åãî âî âòîðóþ óðíó è âñå øàðû
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âî âòîðîé óðíå ïåðåìåøàëè. Ïîñëå ýòîãî èç âòîðîé óðíû íàóãàä âû-
íèìàþò îäèí øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÒÀÔ) øàð áåëûé;
á) (ÌÀ) èç ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ ïåðåëîæåí áåëûé øàð, åñëè

íàóãàä èçâëå÷åííûé èç âòîðîé óðíû (ïîñëå ïåðåêëàäûâàíèÿ) øàð
îêàçàëñÿ áåëûì;

â) (Ñ72) ïåðåëîæåí ÷åðíûé øàð, åñëè èç âòîðîé óðíû (ïîñëå ïåðå-
êëàäûâàíèÿ) áûë èçâëå÷åí øàð áåëîãî öâåòà.

3.14. Ñõåìà èñïûòàíèé Áåðíóëëè

Ïóñòü íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíò (èñïûòàíèå, îïûò), â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå À ìîæåò ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ ð
è íå ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − ð, ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À â êàæäîì èñïûòàíèè îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé, à èñõîäû êàæäîãî ýêñïåðèìåíòà íà ðåçóëüòàòû äðóãèõ
èñïûòàíèé íèêàêîãî âëèÿíèÿ íå îêàçûâàþò. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå À ïðîèçîéäåò m ðàç (m ≤ n)? Òàêèå
çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ÷àñòíîé òåîðåìû î ïîâòîðåíèè îïû-
òîâ [30, ñ. 53], èçâåñòíîé òàêæå ïîä íàçâàíèåì ñõåìû èñïûòàíèé
Áåðíóëëè [1, ñ. 420; 17, ñ. 23]:

( ) (1 ) ,m m n m m m n m
n n np m ë p p C p q− −= − =

ãäå pn(m) — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ï èñïûòàíèé ñîáûòèå À ñîñòîèò-
ñÿ m ðàç. (Ñ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé î ïîâòîðåíèè îïûòîâ ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ ïî [17].)

Ïð è ì åð 1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 4 ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îíà äâà ðàçà óïàäåò ãåðáîì ââåðõ?

Ðåøåíèå. Âñåãî âîçìîæíî 16 èñõîäîâ îïûòà: 0000, 0001, 0010, …,
1111, ãäå íóëü îáîçíà÷àåò «ìîíåòà óïàëà ãåðáîì âíèç», åäèíèöà —
«ìîíåòà óïàëà ãåðáîì ââåðõ». Èç íèõ ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðèìåðà íàñ
èíòåðåñóþò òîëüêî òå èñõîäû, êîãäà ìîíåòà ïàäàåò ãåðáîì ââåðõ
òî÷íî äâà ðàçà. ×èñëî òàêèõ èñõîäîâ ðàâíî 6 (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 4
ïî 2): 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îò-
äåëüíîãî èñõîäà ðàâíà ð2(1 − ð)2, ãäå ð — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíå-
òà óïàäåò ãåðáîì ââåðõ, à (1 − ð) — âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî
ñîáûòèÿ, òî åñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà óïàäåò ãåðáîì âíèç. Â ñëó÷àå ïîä-
áðàñûâàåìîé ìîíåòû ð = 0,5, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îò-
äåëüíîãî èñõîäà ðàâíà 0,0625, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ÷åòûðåõ
ýêñïåðèìåíòîâ äâà çàâåðøàòñÿ ïàäåíèåì ìîíåòû ãåðáîì ââåðõ, ðàâíà
0,0625 ⋅ 6 = 0,375.
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Ïð è ìåð 2. Ó ñòðåëêà 8 ïàòðîíîâ. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìè-
øåíü ïðè êàæäîì îòäåëüíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü òî÷íî òðè ðàçà.

Ðåøåíèå. Åñëè çàêîäèðîâàòü èñõîäû ñòðåëüáû òî÷íî òàê æå, êàê
è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, òî êàæäûé èñõîä ìîæíî ïðåäñòàâèòü âîñü-
ìèðàçðÿäíûì äâîè÷íûì ÷èñëîì. Âñåãî ñóùåñòâóåò 256 òàêèõ ÷èñåë
è ñòîëüêî æå èñõîäîâ ñòðåëüáû. Èç íèõ 56 èñõîäîâ (÷èñëî ñî÷åòàíèé
èç 8 ïî 3) ñîîòâåòñòâóþò ñîáûòèþ À — òðè ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü.
Ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííîé ÷àñòíîé òåîðåìå î ïîâòîðåíèè îïûòîâ ïî-
ëó÷àåì:

p8(3) = 56 ⋅ 0,93 ⋅ 0,15 = 0,0004052,
ãäå p8(3) — âåðîÿòíîñòü òðåõ ïîïàäàíèé â ðåçóëüòàòå âîñüìè âûñò-
ðåëîâ.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ËÅÉ). Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ãåðá âûïàäåò 3 ðàçà.

2. (ÀÎÌ). Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 8 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ãåðá âûïàäåò 6 èëè 7 ðàç.

3. (ÒÏÈ). Â ÿùèêå 4 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç ÿùèêà íàóãàä
âûíèìàþò øàð, çàïèñûâàþò åãî öâåò, à øàð âîçâðàùàþò â ÿùèê
è âñå øàðû ïåðåìåøèâàþò. Òàê ïîñòóïàþò 6 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî áåëûé øàð áûë âûíóò äâà ðàçà (äåñ.).

4. Ñåìåðûì ó÷àñòíèêàì ýêñïåðèìåíòà ïðåäëîæåíî çàäóìàòü ïî
îäíîìó ÷èñëó. Ïðè ýòîì ÷èñëà äîëæíû áûòü ïðîñòûìè (òî åñòü èìå-
þùèìè òî÷íî äâà ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ) è íå ïðåâûøàþùèìè 7. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü:

(ÌÌÌ) ÷òî òðîå èç ó÷àñòíèêîâ ýêñïåðèìåíòà çàäóìàþò ÷èñëî 5;
(ÀËÓ) íèêòî íå çàäóìàåò ÷èñëî 7.
5. Âåðîÿòíîñòü ñâîåâðåìåííîãî (áåç îïîçäàíèÿ) ïðèáûòèÿ ýëåêò-

ðîïîåçäà íà ñòàíöèþ ðàâíà 3/5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåê-
òðîïîåçä:

(Ê62) îïîçäàåò òðè ðàçà çà ñåìü äíåé íåäåëè;
(ÏÒÓ) íè ðàçó íå îïîçäàåò çà âñþ íåäåëþ;
(651) íè ðàçó íå ïðèäåò âîâðåìÿ çà âñþ íåäåëþ;
(ÒÒÑ) â òå÷åíèå ïåðâûõ ïÿòè äíåé îïîçäàåò òî÷íî äâà ðàçà.

3.15. Íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî
ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó 2 ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, ãäå ïîêàçàíî,
÷òî âåðîÿòíîñòü òðåõ ïîïàäàíèé èç âîñüìè âûñòðåëîâ ðàâíà 0,0004052.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê



8 8

ïîïàäåò â ìèøåíü 5 ðàç. Ïîëó÷èì äðóãîå ÷èñëî: 0,0121. Òàêèì îáðà-
çîì, âåðîÿòíîñòü ïÿòèêðàòíîãî ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü áîëüøå, ÷åì òðåõ-
êðàòíîãî. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîå ÷èñëî ïîïàäàíèé èìååò íàèáîëüøóþ
âåðîÿòíîñòü, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íàèâåðîÿòíåéøèì?

Ïóñòü n — ÷èñëî îïûòîâ, k — ÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç
îïûò çàêàí÷èâàåòñÿ ñîáûòèåì À, ð — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À â êàæ-
äîì îòäåëüíîì îïûòå, q = 1 − ð — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Ä  â êàæäîì
îòäåëüíîì îïûòå. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà k ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäå-
ëàõ îò 0 äî n. Åñëè âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ k,
òî îêàæåòñÿ, ÷òî îäíî èç íèõ (âîçìîæíî è äâà) áóäåò èìåòü íàèáîëü-
øóþ âåðîÿòíîñòü. Îáîçíà÷èì åãî ñèìâîëîì k0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
÷èñëà k0 ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèå nð. Îíî ìîæåò áûòü öåëûì èëè äðîáíûì. Åñëè nð — öåëîå
÷èñëî, òî k0 = nð.

Ïð èìåð 1. Äîïóñòèì, ÷òî ñòðåëîê äåëàåò 10 âûñòðåëîâ, ïðè ýòîì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ðàâíà 0,8 äëÿ
êàæäîãî âûñòðåëà. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîïàäàíèé â ìè-
øåíü.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì: nð = 0,8 ⋅ 10 = 8.
Ïîëó÷èëîñü öåëîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî k0 = 8, òî åñòü âåðîÿòíåå

âñåãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü 8 ðàç.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïðîâåðèòü. Äëÿ ýòîãî íàéäåì âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü 8 ðàç èç 10 âûñòðåëîâ:
8 8 2 2 2

10 10(8) 45 0,8 0,2 0,3.p ë A q= = ⋅ ⋅ =
Åñëè 8 — íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîïàäàíèé, òî ëþáûå îòêëîíå-

íèÿ îò âåëè÷èíû 8 ïðèâåäóò ê óìåíüøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðî-
ÿòíîñòåé. Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìè-
øåíü 7 ðàç, ðàâíà 0,2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü
9 ðàç, ðàâíà 0,268. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåðîÿòíîñòü ìåíüøå, ÷åì 0,3,
ñëåäîâàòåëüíî, 8 — ýòî íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîïàäàíèé.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî nð ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì, íåîáõîäèìî
íàéòè ÷èñëî nð − q, êîòîðîå ìîæåò áûòü äðîáíûì èëè öåëûì. Åñëè
nð − q ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì ÷èñëîì, òî k0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

nð − q < k0 < nð + ð,
ãäå ÷èñëà nð − q è nð + ð îòëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî íà åäèíèöó,
âñëåäñòâèå ÷åãî ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî,
êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì âåëè÷èíû k0.

Åñëè æå ÷èñëî nð − q ÿâëÿåòñÿ öåëûì, òî ïîëó÷àåì äâà íàèâåðî-
ÿòíåéøèõ ÷èñëà k1 è k2, ãäå

k1 = nð − q; k2 = nð − q + 1.
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Ïð è ìåð 2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðå-
ëå ðàâíà 0,6. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîïàäàíèé â ìèøåíü
ïðè âîñüìè âûñòðåëàõ.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî óñëîâèþ n = 8; ð = 0,6; q = 0,4. Òàê êàê ÷èñëî
nð = 4,8 ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì, òî íàõîäèì ÷èñëî nð − q, êîòîðîå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì: nð − q = 4,4. Ñëåäîâàòåëüíî, 4,4 < k0 < 5,4, îòêóäà
íàõîäèì k0 = 5, òî åñòü íàèáîëåå âåðîÿòíî ïÿòü ïîïàäàíèé â ìèøåíü.

Ïð è ì åð 3. Ó ñòðåëêà 9 ïàòðîíîâ. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìè-
øåíü ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî
ïîïàäàíèé â ìèøåíü ïðè äåâÿòè âûñòðåëàõ.

Ðåøåíèå. Èñõîäíûå äàííûå: n = 9; ð = 0,7; q = 0,3. Íàõîäèì:
nð = 6,3. Òàê êàê ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì, òî íàõîäèì ÷èñëî
nð − q: nð − q = 6,3 − 0,3 = 6.

Ïîëó÷èëîñü öåëîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äâà íàèâåðî-
ÿòíåéøèõ ÷èñëà k1 = 6, k2 = 7 ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè:

ð9(6) = ð9(7) = 0,267.

Óïðàæíåíèÿ

1. (Õ2)! Øåñòü ðàç ïîäáðàñûâàþò òåòðàýäð ñ ãðàíÿìè, ïðîíóìåðî-
âàííûìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, 3, 4 (íàïîìíèì, ÷òî ó òåòðàýäðà
âñåãî 4 ãðàíè, èç êîòîðûõ êàæäàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîñòîðîí-
íèé òðåóãîëüíèê). Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî áðîñêîâ, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðûõ òåòðàýäð óïàäåò ÷åòâåðòîé ãðàíüþ âíèç; òðåòüåé
ãðàíüþ âíèç.

2. (ÍÅÌ). Èç ÿùèêà íàóãàä âçÿëè 19 ãàåê. Âåðîÿòíîñòü áûòü ãîä-
íîé äëÿ êàæäîé ãàéêè ðàâíà 0,9. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî
ãîäíûõ ãàåê ñðåäè 19 ïðîâåðÿåìûõ.

3. (Ê56). Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå
ðàâíà 0,78. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîïàäàíèé äëÿ 60 âûñò-
ðåëîâ.

4. (È55). Ïîñòóïèëî 50 ñîîáùåíèé. Â êàæäîì èç íèõ âåðîÿòíîñòü
èñêàæåíèÿ ðàâíà 0,1. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ñîîáùåíèé,
ïåðåäàííûõ áåç èñêàæåíèé.

5. (ÒÒÈ). Â öåõ ïîñòóïèëà ïàðòèÿ êèíåñêîïîâ, âñåãî 305 øòóê.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé êèíåñêîï èñïðàâåí, ðàâ-
íà 0,9. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî èñïðàâíûõ êèíåñêîïîâ âî
âñåé ïàðòèè.

6. (ÌÅ×). Â öåõå 100 ñòàíêîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòûé íà-
óãàä ñòàíîê èñïðàâåí, ðàâíà 0,95. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî
èñïðàâíûõ ñòàíêîâ.

7. (ÈÒÀ). Îðóäèå ñ àâòîìàòè÷åñêîé íàâîäêîé ïîïàäàåò â áûñòðî
äâèæóùóþñÿ öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Íàéäèòå íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñ-
ëî ïîïàäàíèé â öåëü ïðè 50 âûñòðåëàõ.
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3.16. Î ôîðìóëàõ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

Çàïèøåì ôîðìóëó Áåðíóëëè, ïðèâåäåííóþ â ïîäðàçäåëå 3.14,
â âèäå

( ) .m m n m
n np m C p q −=

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèé âåëè÷èí m è n
áûñòðî óâåëè÷èâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ
ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè îñîáîé
ïðîáëåìû íå ñîñòàâëÿþò äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çíà÷åíèÿ m è n
äîñòèãàþò íåñêîëüêèõ ñîòåí. Íî ýòî ñåé÷àñ. Â ïðåæíèå âðåìåíà ñèòó-
àöèÿ áûëà ñîâåðøåííî èíîé. Èîãàí Áåðíóëëè íàøåë ñâîþ ôîðìóëó
áîëåå 300 ëåò íàçàä. Ïåðâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàøèíà ïîÿâèëàñü ðàíü-
øå. Åå ñîçäàë â 1642 ã. Áëåç Ïàñêàëü. Íî îíà íå ìîãëà âûïîëíÿòü
îïåðàöèè äåëåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå
Áåðíóëëè íå ãîäèëàñü. Ìàøèíà, ñïîñîáíàÿ óìíîæàòü è äåëèòü, ïî-
ÿâèëàñü ñïóñòÿ 200 ëåò. Åå ñîçäàë ðóññêèé ìàòåìàòèê Ïàôíóòèé Ëüâî-
âè÷ ×åáûøåâ. Â ïðèíöèïå, ìàøèíó ×åáûøåâà ìîæíî áûëî èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè, íî ëèøü â ïðèíöèïå,
íå áîëåå, òàê êàê îíà íå ìîãëà îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íî âûñîêîå áûñò-
ðîäåéñòâèå. Ïîòðåáîâàëîñü åùå îêîëî ñîòíè ëåò, ïðåæäå ÷åì ïîÿâè-
ëèñü êîìïüþòåðû, îáëàäàþùèå ðåàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè ïî
âûïîëíåíèþ ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â òå÷åíèå äëè-
òåëüíîãî âðåìåíè (îêîëî 300 ëåò) ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü òîëüêî âðó÷-
íóþ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû Áåðíóëëè îãðàíè-
÷èâàëîñü çíà÷åíèÿìè m è n ëèøü â ïðåäåëàõ ïåðâîãî äåñÿòêà.
Íà ïðàêòèêå æå âñòðå÷àëèñü çàäà÷è ñ ãîðàçäî áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè
m è n. Ïîýòîìó ïîòðåáîâàëîñü çàìåíèòü ôîðìóëó Áåðíóëëè äðóãîé
ôîðìóëîé, áîëåå ïðîñòîé è äàþùåé íå ñëèøêîì áîëüøîå îòêëîíåíèå
îò ôîðìóëû Áåðíóëëè. Òàêóþ ôîðìóëó íàøåë Ïüåð Ñèìîí Ëàïëàñ.
Îíà èìååò âèä

1
( ) ( ),np m x= ϕ

σ

ãäå , .
m np

npq x
−σ = =
σ

Ôóíêöèÿ ϕ(õ) òàáóëèðîâàíà, ò.å. ïðåäñòàâëåíà â âèäå òàáëèöû
ðàçëè÷íûõ åå çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò õ.

Ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà èçâåñòíà â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïîä
íàçâàíèåì ëîêàëüíîé òåîðåìû Ëàïëàñà. Åå ÷àñòíûé ñëó÷àé (äëÿ
p = 1/2) äîêàçàë â 1730 ã. Ìóàâð, à Ëàïëàñ îáîáùèë òåîðåìó äî ëþáûõ
0 < p < 1, ïîýòîìó åå èíîãäà íàçûâàþò ëîêàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà —
Ëàïëàñà.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà Ìóàâðà — Ëàïëàñà äàåò äî-
ñòàòî÷íî õîðîøóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ, ïðè÷åì òî÷íîñòü âîçðàñòàåò
ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé âåëè÷èí m è n. Áëàãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëü-
ñòâó ôîðìóëà Ìóàâðà — Ëàïëàñà íå ïîòåðÿëà ñâîåãî çíà÷åíèÿ
è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå êàê
âðó÷íóþ, òàê è ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðà îñóùåñòâëÿþòñÿ íàìíîãî
ïðîùå ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé Áåðíóëëè.

Îäíàêî ôîðìóëà Ìóàâðà — Ëàïëàñà èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ íà
çíà÷åíèÿ m è n. Îíà áåñïîëåçíà ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ðåäêèõ ñîáûòèé, òî åñòü êîãäà çíà÷åíèå n âåëèêî,
à m ìàëî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà âèäà

1
( ) ,

!
m

np m e
Ú

−λ≈ λ

ãäå λ = nð, ïðè ýòîì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé òåì âûøå, ÷åì áîëüøå n
è ìåíüøå ð. Äàííàÿ ôîðìóëà äàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü, åñëè λ = nð ≤ 10
[20 ñ. 378]. Ýòó ôîðìóëó íàøåë Ïóàññîí, ïîýòîìó â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå îíà èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ôîðìóëû Ïóàññîíà.

3.17. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà X íàçûâà-
åòñÿ ñëó÷àéíîé, åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà îíà ñëó÷àéíî ïðèíè-
ìàåò îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ).

Ïð è ì åð 1. Îäèí ðàç ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ. Îíà ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6, åñëè ýòèìè ÷èñëàìè ïðîíóìåðîâàíû ãðàíè
èãðàëüíîé êîñòè. Åñëè æå ãðàíè ïðîíóìåðîâàíû êàêèì-ëèáî äðóãèì
ñïîñîáîì, òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èçìåíÿòñÿ, íàïðèìåð:
−3, −2, −1, 1, 2, 3.

Ïð è ì åð 2. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Â ðåçóëü-
òàòå ïåðâîãî áðîñêà ìîæåò âûïàñòü ÷èñëî à, â ðåçóëüòàòå âòîðîãî —
÷èñëî b:

à) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ. Ýòà ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 2, 3, 4, …, 11, 12;

á) Õ — àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ÷èñåë à è b. Âåëè÷èíà Õ
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, 4, 5, òàê êàê 1 ≤ à ≤ 6 è 1 ≤ b ≤ 6;

â) Õ — ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë à è b. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25,
30, 36.

Ïð è ì åð 3. Èç ÿùèêà, â êîòîðîì âîñåìü 100-âàòòíûõ ëàìï è
÷åòûðå 60-âàòòíûõ, íàóãàä âûáèðàþò 5 ëàìï. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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Õ — ÷èñëî 100-âàòòíûõ ëàìï â âûáîðêå. Îíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî 60-âàòòíûõ
ëàìï â âûáîðêå, òî çíà÷åíèÿìè åå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 0, 1, 2, 3, 4.

Ïð è ì åð 4. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 6 ðàç. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà Õ — ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ, òî Õ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Åñëè Õ — íîìåð áðîñêà, êîãäà ïåðâûé ðàç âûïàäåò
ãåðá, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Ãåðá ìîæåò è íè ðàçó íå âûïàñòü. Ýòî òàêæå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åãî íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê øåñòè ïåðå÷èñëåí-
íûì.

Óïðàæíåíèÿ

Óêàæèòå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà Õ.

1. (ÒÏÊ). Òðè ðàçà ïîäáðîøåíà èãðàëüíàÿ êîñòü. Õ — ÷èñëî áðîñ-
êîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âûïàëî ÷èñëî 5.

2. (ÏÊÎ). Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 36 êàðò, íàóãàä âûíóëè
6 êàðò. Õ — ÷èñëî âûíóòûõ òóçîâ.

3. (ÒÇÎ). ×åòûðå ðàçà ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó. Ïðè ýòîì ãåðá âûïàë
m ðàç è öèôðà — n ðàç. Õ — àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ÷èñåë
m è n.

4. (Ó65). Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 5 ðàç. Ãåðá âûïàë m ðàç è öèô-
ðà — n ðàç. Õ — àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ÷èñåë m è n.

5. (ËÅË). Èç ÷åòûðåõ ïàòðîíîâ âûâåðíóëè ëàìïî÷êè, ïðî÷èñòèëè
êîíòàêòíûå ñîåäèíåíèÿ è âñå ëàìïî÷êè â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ñíîâà
ââåðíóëè â ïàòðîíû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ëàìïî÷åê, ïî-
ïàâøèõ â «ñâîè» ïàòðîíû, òî åñòü â òå ïàòðîíû, â êîòîðûõ îíè íàõî-
äèëèñü äî ÷èñòêè.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè èçâåñòíû âñå åå çíà÷åíèÿ è äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ óêàçàíà åãî âåðîÿòíîñòü. Ïåðå÷åíü âñåõ çíà÷åíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû è ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ çàêîíîì
èëè ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Çàäàåòñÿ
ýòîò çàêîí îáû÷íî òàáëèöåé. Åå ïîñòðîåíèå ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðè-
ìåðàõ.

Ïð è ì åð 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ
â ðåçóëüòàòå ÷åòûðåõêðàòíîãî ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû. Ïîñòðîèòü ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Èñêîìûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåí òàáë. 3.3. Â ýòîé òàáëè-
öå äâå ñòðîêè, îáîçíà÷åííûå Õ è Ð(Õ), ãäå Õ — çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðèìåðà ýòî ÷èñëà 0, 1, 2, 3, 4), à Ð(Õ) —
âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé.
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  í‡·ÎËˆ‡ 3.3  

X 0 1 2 3 4 

P(X) 1/16 1/4 3/8 1/4 1/16 

 
Ïåðâîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî íóëþ, ÷òî îáîçíà÷à-

åò ñîáûòèå: ãåðá íå âûïàë íè ðàçó. Âåðîÿòíîñòü åãî ðàâíà 1/16. Ýòà
äðîáü çàïèñàíà âî âòîðîé ñòðîêå ïîä ÷èñëîì «0». Ñëåäóþùåå çíà÷å-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ ðàâíî åäèíèöå. Ýòî ñîáûòèå: îäèí ðàç
âûïàë ãåðá (ñëåäîâàòåëüíî, öèôðà âûïàëà òðè ðàçà). Âåðîÿòíîñòü ýòî-
ãî ñîáûòèÿ Ð(1) = 4/16 = 1/4. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíû âåðîÿòíîñòè âñåõ
îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: Ð(2) = 6/8 = 3/8; Ð(3) = 1/4;
Ð(4) = 1/16. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñâîéñòâîì ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ: ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà åäèíèöå. Ðàçóìååòñÿ, íåñêîëü-
êî îøèáîê ìîãóò ñêîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà òàê, ÷òî ñóììà âñåõ
âåðîÿòíîñòåé îêàæåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, ðå-
çóëüòàò, ðàâíûé åäèíèöå, íåëüçÿ ñ÷èòàòü àáñîëþòíûì êðèòåðèåì ïðà-
âèëüíîñòè âû÷èñëåíèé. Èíîå äåëî, åñëè ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷è-
ëàñü íå ðàâíîé åäèíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñêàòü îøèáêó.

Ïð è ì åð 2. Â ÿùèêå 10 äèîäîâ. Èç íèõ 4 îäíîàìïåðíûõ äèîäà
è 6 ïÿòèàìïåðíûõ. Íàóãàä áåðóò 5 äèîäîâ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ —
÷èñëî îäíîàìïåðíûõ äèîäîâ ñðåäè âûáðàííûõ. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ.

Õîòÿ â âûáîðêå 5 äèîäîâ, âåëè÷èíà Õ çíà÷åíèå 5 ïðèíÿòü íå ìî-
æåò, ïîñêîëüêó â ÿùèêå òîëüêî 4 îäíîàìïåðíûõ äèîäà. Ñ ó÷åòîì
ýòîãî ñòðîèì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (òàáë. 3.4).

  í‡·ÎËˆ‡ 3.4 

X 0 1 2 3 4 

P(X) 1/42 5/21 10/21 5/21 1/42 

  
Ïð è ìåð 3. Çàäóìàíî ïðîñòîå ÷èñëî â ïðåäåëàõ 0–20. Ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà Õ — êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì êîäå çàäóìàííîãî
÷èñëà. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ.

Â äèàïàçîíå 0–20 èìååòñÿ 8 ïðîñòûõ ÷èñåë: 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19. Ïðåäñòàâèì èõ â äâîè÷íîì êîäå è äëÿ êàæäîãî êîäà óêàæåì,
ñêîëüêî â íåì åäèíèö:

2 — 00010 (îäíà åäèíèöà); 11 — 01011 (òðè åäèíèöû);
3 — 00011 (äâå åäèíèöû); 13 — 01101 (òðè åäèíèöû);
5 — 00101 (äâå åäèíèöû); 17 — 10001 (äâå åäèíèöû);
7 — 00111 (òðè åäèíèöû); 19 — 10011 (òðè åäèíèöû).
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Ñîãëàñíî ýòîìó ñïèñêó ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ: 1, 2, 3.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè óêàçàíû
â òàáë. 3.5.

Óïðàæíåíèÿ

Ïîñòðîéòå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ.
1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 5 ðàç. Õ — ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ:
à) (ÏÝÉ) óêàæèòå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (Å37)! óêàæèòå âåðîÿòíîñòè Ð(2), Ð(3).
2. Â óðíå 4 øàðà. Íàóãàä áåðóò íåñêîëüêî øàðîâ, íî íå ìåíåå

îäíîãî. Õ — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÷èñëî èçâëå÷åííûõ øàðîâ:
à) (ÆÍÈ) óêàæèòå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Õ;
á) (ÈÈÒ) óêàæèòå âåðîÿòíîñòè Ð(1), Ð(3).
3. Â óðíå 3 áåëûõ øàðà è 5 ÷åðíûõ. Íàóãàä áåðóò 4 øàðà. Õ —

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÷èñëî áåëûõ øàðîâ â âûáîðêå:
à) (Ë98) óêàæèòå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (ÍÛÆ)! íàéäèòå âåðîÿòíîñòè Ð(0), Ð(1);
â) (223)! óêàæèòå âåðîÿòíîñòè Ð(2), Ð(3).
4. Çàäóìàíî êðàòíîå òðåì äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþ-

ùåå 15. Õ — ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè çàäóìàííîãî
÷èñëà:

à) (Ö38) óêàæèòå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (ÕÂÈ)! óêàæèòå âåðîÿòíîñòè íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
5. Ñòðåëîê ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8. Ó ñòðåëêà

4 ïàòðîíà. Ñòðåëîê ïðåêðàùàåò ñòðåëüáó ïîñëå ïåðâîãî ïðîìàõà. Õ —
÷èñëî ïîïàäàíèé â ìèøåíü:

à) (ßÎÊ) óêàæèòå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (ÎÑß)! óêàæèòå âåðîÿòíîñòü íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî çà íèì çíà÷åíèÿ (äåñ.);
â) (ÎÉÊ)! óêàæèòå âåðîÿòíîñòü íàèáîëüøåãî è ïðåäûäóùåãî çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (äåñ.).
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíî ïîëíî õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå åãî èñïîëüçîâàíèå âîçìîæíî ëèøü
â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ÷èñëî çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû íåâåëèêî — â ïðåäåëàõ ïåðâîãî äåñÿòêà, ëèáî âåðî-
ÿòíîñòè åå îòäåëüíûõ çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè. Â îáùåì æå
ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîïðÿ-
æåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, ïðè÷åì òðóäíîñòè ðàñòóò ñ
óäëèíåíèåì ðÿäà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîýòîìó íà ïðàê-
òèêå èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ïðîñòûå õàðàêòåðèñòèêè, îòðàæàþùèå ëèøü

  í‡·ÎËˆ‡ 3.5  

 X 1 2 3 

P(X) 1/8 3/8 1/2 
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îòäåëüíûå îñîáåííîñòè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Âàæíåéøåé èç òàêèõ
õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âîêðóã êîòîðîãî ãðóï-
ïèðóþòñÿ âñå îñòàëüíûå åå çíà÷åíèÿ.

Àíàëèòè÷åñêè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

Ì(Õ) = mõ = õ1ð1 + õ2ð2 + õ3ð3 + … + õkðk,
ãäå Ì(Õ) — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ (èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàêæå è äðóãîå îáîçíà÷åíèå: mõ); k — ÷èñëî çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ; õ1, õ2, õ3, …, õk — çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû Õ; ð1, ð2, ð3, …, ðk — âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû Õ, ïðè ýòîì

1 2 3
1

... 1.
k

k i
i

p p p p A
=

+ + + + = =∑

Êàê íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ.

Ïð è ì åð 1. Â òàáë. 3.3 ïðèâåäåí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Õ, ãäå Õ — ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ â ðåçóëüòàòå 4-êðàòíî-
ãî ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû. Ñîãëàñíî ôîðìóëå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ïîëó÷àåì:

1 1 3 1 1
0 1 2 3 4 2.

16 4 8 4 16xm = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Ïð è ìåð 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííûì
â òàáë. 3.4. Äåéñòâóÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ïåðâîì ïðèìåðå, ïîëó-
÷àåì:

1 5 10 5 1
0 1 2 3 4 2.

42 21 21 21 42xm = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Åñëè ïîäîáíûì îáðàçîì âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ
ðÿäà, ïðåäñòàâëåííîãî òàáë. 3.5, òî ïîëó÷èì mõ = 19/8.

Ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå îäíî è òî æå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îäíà îò äðóãîé ñòåïåíüþ ðàç-
áðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ. ×òîáû ó÷åñòü ýòó îñîáåííîñòü çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ââîäèòñÿ åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà — äèñïåðñèÿ. Äèñïåð-
ñèåé íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Õ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

2( ) ( ) ,xD X M X m = −
 

ãäå D(Õ) — äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ; Õ − mõ — îòêëîíåíèå
âåëè÷èíû Õ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; 2( )xX m−  — êâàäðàò
îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè èìååò âèä

2

1

( ) ( ) ,
k

i ı i
i

D X ı Ú A
=

= −∑

ãäå k — ÷èñëî çíà÷åíèé âåëè÷èíû Õ; õi — i-å çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Õ; ði — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ ïðè-
ìåò çíà÷åíèå õi.

Íàõîæäåíèå äèñïåðñèè ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå.

Ïð è ì åð 3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ,
çàäàííîé òàáë. 3.3, ðàâíî 2. Â òàáë. 3.6 ïðåäñòàâëåí ðÿä ðàñïðåäåëå-
íèÿ äëÿ êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû Õ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ. Íàõîäèì äèñïåðñèþ:

1 1 3 1 1
( ) 4 1 0 1 4 1.

16 4 8 4 16
D X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé
òàáë. 3.4, òàêæå ðàâíî 2. Íàéäåì äèñïåðñèþ (òàáë. 3.7):

1 5 10 5 1 14 2
( ) 4 1 0 1 4 .

42 21 21 21 42 21 3
D X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = =

  í‡·ÎËˆ‡ 3.6 

(ï – Úı )
2 4 1 0 1 4 

ê(ï) 1/16 1/4 3/8 1/4 1/16 
 

  í‡·ÎËˆ‡ 3.7 

(ï – Úı )
2 4 1 0 1 4 

ê(ï) 1/42 5/21 10/21 5/21 1/42 

 
Òàêèì îáðàçîì, ïðè îäèíàêîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ äèñ-

ïåðñèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ìîäà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ òåõ æå öåëåé, ÷òî è ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå, ñëóæèò åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà — ìîäà. Ìîäîé
íàçûâàþò òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Ðàçëè÷àþò óíèìîäàëüíîå è ïîëèìîäàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Óíèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì Õ, èìåþùèì íàèáîëüøóþ
âåðîÿòíîñòü. Íàïðèìåð, çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
òàáë. 3.3, 3.4, 3.5, ÿâëÿþòñÿ óíèìîäàëüíûìè. Â ñëó÷àå ïîëèìîäàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèõ çíà÷åíèé Õ íåñêîëüêî (áîëåå îäíîãî). Ïðè-
ìåðîì ïîëèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ðÿä, ïîñòðîåí-
íûé äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ, ãäå Õ — ÷èñëî, âûïàâøåå ïðè
îäíîêðàòíî ïîäáðîøåííîé èãðàëüíîé êîñòè. Â ýòîì ðÿäó âåðîÿòíîñòü
êàæäîãî çíà÷åíèÿ Õ ðàâíà 1/6. Äðóãèì ïðèìåðîì ïîëèìîäàëüíîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðÿä äëÿ âåëè÷èíû Õ, ãäå Õ — ÷èñëî ãåðáîâ,
âûïàâøèõ ïðè ïÿòèêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû. Â ýòîì ñëó÷àå
ð(0) = 1/32, ð(1) = 5/32, ð(2) = 10/32, ð(3) = 10/32, ð(4) = 5/32,
ð(5) =1/32, îòêóäà âèäíî, ÷òî èìååòñÿ äâà çíà÷åíèÿ Õ =2 è Õ =3, âå-
ðîÿòíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè è ðàâíûìè 10/32 =5/16.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî âûïàâ-
øèõ ãåðáîâ:

à) (50Ò) íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (Ò2Ò) íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî, âûïàâøåå ïðè îäíîêðàòíîì

ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè:
à) (ÒÀÌ) íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (ÑÎÎ) íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (äåñ.).
3. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ñíà÷àëà âûïàëî ÷èñ-

ëî n1, çàòåì — ÷èñëî n2. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Õ, åñëè:

à) (ÈÂØ) Õ — àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ÷èñåë n1 è n2;
á) (Û78) Õ — ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ; â) (ÊØÈ) Õ — ðàçíîñòü

âèäà n1 − n2.
4. Ó ñòðåëêà 4 ïàòðîíà. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè

êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Ïîñëå ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ ñòðåëüáà ïðå-
êðàùàåòñÿ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïðîìàõîâ. Íàéäèòå:

à) (ØÈÒ) Ð(Õ = 0), òî åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê íå ñäåëà-
åò íè îäíîãî ïðîìàõà (îáûêí.);

á) (ÖÏÌ) Ð(Õ = 1), òî åñòü âåðîÿòíîñòü îäíîãî ïðîìàõà (îáûêí.);
â) (ÃÎÔ) Ð(Õ = 2), òî åñòü âåðîÿòíîñòü äâóõ ïðîìàõîâ (îáûêí.);
ã) (ÊÑÓ) Ð(Õ = 3) (îáûêí.); ä) (ÌÈÕ) Ð(Õ = 4) (îáûêí.);
å) (ÏÊÊ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ

(îáûêí.).
5. Â êîðîáêå 8 ðàçíîöâåòíûõ êóáèêîâ: îäèí çåëåíûé, òðè êðàñ-

íûõ è ÷åòûðå îðàíæåâûõ. Íàóãàä áåðóò 4 êóáèêà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà Õ — ÷èñëî îðàíæåâûõ êóáèêîâ ñðåäè âûáðàííûõ. Íàéäèòå:

à) (ËÞ7) âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
á) (ÂÌÁ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (Ñ95) ìîäó; ã) (ØÌË) äèñïåðñèþ.
6. Â óðíå 3 çåëåíûõ øàðà, 3 ñèíèõ è 4 áåëûõ. Íàóãàä âûíèìàþò

4 øàðà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî áåëûõ øàðîâ ñðåäè âûíó-
òûõ. Íàéäèòå:

à) (Ê71) âñå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Õ; á) (28Å) ìîäó; â) (ÓÔÛ) ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå; ã) (ÂÓ×) äèñïåðñèþ.
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3.18. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè äâà ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÅÍÍ) îáà ðàçà âûïàäåò ãåðá;
á) (ÀÌÊ) îáà ðàçà âûïàäåò öèôðà;
â) (ÊÀÑ) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 1 ðàç;
ã) (ÎÐÄ) öèôðà âûïàäåò òî÷íî 1 ðàç.
2. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 4 ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÖÏ1) íè ðàçó íå âûïàäåò ãåðá;
á) (ÀÉÕ) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 2 ðàçà;
â) (Å51) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 1 ðàç;
ã) (ÓÌÈ) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 3 ðàçà.
3. Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 5 ðàç, è âñå 5 ðàç ìîíåòà ïàäàëà ãåðáîì

ââåðõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) (ÒÈÒ) åñëè ìîíåòó ïîäáðîñèòü åùå 3 ðàçà, òî âñå 3 ðàçà âûïàäåò

ãåðá;
á) (ÄÅË) åñëè ìîíåòó ïîäáðîñèòü åùå 5 ðàç, òî ãåðá íå âûïàäåò íè

ðàçó.
4. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (591) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 3 ðàçà;
á) (512) ãåðá âûïàäåò òî÷íî 5 ðàç;
â) (ÐÓË) ãåðá è öèôðà áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ;
ã) (ÌÒÇ) öèôðà âûïàäåò íå ìåíåå 3 ðàç;
ä) (8Ò4) öèôðà âûïàäåò íå ìåíåå 5 ðàç;
å) (0À) ãåðá âûïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
5. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÂÌÊ) â ðåçóëüòàòå òðåõ ïîñëåäíèõ áðîñêîâ íè ðàçó íå âûïàäåò

öèôðà;
á) (ÅÍØ) ãåðá âûïäåò íå ìåíåå îäíîãî ðàçà;
â) (499) ñíà÷àëà 5 ðàç âûïàäåò ãåðá, à çàòåì 5 ðàç âûïàäåò öèôðà;
ã) (ÃÎÞ) ñðåäè ïåðâûõ 7 áðîñêîâ 3 ðàçà âûïàäåò ãåðá.
6. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò 1 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèé:
à) (Ê10) âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò ïðîñòûì;
á) (Æ21) âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò íå ìåíåå åäèíèöû;
â) (ÀÓÊ) âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 4;
ã) (ÌÎÈ) âûïàâøåå ÷èñëî íå áóäåò äåëèòüñÿ íà 3.
7. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò 2 ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèé:
à) (ÔÓØ) âûïàâøèå öèôðû áóäóò îäèíàêîâûìè;
á) (ÏÀ×) â ïåðâîì áðîñêå âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò ìåíüøå, ÷åì âî

âòîðîì;
â) (Ð63) â ïåðâîì áðîñêå âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì âî

âòîðîì;
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ã) (199) îáå âûïàâøèå öèôðû áóäóò ÷åòíûìè;
ä) (ÔÈÐ) ïåðâîå âûïàâøåå ÷èñëî áóäåò ÷åòíûì, à âòîðîå — íå÷åò-

íûì;
å) (ÈÑÑ) âûïàâøèå öèôðû áóäóò ðàçíûìè.
8. Íåêòî çàäóìàë äâóçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî N (ñ íóëÿ ÷èñëî

íå íà÷èíàåòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âàðèàíòîâ:
à) (ËÀÒ) ÷èñëî N ÷åòíîå;
á) (39) öèôðû â ÷èñëå îäèíàêîâû;
â) (ÅËÅ) â ÷èñëå N ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà öèôðà 5;
ã) (×ÎÊ) îáå öèôðû â ÷èñëå N ïðîñòûå ÷èñëà;
ä) (339) ïåðâàÿ öèôðà â ÷èñëå N ìåíüøå âòîðîé;
å) (ÝÕÏ) ÷èñëî N íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 6 è öèôðîé 6 îêàí÷èâà-

åòñÿ;
æ) (ÖÊÌ) îáå öèôðû â ÷èñëå íå÷åòíûå;
ç) (ÀÇÎ) êàæäàÿ öèôðà íå ïðåâûøàåò 4.
9. Çàäóìàíî òðîè÷íîå ÷èñëî N, íå ïðåâûøàþùåå òðåõ çíàêîâ

(òî åñòü îíî ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ è âûáèðàåòñÿ èç äèàïàçîíà
0–222). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî N:

à) (ÖÍÂ) ÷åòíîå; ã) (ÂÎÊ) äåëèòñÿ íà 13;
á) (ßÇÍ) ïðîñòîå; ä) (À8Ä) äåëèòñÿ íà 4;
â) (ÂÈÑ) íå÷åòíîå; å) (ÂÈÎ) íå ïðåâîñõîäèò 9.
10. Çàäóìàíî ÷åòûðåõçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî N (ñ íóëÿ ÷èñëà

íå íà÷èíàþòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷èñëå N:
à) (ÌÖÐ) âñå öèôðû ïðîñòûå ÷èñëà;
á) (ÓÐÑ) åñòü õîòÿ áû îäíà öèôðà 5;
â) (ÁÊÁ) öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ;
ã) (65Ò) èìåþòñÿ òî÷íî äâå öèôðû 5.
11. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ñóììà î÷êîâ:
à) (ÌßÕ) ðàâíà 2; â) (ÂËÆ) ðàâíà 5;
á) (ÏÔÈ) ðàâíà 10; ã) (ÖÔÊ) íå ïðåâûñèò 3.
12. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî:
à) (ÒÛË) ñðåäè âûïàâøèõ ÷èñåë õîòÿ áû îäíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

÷èñëîì;
á) (ÔÝÍ) îáà âûïàâøèõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè;
â) (ÀÍÎ) îáà âûïàâøèõ ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè;
ã) (1ÒÒ) àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè âûïàâøèõ î÷êîâ íå ïðå-

âûøàåò 4.
13. (ËÅÏ). Â ïàðòèè, ñîñòîÿùåé èç 10 äåòàëåé, òðè äåòàëè ÿâëÿ-

þòñÿ äåôåêòíûìè. Èç ýòîé ïàðòèè íàóãàä âçÿëè 4 äåòàëè. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷íî îäíà èç íèõ áóäåò äåôåêòíîé.
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14. Â óðíå 4 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ øàðîâ. Íàóãàä áåðóò äâà øàðà.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè:

à) (ÏÂÐ) îáà ÷åðíûå;
á) (ÈÖÂ) îáà áåëûå;
â) (ÕÁÔ) ðàçíîãî öâåòà.
15. Òðè ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü, ãðàíè êîòîðîé ïðî-

íóìåðîâàíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, 3, 4, 5, 6. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèé:

à) (ÅËÜ) âûïàäóò ÷èñëà 3, 3, 5;
á) (ÖÝÝ) âñå òðè ðàçà âûïàäóò ÷åòíûå öèôðû;
â) (117) ïåðâîé âûïàäåò öèôðà 3, ïîñëåäíåé — ÷åòíàÿ öèôðà;
ã) (ÖÂÎ) ïåðâîé âûïàäåò íå÷åòíàÿ öèôðà, ïîñëåäíåé — íå ïÿ-

òåðêà;
ä) (0À5) ïåðâîé âûïàäåò íå äâîéêà, âòîðîé — äâîéêà, òðåòüåé —

íå ïÿòåðêà.
16. Â òèðå òðè ìèøåíè. Ïåðåä ìèøåíÿìè òðè ñòðåëêà. Êàæäûé

ñòðåëîê ñàìîñòîÿòåëüíî, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, âûáèðàåò ìèøåíü
è ïðîèçâîäèò îäèí âûñòðåë áåç ïðîìàõà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèé:

à) (ÕÒ5) âñå ñòðåëêè âûáåðóò ïåðâóþ ìèøåíü;
á) (ÅÍÓ) íè îäèí ñòðåëîê íå âûáåðåò ïåðâóþ ìèøåíü;
â) (ÖÍÅ) íèêòî íå âûáåðåò âòîðóþ ìèøåíü;
ã) (139) â êàæäîé ìèøåíè îêàæåòñÿ ïî îäíîé ïðîáèâêå;
ä) (ÑßÎ) â äâóõ ìèøåíÿõ íå áóäåò íè îäíîé ïðîáèâêè;
å) (ÀÑÑ) âî âòîðîé ìèøåíè îêàæåòñÿ äâå ïðîáèâêè;
æ) (ÏÀÐ) â òðåòüåé ìèøåíè îêàæåòñÿ îäíà ïðîáèâêà.
17. Ïåðåä 4 ìèøåíÿìè 4 ñòðåëêà. Êàæäûé ñòðåëîê ñàìîñòîÿòåëüíî

âûáèðàåò ìèøåíü è ïðîèçâîäèò îäèí âûñòðåë áåç ïðîìàõà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÑßÕ) âñå ìèøåíè áóäóò ïîðàæåíû;
á) (Ð70) ïîðàæåíà áóäåò òîëüêî ïåðâàÿ ìèøåíü;
â) (ÈÊÎ) âñå ÷åòûðå ñòðåëêà âûáåðóò îäíó è òó æå ìèøåíü;
ã) (ËÀÏ) â ÷åòâåðòîé ìèøåíè íå îêàæåòñÿ íè îäíîé ïðîáèâêè;
ä) (ÂÑÅ) òðè ìèøåíè îêàæóòñÿ áåç ïðîáèâîê;
å) (ÌÒÒ) òî÷íî äâå ìèøåíè îêàæóòñÿ áåç ïðîáèâîê;
æ) (ÝÉÑ) ïåðâóþ ìèøåíü âûáåðåò õîòÿ áû îäèí ñòðåëîê.
18. Â óðíå 7 ïðîíóìåðîâàííûõ øàðîâ. Èõ íîìåðà: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Èç óðíû íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàð, çàïèñûâàþò åãî íîìåð, à øàð
âîçâðàùàþò â óðíó è âñå øàðû ïåðåìåøèâàþò. Òî÷íî òàê æå ïîñòóïà-
þò åùå äâà ðàçà, ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàÿ íîìåðà øàðîâ. Ïîëó-
÷èòñÿ òðåõðàçðÿäíîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÒÏÈ) ÷òî öèôðû â ÷èñëå îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü;



101

á) (ËßÊ) öèôðû â ÷èñëå èäóò â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ;
â) (ØÀÍ) â ÷èñëå íåò îäèíàêîâûõ öèôð;
ã) (7ÐÎ) êàæäàÿ èç öèôð â ÷èñëå ìåíüøå 5;
ä) (ÄÄÐ) â ÷èñëå èìååòñÿ òî÷íî äâå îäèíàêîâûå öèôðû;
å) (ÓÐÃ) â ÷èñëå íè ðàçó íå âñòðå÷àåòñÿ öèôðà 1;
æ) (ÎÒÊ) â ÷èñëå èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà öèôðà 1.
19. (ÔÅÉ). Ðåáåíîê, íå óìåþùèé ÷èòàòü, ðàññûïàë ñîñòàâëåííîå

èç áóêâ ðàçðåçíîé àçáóêè ñëîâî ÀÊÑÈÎÌÀ è âñå êàðòî÷êè ñíîâà ðàñ-
ïîëîæèë â îäèí ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó íåãî ïîëó÷è-
ëîñü òî æå ñàìîå ñëîâî ÀÊÑÈÎÌÀ.

20. Êàæäàÿ èç 33 áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà çàïèñàíà íà îòäåëüíîé
êàðòî÷êå. Èç ýòèõ 33 êàðòî÷åê íàóãàä âûáèðàþò äâå. (Ñðåäè 33 áóêâ
ðóññêîãî àëôàâèòà 10 áóêâ ãëàñíûå, 21 — ñîãëàñíàÿ. Òâåðäûé è ìÿã-
êèé çíàêè íå ÿâëÿþòñÿ íè ãëàñíûìè, íè ñîãëàñíûìè.) Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äâóõ âûáðàííûõ êàðòî÷êàõ:

à) (ÏÂÇ) îáå áóêâû ãëàñíûå;
á) (5Ò1) îáå áóêâû ñîãëàñíûå;
â) (92Â) îäíà áóêâà ãëàñíàÿ è îäíà ñîãëàñíàÿ;
ã) (ÍÈÑ) íåò íè ãëàñíûõ, íè ñîãëàñíûõ áóêâ.
21. Â êîëîäå 36 êàðò. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè äâóõ

ñëó÷àéíî âûíóòûõ:
à) (ÇßÌ) ïèêîâàÿ äàìà; ä) (ÇÓË) õîòÿ áû îäèí òóç;
á) (058) òóç ïèê è äàìà ïèê; å) (Ò73) íåò íè êîðîëåé, íè òóçîâ;
â) (ÍÎÍ) òî÷íî îäèí òóç; æ) (ÒÈÐ) äâà êîðîëÿ;
ã) (ÒÀÏ) îäèí òóç è îäèí êîðîëü; ç) (201) íåò êîðîëåé.
22. Â óðíå 5 øàðîâ ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 4, 5. Íàóãàä âûíèìàþò

îäèí çà äðóãèì âñå øàðû è êëàäóò îäèí ê äðóãîìó â ðÿä. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÅÆÆ) øàðû ðàñïîëîæàòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 5, 4, 3, 2, 1;
á) (ÏÅÊ) ñíà÷àëà â ðÿäó áóäóò øàðû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè (â ëþ-

áîì ïîðÿäêå), à çàòåì — ñ íå÷åòíûìè (òàêæå â ëþáîì ïîðÿäêå);
â) (Þ58) ÷åòíûå è íå÷åòíûå íîìåðà áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ íà÷èíàÿ

ñ ÷åòíîãî.
23. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) (ÒÈÃ) â ðåçóëüòàòå âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî áðîñêîâ âû-

ïàäåò ãåðá;
á) (ÀÏÎ) ñíà÷àëà 5 ðàç âûïàäåò ãåðá, à çàòåì 5 ðàç âûïàäåò öèôðà;
â) (Û39) ñíà÷àëà 4 ðàçà ïîäðÿä âûïàäåò ãåðá, à ïîñëåäíèé ðàç

(òî åñòü äåñÿòûé) — öèôðà.
24. Èç áóêâ ðàçðåçíîé àçáóêè ñîñòàâëåíî ñëîâî ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÀ-

ÖÈß. Ýòî ñëîâî ðàññûïàëè. Çàòåì, ñëó÷àéíî âûáèðàÿ ðàññûïàííûå
áóêâû, ñîñòàâèëè ÷åòûðåõáóêâåííîå ñëîâî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî:
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à) (454) âàòà; â) (ÄÎÔ) ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ãëàñíûõ áóêâ;
á) (ÃÓÄ) çèìà; ã) (ÁÓÌ) ñîñòîÿùåå òîëüêî èç ñîãëàñíûõ áóêâ.
25. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. ×èñëî, âûïàâøåå

â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî áðîñêà, îáîçíà÷èì áóêâîé à, â ðåçóëüòàòå âòîðî-
ãî — áóêâîé b. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÏÈÀ) ÷òî ÷èñëî à − b áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, íå ðàâíûì íóëþ;
á) (ØÈÐ) ÷èñëî à + b áóäåò íå áîëüøå 7;
â) (ÊÈÑ) ÷èñëî | à − b | áóäåò íå ðàâíûì íóëþ è íå ðàâíûì åäè-

íèöå.
26. Â ñòîïå 7 òåòðàäåé ñ æåëòîé îáëîæêîé è 4 òåòðàäè ñ ñèíåé.

Èç ñòîïû ñëó÷àéíî âûíèìàþò äâå òåòðàäè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (×ÅÊ) ÷òî îáå òåòðàäè áóäóò ñ æåëòîé îáëîæêîé;
á) (ÍÓÍ) òåòðàäè áóäóò ñ îáëîæêàìè ðàçíûõ öâåòîâ;
â) (ÍÓÆ) îáå òåòðàäè áóäóò îäíîãî öâåòà (îáå æåëòûå ëèáî îáå

ñèíèå).
27. Ãðóïïà ñòóäåíòîâ â ïåðèîä ñåññèè ðåøèëà ñäàâàòü ýêçàìåíû â

ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, ãåîãðàôèÿ, èñòîðèÿ. Äåêà-
íàò òàêæå ïðåäëîæèë ñâîé âàðèàíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäà÷è ýêçà-
ìåíîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÎÐÒ) ÷òî âàðèàíò äåêàíàòà ïîëíîñòüþ ñîâïàäåò ñ ðåøåíèåì
ãðóïïû;

á) (Ë27) âàðèàíò äåêàíàòà ñîâïàäåò ñ ðåøåíèåì ãðóïïû òîëüêî ïî
îäíîìó ïðåäìåòó;

â) (Ó×À) âàðèàíò äåêàíàòà íå ñîâïàäåò ñ ðåøåíèåì ãðóïïû íè ïî
îäíîìó ïðåäìåòó.

28. Íåêòî çàäóìàë äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà 1–19 âêëþ÷è-
òåëüíî (÷èñëà ñ íóëÿ íå íà÷èíàþòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âàðèàí-
òîâ:

à) (ÅÐØ) â çàäóìàííîì ÷èñëå íåò ÷åòíûõ öèôð;
á) (1À1) â çàäóìàííîì ÷èñëå åñòü è ÷åòíàÿ öèôðà è íå÷åòíàÿ;
â) (ÓÔÈ) çàäóìàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì èëè ïðîñòûì.
29. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 8 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (789) ãåðá âûïàäåò ñòîëüêî æå ðàç, ñêîëüêî è öèôðà;
á) (ÍÅÊ) íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîãî áðîñêà ãåðá è öèôðà áóäóò ÷åðåäî-

âàòüñÿ (à ÷òî áûëî äî ÷åòâåðòîãî áðîñêà — íå èìååò çíà÷åíèÿ);
â) (ÀßÑ) ñíà÷àëà âûïàäåò ãåðá, à çàòåì ãåðá íå âûïàäåò íè ðàçó.
30. Íà ïîëêå 8 ó÷åáíèêîâ. Íà ýòó ïîëêó ïîñòàâèëè äâóõòîìíèê

À.Ï. ×åõîâà. Ìåñòî äëÿ êàæäîãî òîìà âûáèðàëîñü ñëó÷àéíî. Íàéäè-
òå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÐÊÒ) ÷òî îáà òîìà îêàæóòñÿ ðÿäîì;
á) (ÊÍÎ) ìåæäó òîìàìè À.Ï. ×åõîâà áóäåò ÷åòíîå ÷èñëî ó÷åáíèêîâ;
â) (ÐÀÄ) òîìà À.Ï. ×åõîâà ðàñïîëîæàòñÿ íå ðÿäîì è íè îäíîãî èç

åãî òîìîâ íå áóäåò íè â íà÷àëå, íè â êîíöå âñåãî ðÿäà êíèã.
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31. Äàíî 8 êàðòî÷åê ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, …, 8. Êàðòî÷êè ïåðåìå-
øàëè, ïîñëå ÷åãî â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå âñå èõ ðàñïîëîæèëè â îäèí
ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÔÀÐ) ÷òî öèôðû 2, 3, 4 â ïîëó÷åííîì ðÿäó ðàñïîëîæàòñÿ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî ðÿäîì;

á) (185) ðÿäîì îêàæóòñÿ êàðòî÷êè ñ íîìåðàìè 5 è 6;
â) (Ò53) öèôðû 2 è 5 íèãäå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå îêàæóòñÿ

ðÿäîì.
32. Ãðàíè êóáèêà ïðîíóìåðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: −3, −2,

−1, 1, 2, 3. Êóáèê ïîäáðàñûâàþò äâà ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèé:

à) (5ÈÐ) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî;
á) (ÔÈÒ) ïåðâîå âûïàâøåå ÷èñëî ìåíüøå âòîðîãî;
â) (Ì38) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ íå ðàâíà íóëþ.
33. Íà ïîëêå 12 êíèã. Èç íèõ 7 ñïðàâî÷íèêîâ è 5 ó÷åáíèêîâ.

Íàóãàä áåðóò 4 êíèãè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (85Ê) ÷òî íà ïîëêå îñòàíåòñÿ 5 ñïðàâî÷íèêîâ è 3 ó÷åáíèêà;
á) (ÔÐÈ) ñðåäè âûáðàííûõ áóäåò òîëüêî îäèí ñïðàâî÷íèê;
â) (ÒÒÀ) âñå âûáðàííûå êíèãè ñïðàâî÷íèêè.
34. Çàäóìàíî 8-çíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî (÷èñëà ìîãóò íà÷èíàòüñÿ

ñ íóëÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÄÂÑ) ÷òî â íåì 4 åäèíèöû è äâå èç íèõ çàíèìàþò äâà ñòàðøèõ

ðàçðÿäà;
á) (ÏÅË) ÷åòûðå ñðåäíèõ ðàçðÿäà çàíèìàþò åäèíèöû;
â) (ËÓØ) â ïåðâîé ïîëîâèíå ÷èñëà åäèíèö ñòîëüêî æå, ñêîëüêî

âî âòîðîé.
35. Â ÿùèêå ÷åòûðå Ì-ãàéêè (ñ ìåòðè÷åñêîé ðåçüáîé) è äåñÿòü

Ä-ãàåê (ñ äþéìîâîé ðåçüáîé). Íàóãàä áåðóò n ãàåê. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü:

à) (ÕÕÕ) ÷òî ïðè n = 8 ïîëîâèíà èç íèõ Ì-ãàéêè;
á) (ÀßÖ) ïðè n = 6 ÷èñëî Ì-ãàåê áóäåò áîëüøå ÷èñëà Ä-ãàåê;
â) (Ø51) ïðè n = 7 áóäåò äâå Ì-ãàéêè è ïÿòü Ä-ãàåê.
36. Èãðàëüíóþ êîñòü, øåñòü ãðàíåé êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû ÷èñ-

ëàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6, ïîäáðàñûâàþò 3 ðàçà. Îáîçíà÷èì: à — ÷èñëî,
âûïàâøåå â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî áðîñêà; b è ñ — â ðåçóëüòàòå âòîðîãî
è òðåòüåãî áðîñêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âûïîëíèòñÿ óñëîâèå:

à) (ÊØÀ) à + b = ñ;
á) (ÝÕÒ) à + b > ñ;
â) (5ÒÕ) à + b < ñ.
37. Íåêòî çàäóìàë äåñÿòè÷íîå ÷èñëî N, ãäå 0 ≤ N ≤ 36. Íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü:
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à) (ÂÊÁ) ÷òî ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òðåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé;

á) (ÁÀÌ) ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (÷èñ-
ëî 0 íå îòíîñèòñÿ ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì);

â) (245) ñóììà öèôð çàäóìàííîãî ÷èñëà åñòü ïðîñòîå ÷èñëî.
38. Èç áóêâ ñëîâà ÀÂÒÎÁÓÑ ñëó÷àéíî áåðóò 4 áóêâû. Íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ íå áóäåò:
à) (ßÌÇ) áóêâ À, Î, Á, Ó;
á) (ÄÂÀ) áóêâ Ò è Î;
â) (Ñ26) áóêâû Ñ.
39. Ïåðåä ïÿòüþ ìèøåíÿìè 5 ñòðåëêîâ. Êàæäûé ñòðåëîê ñëó÷àé-

íî âûáèðàåò ìèøåíü è äåëàåò îäèí âûñòðåë áåç ïðîìàõà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÍÓÌ) â êàæäîé ìèøåíè áóäåò ïðîáèâêà;
á) (ÒÅÄ) òî÷íî äâå ìèøåíè îêàæóòñÿ áåç ïðîáèâîê;
â) (794) òî÷íî òðè ìèøåíè áóäóò áåç ïðîáèâîê.
40. ×åòâåðî âûïóñêíèêîâ ñðåäíåé øêîëû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà

âûáèðàþò âóç. Â èõ ðàñïîðÿæåíèè 6 âóçîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÀÎÒ) ÷òî âñå ÷åòâåðî âûáåðóò îäèí è òîò æå âóç;
á) (ßÊÎ) âñå ÷åòâåðî îêàæóòñÿ â ðàçíûõ âóçàõ;
â) (ÊÈÍ) òî÷íî ÷åòûðå âóçà èç øåñòè íå âûáåðåò íèêòî.
41. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Îáîçíà÷èì: à —

÷èñëî, âûïàâøåå â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî áðîñêà; b — â ðåçóëüòàòå âòî-
ðîãî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÅÌØ) à — ïðîñòîå ÷èñëî, b íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì;
á) (ÍÈÐ) à + b — ïðîñòîå ÷èñëî; â) (56ß) à/b — öåëîå ÷èñëî.
42. Íåêòî çàäóìàë 9-çíà÷íîå òðîè÷íîå ÷èñëî, íå ñîäåðæàùåå íó-

ëåé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîì ÷èñëå:
à) (ÓÑÑ) òðè äâîéêè, ñ äâîéêè îíî íå íà÷èíàåòñÿ è íå îêàí÷èâàåò-

ñÿ åäèíèöåé;
á) (ÏÛË) åäèíèö âäâîå áîëüøå, ÷åì äâîåê;
â) (9Ð1) äâîéêè íèãäå íå ñòîÿò ðÿäîì.
43. Íà êàðòî÷êàõ ðàçðåçíîé àçáóêè çàïèñàíû öèôðû 1, 2, 3, 4,

à íà äðóãèõ êàðòî÷êàõ çàïèñàíû áóêâû À, Á, Â, Ã. Âñå 8 êàðòî÷åê
ïåðåìåøàëè, çàòåì ñëó÷àéíî âûáðàëè 4 êàðòî÷êè è ïîëîæèëè èõ
â ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÂÀË) ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ 2 êàðòî÷êè áóäóò ñ öèôðàìè è
2 — ñ áóêâàìè:

á) (63Ò) ïåðâûìè â ðÿäó áóäóò äâå öèôðû, à çàòåì — äâå áóêâû;
â) (ÒÂÐ) öèôðû è áóêâû â ðÿäó ÷åðåäóþòñÿ.
44. Â ÿùèêå 6 èñïðàâíûõ äèîäîâ. Ñëó÷àéíî òóäà ïîëîæèëè

5 íåèñïðàâíûõ äèîäîâ. Èç ÿùèêà íàóãàä áåðóò n äèîäîâ. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:
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à) (85Ð) ÷òî ïðè n = 4 âñå äèîäû îêàæóòñÿ èñïðàâíûìè;
á) (ÈÎÔ) ïðè n = 4 èñïðàâíûõ äèîäîâ ñðåäè âûíóòûõ áóäåò áîëü-

øå, ÷åì íåèñïðàâíûõ;
â) (ØÓÎ) ïðè n = 5 â ÿùèêå èñïðàâíûõ äèîäîâ îñòàíåòñÿ ñòîëüêî

æå, ñêîëüêî è íåèñïðàâíûõ.
45. Â òèðå 6 ìèøåíåé. Ïåðåä ìèøåíÿìè 4 ñòðåëêà. Êàæäûé ñòðå-

ëîê ñàìîñòîÿòåëüíî âûáèðàåò ìèøåíü è äåëàåò îäèí âûñòðåë áåç ïðî-
ìàõà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:

à) (ÊÀÉ) òî÷íî ÷åòûðå ìèøåíè îêàæóòñÿ áåç ïðîáèâîê;
á) (ÞÌÈ) â îäíîé èç íèõ áóäåò äâå ïðîáèâêè, à â äâóõ äðóãèõ —

ïî îäíîé;
â) (ËÒÇ) â îäíîé èç ìèøåíåé áóäåò 3 ïðîáèâêè è îäíà — â äðóãîé.
46. Çàäóìàíî ïÿòèðàçðÿäíîå òðîè÷íîå ÷èñëî (ñ íóëÿ ÷èñëà íå íà-

÷èíàþòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÎÐÄ) ÷òî íà ìåñòå ñòàðøåãî ðàçðÿäà îêàæåòñÿ öèôðà 2;
á) (ÊÓÊ) çàäóìàííîå ÷èñëî áóäåò ÷åòíûì;
â) (Ä2Ò) â çàäóìàííîì ÷èñëå íå áóäåò åäèíèö.
47. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò 5 ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèé:
à) (489) öèôðà 5 âûïàäåò òî÷íî äâà ðàçà;
á) (Í32) öèôðà 5 âûïàäåò òîëüêî â ðåçóëüòàòå ÷åòâåðòîãî áðîñêà;
â) (ÁÛË) â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî áðîñêîâ âûïàäåò ÷åò-

íàÿ öèôðà.
48. Íà ïóòè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ 5 ñâåòîôîðîâ, êàæäûé èç êî-

òîðûõ ïðîïóñêàåò àâòîìîáèëü ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 0,7. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ËÅÀ) ÷òî ïåðâûé ñâåòîôîð ïðîïóñòèò, à âòîðîé çàäåðæèò (äåñ.);
á) (ÐÀ.ÄÊ) àâòîìîáèëü áóäåò çàäåðæàí òîëüêî ïÿòûì ñâåòîôîðîì

(äåñ.);
â) (72.ÄÊ) íè îäèí ñâåòîôîð íå çàäåðæèò àâòîìîáèëü (äåñ.).
49. Íàóãàä çàïèñàíî òðåõðàçðÿäíîå òðîè÷íîå ÷èñëî (ñ íóëÿ ÷èñëà

íå íà÷èíàþòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âàðèàíòîâ:
à) (ÔÈØ) ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;
á) (5ßß) îäíà öèôðà â çàïèñè ïîâòîðÿåòñÿ òî÷íî äâà ðàçà (íàïðè-

ìåð, 112, 212);
â) (Ó29) â äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äâóõðàç-

ðÿäíûì.
50. Ñòðåëîê âåäåò ñòðåëüáó äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü,

ïîñëå ÷åãî ñòðåëüáó ïðåêðàùàåò. Ó ñòðåëêà 4 ïàòðîíà. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 3/5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèé:

à) (ÐÎÈ) ó ñòðåëêà îñòàíóòñÿ íåèçðàñõîäîâàííûìè 2 ïàòðîíà;
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á) (ßÎÑ) ñòðåëîê ïîðàçèò ìèøåíü ëèøü ïîñëåäíèì âûñòðåëîì;
â) (ÐÅÌ) ñòðåëêó íå óäàñòñÿ ïîðàçèòü ìèøåíü.
51. Â êîëîäå 36 êàðò. Èç íåå íàóãàä âûíèìàþò äâå êàðòû. Íàé-

äèòå âåðîÿòíîñòü âàðèàíòîâ:
à) (ÂÎÍ) îáå îíè íå òóçû;
á) (ÔÓÒ) õîòÿ áû îäíà èç íèõ êîðîëü;
â) (568) õîòÿ áû îäíà èç íèõ ïèêîâîé ìàñòè.
52. Íà ïóñòóþ ïîëêó â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ñòàâÿò 4 êíèãè ñ æåë-

òîé îáëîæêîé è 5 êíèã ñ çåëåíîé îáëîæêîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (714) ÷òî íà ïîëêå íå áóäåò ðÿäîì ñòîÿùèõ êíèã ñ æåëòîé

îáëîæêîé;
á) (ÂÂË) íà ïîëêå íå áóäåò ðÿäîì ñòîÿùèõ êíèã ñ çåëåíîé îáëîæ-

êîé;
â) (ÆÂÊ) öâåòà îáëîæåê áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ.
53. Â óðíå 6 áåëûõ è 7 ÷åðíûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíèìàþò n øà-

ðîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÐÂÇ) ïðè n = 4 ÷åðíûõ øàðîâ ñðåäè âûíóòûõ áóäåò áîëüøå,

÷åì áåëûõ;
á) (ÀÓÑ) ïðè n = 5 â óðíå îñòàíåòñÿ ïîðîâíó áåëûõ è ÷åðíûõ

øàðîâ;
â) (Ñ11) ïðè n = 4 â óðíå îñòàíåòñÿ 6 ÷åðíûõ øàðîâ è 3 áåëûõ.
54. Â óðíå 6 ïðîíóìåðîâàííûõ øàðîâ. Èõ íîìåðà 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ïîî÷åðåäíî âûíèìàþò (áåç âîçâðàòà) 4 øàðà è çàïèñûâàþò èõ íîìå-
ðà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (Ã32) ÷òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî 4632;
á) (ÓÊÀ) ñðåäè çàïèñàííûõ áóäåò îäíà ÷åòíàÿ öèôðà è òðè íå÷åò-

íûõ (â ëþáîì ïîðÿäêå);
â) (939) íîìåðà øàðîâ áóäóò òîëüêî âîçðàñòàòü èëè òîëüêî óáû-

âàòü.
55. Ñëîâî «àâèàöèÿ», ñîñòàâëåííîå èç áóêâ ðàçðåçíîé àçáóêè, ðàñ-

ñûïàëè è íàóãàä âçÿëè äâå êàðòî÷êè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (19ß) â âûáîðêå íåò îäèíàêîâûõ è íåò ñîãëàñíûõ áóêâ;
á) (×ÓÊ) îäíà áóêâà ãëàñíàÿ è îäíà — ñîãëàñíàÿ;
â) (ÍÓÒ) ñðåäè âûáðàííûõ ñîãëàñíûõ áóêâ íåò.
56. Â ðóññêîì àëôàâèòå 33 áóêâû: ãëàñíûõ — 10, ñîãëàñíûõ — 21

è äâà çíàêà — òâåðäûé è ìÿãêèé. Ñëó÷àéíî âûáèðàþò îäíó áóêâó
è çàïèñûâàþò åå. Çàòåì òàêæå íàóãàä âûáèðàþò åùå îäíó áóêâó. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì âîçìîæåí ïîâòîð. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÌßÐ) âòîðàÿ áóêâà òâåðäûé çíàê;
á) (210) îáå áóêâû îäèíàêîâûå;
â) (Å23) îáå áóêâû ãëàñíûå.
57. Íàóãàä çàïèñàíî äåñÿòè÷íîå ÷èñëî 9 < à ≤ 99. Íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî â ÷èñëå:
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à) (ÝÐÔ) íåò öèôðû 5;
á) (ÄÎÏ) èìååòñÿ òî÷íî îäíà öèôðà 6 (è êàêàÿ-ëèáî äðóãàÿ);
â) (917) è ïåðâàÿ è âòîðàÿ öèôðû ïðåâûøàþò 6.
58. Â ÿùèêå 6 ãàåê ñ ðåçüáîé Ì3 è 5 ãàåê ñ ðåçüáîé Ì4. Íàóãàä

áåðóò 5 ãàåê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÄÈÉ) â ÿùèêå îñòàíóòñÿ òîëüêî ãàéêè ñ ðåçüáîé Ì3;
á) (482) ñðåäè âûáðàííûõ áóäåò 2 ãàéêè Ì3 è 3 ãàéêè Ì4;
â) (ÄÂÊ) ñðåäè âûáðàííûõ áóäåò áîëüøå ãàåê Ì3, ÷åì ãàåê Ì4.
59. Â ìàãàçèíå 6 âèäîâ øîêîëàäíûõ êîíôåò. ×åòûðå ïîêóïàòåëÿ

íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âûáèðàþò ïî îäíîé êîíôåòå. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèé:

à) (ÖÊ8) âñå îíè êóïÿò ðàçíûå êîíôåòû;
á) (Ð79) âñå âûáåðóò êîíôåòó îäíîãî è òîãî æå âèäà;
â) (ÈÈ1) òî÷íî 4 âèäà êîíôåò íèêòî íå âûáåðåò.
60. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèé:
à) (ÖÈÑ) åñëè èç ñóììû âûïàâøèõ ÷èñåë âû÷åñòü 7, òî ïîëó÷èòñÿ

îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (òî åñòü à + b < 0, ãäå à — ïåðâîå âûïàâøåå
÷èñëî, b — âòîðîå);

á) (ÎÊÀ) åñëè ê ñóììå âûïàâøèõ ÷èñåë ïðèáàâèòü 7, òî ïîëó÷èò-
ñÿ äâóçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî (íå íà÷èíàþùååñÿ ñ íóëÿ);

â) (ÁÓË) åñëè ñóììó âûïàâøèõ ÷èñåë óäâîèòü, òî ïîëó÷èòñÿ îä-
íîðàçðÿäíîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî.

61. Â óðíå 7 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Ïî îäíîìó íàóãàä âûíè-
ìàþò 5 øàðîâ áåç âîçâðàùåíèÿ èõ â óðíó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèé:

à) (ÍÈÐ) âñå âûíóòûå øàðû áóäóò áåëûìè;
á) (510) ñðåäè âûíóòûõ áóäåò õîòÿ áû îäèí ÷åðíûé øàð è õîòÿ áû

òðè — áåëûõ;
â) (ÀÐÎ) ïåðâûì áóäåò ÷åðíûé øàð, à âñå îñòàëüíûå — áåëûå.
62. Íà 10 êàðòî÷êàõ çàïèñàíû 10 öèôð: íà êàæäîé îäíà öèôðà.

Èç íèõ ïî îäíîé íàóãàä âûáèðàþò 4 êàðòî÷êè è ïðèñòàâëÿþò îäíó
ê äðóãîé. Ïîëó÷èòñÿ ÷åòûðåõçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî (î÷åâèäíî,
÷òî îíî ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ÷èñëå:

à) (65È) òî÷íî 2 íóëÿ;
á) (Õ55) öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ;
â) (Ö23) âñå öèôðû ðàçíûå.
63. Â êîëîäå 36 êàðò. Ïî îäíîé íàóãàä âûíèìàþò 4 êàðòû. Íàé-

äèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (Ò39) ÷òî ýòî áóäóò âàëåò, äàìà, êîðîëü, òóç;
á) (ÝÉÕ) ñíà÷àëà áóäóò âûíóòû 2 òóçà, à çàòåì — 2 êîðîëÿ;



108

â) (ØÅÈ) äâå ïåðâûå êàðòû áóäóò ïèêàìè, à îñòàëüíûå — áóáíî-
âîé ìàñòè.

64. Ó äâóõ ñòðåëêîâ ïî 2 ïàòðîíà. Ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàäàåò â
ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7, âòîðîé — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8. Ñòðåëüáà
âåäåòñÿ ïîî÷åðåäíî ïî îäíîé è òîé æå ìèøåíè: ñíà÷àëà äåëàåò âûñò-
ðåë ïåðâûé ñòðåëîê, ïîñëå íåãî — âòîðîé, çàòåì ñíîâà ïåðâûé è çà-
êàí÷èâàåò ñòðåëüáó âòîðîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ÷å-
òûðåõ âûñòðåëîâ:

à) (ÁÓÊ) â ìèøåíü áóäåò 3 ïîïàäàíèÿ (äåñ.);
á) (ÒÈÊ) â ìèøåíü áóäåò 4 ïîïàäàíèÿ (äåñ.);
â) (À26) â ìèøåíü íå áóäåò íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ (äåñ.).
65. Íåêòî ñëó÷àéíî çàïèñàë ïÿòü äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, êàæäîå èç

äèàïàçîíà 0–9 âêëþ÷èòåëüíî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ÷åò-
íûõ ÷èñåë ñðåäè ïÿòè çàïèñàííûõ. Íàéäèòå:

à) (ÒÒÇ) Ì(Õ); á) (344) ìîäó; â) (ÍÎÉ) äèñïåðñèþ.
66. Íà ïîëêó ïîñòàâëåíû ïÿòü ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî ôèçèêå.

Íà ýòó æå ïîëêó ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñòàâëåíû äâà ñïðàâî÷íèêà.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ó÷åáíèêîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû
ìåæäó ñïðàâî÷íèêàìè. Íàéäèòå:

à) (ÂÄÊ) Ì(Õ); á) (ÊÛÐ) ìîäó; â) (ÊËß) äèñïåðñèþ.
67. Íåêòî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàïèñàë òðîè÷íîå ïÿòèçíà÷íîå

÷èñëî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî äâîåê â çàïèñàííîì ïÿòè-
çíà÷íîì ÷èñëå. Íàéäèòå:

à) (ÇÅÍ) Ì(Õ); á) (ÄÎÊ) ìîäó; â) (ß57) äèñïåðñèþ.
68. Äëÿ çà÷åòà ïðèãîòîâëåíî 10 âîïðîñîâ. Ñòóäåíò çíàåò îòâåòû

òîëüêî íà 7 âîïðîñîâ. Ïðåïîäàâàòåëü ïðîèçâîëüíî âûáðàë èç 10 âîï-
ðîñîâ òðè è ïðåäëîæèë èõ ñòóäåíòó. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî
âîïðîñîâ ñðåäè âûáðàííûõ, íà êîòîðûå ñòóäåíò íå çíàåò îòâåòîâ.
Íàéäèòå:

à) (ÏØÑ) Ì(Õ); á) (239) ìîäó; â) (ÌÂ1) äèñïåðñèþ.
69. Â ÿùèêå 5 ñòàëüíûõ çàêëåïîê, 5 ìåäíûõ è 5 àëþìèíèåâûõ.

Íàóãàä áåðóò 4 çàêëåïêè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ìåäíûõ
çàêëåïîê â âûáîðêå. Íàéäèòå:

à) (ÖÍÍ) Ì(Õ); á) (ÒÃ6) ìîäó; â) (ßÂÖ) äèñïåðñèþ.
70. Â êîðîáêå 4 êðàñíûõ êàðàíäàøà è 4 ñèíèõ. Íàóãàä âûíèìà-

þò 4 êàðàíäàøà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî êðàñíûõ êàðàíäà-
øåé ñðåäè âûíóòûõ. Íàéäèòå:

à) (ÑÛÐ) Ì(Õ); á) (ÂÝØ) ìîäó; â) (587) äèñïåðñèþ.
71. Ó òåòðàýäðà ãðàíè ïðîíóìåðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1, 2,

3, 4. Òåòðàýäð ïîäáðàñûâàþò 2 ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ. Íàéäèòå:

à) (ÝÒÎ) Ì(Õ); á) (43Ø) ìîäó; â) (224) äèñïåðñèþ.
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72. Íà ñòîëå ëåæèò ñòîïà òåòðàäåé. Ñðåäè íèõ 4 òåòðàäè â êëåòêó
è 6 — â ëèíåéêó. Íàóãàä áåðóò 4 òåòðàäè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ —
÷èñëî òåòðàäåé â êëåòêó ñðåäè âçÿòûõ. Íàéäèòå:

à) (ÄÅÌ) Ì(Õ); á) (ÕÌÅ) ìîäó; â) (ÂÄÈ) äèñïåðñèþ.
73. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà Õ — ðàçíîñòü âûïàâøèõ î÷êîâ (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). Íàé-
äèòå:

à) (ØÂÐ) Ì(Õ); á) (ÒÂÑ) ìîäó; â) (ÂÆÊ) äèñïåðñèþ.
74. Â òàðåëêå 3 êîíôåòû «Ëàñòî÷êà» è 5 êîíôåò «Âåñíà». Íàóãàä

áåðóò 4 êîíôåòû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî êîíôåò «Âåñíà»
â âûáîðêå. Íàéäèòå:

à) (ÂÒÆ) Ì(Õ); á) (962) ìîäó; â) (ÐÂÍ) äèñïåðñèþ.
75. Íåêòî çàäóìàë äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà 0–80 âêëþ÷è-

òåëüíî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà — ÷èñëî çíàêîâ â òðîè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè çàäóìàííîãî ÷èñëà (òðîè÷íûå ÷èñëà ñ íóëÿ íå íà÷èíàþòñÿ, èñ-
êëþ÷åíèå — îäíîðàçðÿäíîå ÷èñëî «0»). Íàéäèòå:

à) (ÃÄØ) Ì(Õ); á) (ÌÀÓ) ìîäó; â) (ÂÊÁ) äèñïåðñèþ.
76. Â êîðçèíå 7 ãðèáîâ: 5 ïîäáåðåçîâèêîâ è 2 ïîäîñèíîâèêà. Íà-

óãàä áåðóò 4 ãðèáà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïîäáåðåçîâèêîâ
â âûáîðêå. Íàéäèòå:

à) (ÊØÑ) Ì(Õ); á) (ÖÊ2) ìîäó; â) (ÊÓÐ) äèñïåðñèþ.
77. Ïåðåä îäíîé ìèøåíüþ 3 ñòðåëêà. Êàæäûé èç íèõ äåëàåò îäèí

âûñòðåë ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü, ðàâíîé 2/5. Ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïîïàäàíèé â ìèøåíü. Íàéäèòå:

à) (ËÁÖ) Ì(Õ); á) (ÒÖË) ìîäó; â) (ÒÓÒ) äèñïåðñèþ.
78. Â ÿùèêå 4 âèíòà ñ ïîëíîé ðåçüáîé è 3 — ñ íåïîëíîé. Íàóãàä

áåðóò 4 âèíòà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî âèíòîâ ñ ïîëíîé ðåçü-
áîé â âûáîðêå. Íàéäèòå:

à) (ÍÒÍ) Ì(Õ); á) (ÒÌÒ) ìîäó; â) (ÎÅÐ) äèñïåðñèþ.
79. Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 36 êàðò, íàóãàä âûáèðàþò 3 êàð-

òû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî òóçîâ â âûáîðêå. Íàéäèòå:
à) (ÍÁ11) Ì(Õ); á) (ÖÒ90) ìîäó; â) (170) äèñïåðñèþ.
80. Ó ñòðåëêà 3 ïàòðîíà. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè

îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 3/5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïîïàäà-
íèé â ìèøåíü â ðåçóëüòàòå òðåõ âûñòðåëîâ. Íàéäèòå:

à) (9721) Ì(Õ); á) (ÍÓÇÇ) ìîäó; â) (ÑÁÍ) äèñïåðñèþ.
81. Çàäóìàíî äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà 0–31 âêëþ÷èòåëü-

íî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåä-
ñòàâëåíèè çàäóìàííîãî ÷èñëà. Íàéäèòå:

à) (ÒÂÒ) Ì(Õ); á) (146) ìîäó; â) (905) äèñïåðñèþ.
82. Â ÿùèê, ãäå ëåæàëè 4 èñïðàâíûõ äèîäà, ñëó÷àéíî ïîëîæèëè

3 íåèñïðàâíûõ. ×òîáû óäàëèòü èõ, ïîî÷åðåäíî âûíèìàþò ïî îäíîìó
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äèîäó è ïðîâåðÿþò, èñïðàâåí îí èëè íåò. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ —
÷èñëî âûíóòûõ íåèñïðàâíûõ äèîäîâ äî ïåðâîãî èñïðàâíîãî. Íàéäèòå:

à) (ÑßÎ) Ì(Õ); á) (ÎÌ1) ìîäó; â) (ÆÀÍ) äèñïåðñèþ.
83. Â óðíå 3 áåëûõ øàðà è 4 ÷åðíûõ. Íàóãàä âûíèìàþò ïî îäíî-

ìó øàðó áåç âîçâðàòà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî âûíóòûõ áå-
ëûõ øàðîâ äî ïîÿâëåíèÿ ÷åðíîãî. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (ÒÎÏ) Ì(Õ); á) (ËÈÑ) ìîäó; â) (Å88) äèñïåðñèþ.
84. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò òåòðàýäð ñ ïðîíóìåðîâàííûìè ãðàíÿ-

ìè: 1, 2, 3, 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë.
Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (È35) Ì(Õ); á) (Ø37) ìîäó; â) (Ö25) äèñïåðñèþ.
85. Çàäóìàíî äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èç äèàïàçîíà 11–20 âêëþ÷èòåëü-

íî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè çàäóìàííîãî äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà. Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (Ã27) Ì(Õ); á) (ÏÀÍ) ìîäó; â) (ÐÎÎ) äèñïåðñèþ.
86. Ïðîèçâîäÿòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ âûñòðåëà ïî îäíîé ìèøåíè.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,6. Ïóñòü õ —
÷èñëî ïîïàäàíèé, ó — ÷èñëî ïðîìàõîâ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ —
÷èñëî x y− . Íàéäèòå (äåñ.):

à) (85.ÐÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÓÑ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÓÐ) äèñïåðñèþ.
87. Ó ñòðåëêîâ À è Â ïî 2 ïàòðîíà. Îíè âåäóò ñòðåëüáó ïî ìèøå-

íè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ îäíèì èç íèõ (èëè äî èçðàñõîäîâàíèÿ
ïàòðîíîâ). Ñòðåëîê À ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2, ñòðå-
ëîê Â — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Ñòðåëüáó íà÷èíàåò ñòðåëîê À. Ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà Õ — îáùåå ÷èñëî ïðîìàõîâ. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (45.ÐË) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÄÀ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (80) äèñïåðñèþ (îòâåò îêðóãëèòü äî òûñÿ÷íûõ).
88. Ïàññàæèð ìîæåò æäàòü ëåòíîé ïîãîäû òîëüêî òðîå ñóòîê, ïîñëå

÷åãî åäåò ïîåçäîì. Ïî ïðîãíîçàì ìåòåîðîëîãîâ âåðîÿòíîñòü ëåòíîé
ïîãîäû â ïåðâûå ñóòêè ðàâíà 0,5, âî âòîðûå — 0,6, â òðåòüè — 0,8.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïîëíûõ ñóòîê, êîòîðûå ïàññàæèðó
ïðèäåòñÿ æäàòü. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (ÄÒ.ÁË) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (1Ñ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (44) äèñïåðñèþ (îòâåò îêðóãëèòü äî òûñÿ÷íûõ).
89. Â ÿùèêå 4 äåòàëè ïåðâîãî ñîðòà è 16 äåòàëåé âòîðîãî ñîðòà.

Íàóãàä áåðóò 4 äåòàëè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî äåòàëåé ïåð-
âîãî ñîðòà ñðåäè âûíóòûõ èç ÿùèêà. Íàéäèòå (äåñ.):
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à) (5Ï.Áß) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (1Ñ1) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÇÓ1) äèñïåðñèþ.
90. Â ÿùèêå 9 äåôåêòíûõ èçäåëèé è 21 áåç äåôåêòîâ. Èç ÿùèêà

íàóãàä âûáèðàþò òðè èçäåëèÿ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî äå-
ôåêòíûõ äåòàëåé ñðåäè âûáðàííûõ. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (2À.Ð7) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÀÀ2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (302) äèñïåðñèþ.
91. Â óðíå 4 ÷åðíûõ è 6 áåëûõ øàðîâ. Èç íåå íàóãàä âûíèìàþò

3 øàðà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî áåëûõ øàðîâ ñðåäè âûíó-
òûõ. Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (1À.ÁÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (Ð53) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÒÐÇ) äèñïåðñèþ.
92. Ó ñòðåëêà 4 ïàòðîíà. Ñòðåëüáà âåäåòñÿ äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ

â ìèøåíü. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè êàæäîì âûñòðåëå
ðàâíà 0,6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî èçðàñõîäîâàííûõ ïàòðî-
íîâ. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (8Ä.á7) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (814) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (684) äèñïåðñèþ (îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ).
93. Èç 10 èçäåëèé 3 ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè. Íàóãàä áåðóò 3 èç-

äåëèÿ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ èçäåëèé ñðåäè
âûáðàííûõ. Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (7Ð.ÐÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÏÄ5) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÑÄ5) äèñïåðñèþ.
94. Ïðîâîäÿòñÿ èñïûòàíèÿ òðåõ ïðèáîðîâ. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî

ïðèáîðû âûäåðæàò èñïûòàíèÿ, ðàâíû 0,9; 0,8; 0,7 ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî ïðèáîðîâ, âûäåðæàâøèõ èñïûòàíèÿ.
Íàéäèòå (äåñ.):

à) (8À.ÐÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (2Ð.Ä8) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÄÎ.Ó7) äèñïåðñèþ.
95. Ïðîèçâîäÿò 4 âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ

ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî
ïðîìàõîâ. Íàéäèòå (äåñ.):
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à) (4À.Ðß) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÄÐ.Ó8) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (À6.Ó7) äèñïåðñèþ.
96. Â óðíå 4 øàðà ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 4. Íàóãàä âûíèìàþò äâà

øàðà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ñóììà íîìåðîâ âûíóòûõ øàðîâ. Íàé-
äèòå (îáûêí.):

à) (01.ÐÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (9Ñ2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÑÐ2) äèñïåðñèþ.
97. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 4 ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ìî-

äóëü ðàçíîñòè ÷èñëà âûïàâøèõ ãåðáîâ è ÷èñëà âûïàâøèõ öèôð. Íàé-
äèòå (îáûêí.):

à) (55.ÁÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (4ÀÑ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (66Ñ) äèñïåðñèþ.
98. Â óðíå 4 ÷åðíûõ è 6 áåëûõ øàðîâ. Èç óðíû íàóãàä âûíèìàþò

îäèí øàð, çàïèñûâàþò åãî öâåò («÷åðíûé» èëè «áåëûé») è øàð âîç-
âðàùàþò â óðíó. Òàê ïîñòóïàþò 4 ðàçà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ —
÷èñëî çàïèñåé «áåëûé». Íàéäèòå (äåñ.):

à) (36.ÁË) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (2Ð.48) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (À6.Ó7) äèñïåðñèþ.
99. Òðè ñòðåëêà äåëàþò ïî îäíîìó âûñòðåëó ïî ìèøåíè ñ âåðîÿò-

íîñòÿìè ïîïàäàíèÿ 0,6, 0,7 è 0,8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî
ïîïàäàíèé. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (3Ï.Áß) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (8Ò.Ä8) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÏÄ.Ä7) äèñïåðñèþ.
100. Èçâåñòíî, ÷òî â ïîñòóïèâøåé ïàðòèè, ñîñòîÿùåé èç 6 èçäå-

ëèé, äâà èçäåëèÿ ÿâëÿþòñÿ íåèñïðàâíûìè. Íàóãàä áåðóò òðè èçäå-
ëèÿ. Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (Ð2.Ð7) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (33Ï) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÒÇÏ) äèñïåðñèþ.
101. Ñòðåëêè À è Â, èìåþùèå ïî äâà ïàòðîíà, ïîî÷åðåäíî ñòðå-

ëÿþò ïî îäíîé ìèøåíè. Ñòðåëüáà ïðåêðàùàåòñÿ ïðè ïîïàäàíèè îäíî-
ãî èç ñòðåëêîâ. Ñòðåëîê À ïîïàäàåò â ìèøåíü ïðè îäíîêðàòíîì
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âûñòðåëå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8, ñòðåëîê Â — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6. Ñòðåëüáó
íà÷èíàåò ñòðåëîê À. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — îáùåå ÷èñëî èçðàñõî-
äîâàííûõ ïàòðîíîâ. Íàéäèòå (äåñ.):

à) (6Ð.Ðß) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÄÎÓ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (Ï1Ó) äèñïåðñèþ (îòâåò îêðóãëèòü äî òûñÿ÷íûõ).
102. Äàíî 10 êàðòî÷åê. Íà òðåõ èç íèõ çàïèñàíà öèôðà 2,

íà îäíîé — 3, íà äâóõ — 4, íà ÷åòûðåõ — 5. Íàóãàä áåðóò îäíó
êàðòî÷êó. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî, çàïèñàííîå íà êàðòî÷êå.
Íàéäèòå (äåñ.):

à) (73.ÁÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÇÒÐ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÄÐ.Ä8) äèñïåðñèþ.
103. Ñòðåëîê À äåëàåò äâà âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Ïî äðóãîé ìè-

øåíè äåëàåò äâà âûñòðåëà ñòðåëîê Â. Ó ñòðåëêà À — m ïîïàäàíèé,
ó ñòðåëêà Â — n ïîïàäàíèé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî m n− .
Íàéäèòå (äåñ.):

à) (07.Á7) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (Ò7Ò) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (2Ð.Ó8) äèñïåðñèþ (îòâåò îêðóãëèòü äî òûñÿ÷íûõ).
104. Â êîðîáêå 7 áåëûõ øàðîâ è 3 öâåòíûõ. Íàóãàä áåðóò 5 øà-

ðîâ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ÷èñëî öâåòíûõ øàðîâ ñðåäè âçÿòûõ.
Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (ÎÑ.ÐÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (5ÀÒ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (Ð4Ò) äèñïåðñèþ.
105. Èç ÷åòûðåõ êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ çàïèñàíà îäíà

öèôðà, ñîñòàâëåíî ÷èñëî 2413. Ýòî ÷èñëî ðàññûïàëè è íàóãàä âçÿëè
äâå êàðòî÷êè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ — ñóììà ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
èçâëå÷åííûõ êàðòî÷êàõ. Íàéäèòå (îáûêí.):

à) (ÎÔ.ÁÏ) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (íàáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó, çàòåì —
âòîðóþ);

á) (ÍÂÕ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
â) (ÂÐÕ) äèñïåðñèþ.
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4. Àëãåáðà ëîãèêè (áóëåâà àëãåáðà)

4.1. Ââîäíûå ïîíÿòèÿ

Äâîè÷íûå ÷èñëà. Âñÿêîå ÷èñëî N â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëèíîìà

1 2 1 0
1 2 1 0 .n n n

n n nN a q a q a q a q a q− −
− −= + + + + +K

Êîýôôèöèåíòû 1 0, , ,n na a a− K  èçîáðàæàþò öèôðû ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ. Êîëè÷åñòâî öèôð ðàâíî q, ò. å. êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, ..., q − 1. Äëÿ äåñÿòè÷íîé ñèñòå-
ìû q = 10.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóåòñÿ è äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ.
Åå îñíîâàíèå q = 2, ñëåäîâàòåëüíî, â íåé èìååòñÿ òîëüêî äâå öèôðû:
0 è 1.

Ïåðåâîä äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â äâîè÷íîå ïîÿñíèì íà ïðèìåðå ÷èñ-
ëà 37:

37 18 9 4 2 1
 1 0 1 0 0 1

Çäåñü äâå ñòðîêè. Â ïåðâîé êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ìåíüøå ïðå-
äûäóùåãî âäâîå. Åñëè ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà äâà, òî åãî óìåíüøàåì íà
åäèíèöó. Âî âòîðîé ñòðîêå åäèíèöàìè îòìå÷åíû íå÷åòíûå ÷èñëà,
íóëÿìè — ÷åòíûå. ×èòàÿ ýòè öèôðû ñëåâà íàïðàâî (òî åñòü òàê, êàê

îíè çàïèñàíû), ïîëó÷àåì èñêîìîå äâîè÷íîå ÷èñëî: 
10 2

37 100101 .=
Äëÿ ïåðåâîäà (n + 1)-ðàçðÿäíîãî äâîè÷íîãî ÷èñëà â äåñÿòè÷íîå

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçâåðíóòîé çàïèñüþ ÷èñëà äâîè÷íîé ñèñ-
òåìû:

1 2 1 0
1 2 1 02 2 2 2 2 .n n n

n n nN a a a a a− −
− −= + + + + +K

Çàïèøåì â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå äâîè÷íîå ÷èñëî 100101. Ñîãëàñíî
åãî çàïèñè:

0 2 5 1 3 45; 1; 0.n a a a a a a= = = = = = =

Òîãäà 5 4 3 2 1 0
2 10

100101 1 2 0 2 0 2 1 2 0 2 1 2 32 4 1 37 .= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =
Íàä äâîè÷íûìè ÷èñëàìè ìîæíî âûïîëíÿòü òå æå îïåðàöèè, ÷òî

è íàä äåñÿòè÷íûìè. Ãëàâíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ.
Ñëîæåíèå äâîè÷íûõ ÷èñåë îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîðàçðÿäíî, ñ çàïîìè-

íàíèåì åäèíèö ïåðåíîñà, òî÷íî òàê æå, êàê è â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.
Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå. Ïóñòü 101011,a =  101110,b =  íàéäåì èõ
ñóììó a + b.

Çàïèøåì ÷èñëà a è b îäíî ïîä äðóãèì, ñîâìåñòèâ ìëàäøèå ðàç-
ðÿäû:
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1 0 1 0 1 1 — ˜ËÒÎÓ ;

1 0 1 1 1 0 — ˜ËÒÎÓ ;

1 0 1 1 0 0 1 — ˜ËÒÎÓ ;

(1) (0) (0) (0) (0) (0) — ÔÂ�ÂÌÓÒ˚.

a

b

a b+

Êàê è â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå, ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåì ñ ìëàäøåãî
ðàçðÿäà:

à) 1 + 0 = 1, ïåðåíîñà íåò, ïîä öèôðîé 1 çàïèñûâàåì â ñêîáêàõ
íóëü;

á) âî âòîðîì ðàçðÿäå 1 + 1 = 10, ò.å. ñóììà ðàâíà íóëþ è åñòü
åäèíèöà ïåðåíîñà. Çàïèñûâàåì åå ïîä ðåçóëüòèðóþùèì íóëåì âòîðî-
ãî ðàçðÿäà ñóììû;

â) â òðåòüåì ðàçðÿäå 0 + 1 = 1, íî åùå íàäî ïðèáàâèòü åäèíèöó
ïåðåíîñà èç âòîðîãî ðàçðÿäà, òîãäà 0 + 1 + 1 = 10. Ñóììà ðàâíà íóëþ
è åñòü åäèíèöà ïåðåíîñà;

ã) â ÷åòâåðòîì ðàçðÿäå ñóììèðóþòñÿ äâå åäèíèöû ñ åäèíèöåé ïå-
ðåíîñà èç òðåòüåãî ðàçðÿäà: 1 + 1 + 1 = 11. Ñóììà ðàâíà 1 è åñòü åäèíè-
öà ïåðåíîñà;

ä) â ïÿòîì ðàçðÿäå 0 + 0 + 1 = 1, ò.å. ñóììà ðàâíà åäèíèöå, ïåðåíî-
ñà íåò;

å) â øåñòîì ðàçðÿäå 1 + 1 = 10. Ñóììà ðàâíà íóëþ, à åäèíèöà
ïåðåíîñà îáðàçóåò ñåäüìîé ðàçðÿä ñóììû a + b.

Äðóãèå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê
êàê â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìàòåðèàëà îíè íå ïîíàäîáÿòñÿ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïåðåâåäèòå â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ äâîè÷íûå ÷èñëà:
(ÌÎË) 10010; (ÒÌÅ) 10011110;
(ÊÂÊ) 1110001; (ÀÓÒ) 10001000;
(ÁÂÕ) 11010001; (59Ð) 11111100;
(ÇÎÈ) 10000001; (ÕÖÑ) 11111111.
2. Ïåðåâåäèòå â äâîè÷íóþ ñèñòåìó äåñÿòè÷íûå ÷èñëà:
(ÓÑÅ) 12; (ËÂ5) 25; (149) 64; (353) 16;
(ÀÕ7) 30; (ØÍÁ) 31; (992) 10; (ÏÂÊ) 32;
(ÀÕÀ) 60; (624) 17; (968) 49; (ØËÂ) 63.
3. Ïðåäñòàâòå ñóììó äâîè÷íûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå:
(891) 1010 + 1101; (ÏÒ5) 1111 + 100; (5Ã8) 1111 + 11111;
(ÐÒ2) 1100 + 1000; (ÏÂ6) 11111 + 1; (344) 100 + 10100.
4. (ÃÀÐ). Ïåðå÷èñëèòå âñå äâîè÷íûå 4-çíà÷íûå ÷èñëà, ñîäåðæà-

ùèå òî÷íî îäíó åäèíèöó. Èõ äåñÿòè÷íûå ýêâèâàëåíòû íàáåðèòå â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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5. Ïðåäñòàâüòå â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå äâîè÷íûå ÷èñëà:
(ÎÑÑ)! 0110; 0111; 1001; 0001; 1110;
(ÌÕÒ)! 1101; 1010; 0100; 1000; 0011;
(ÂÌÌ)! 0001; 1000; 0100; 1011; 0101.
6. Óêàæèòå èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ äåñÿòè÷íûå ÷èñëà, äâîè÷íûå

ýêâèâàëåíòû êîòîðûõ ñîäåðæàò òî÷íî äâå åäèíèöû:
(ÒÇÑ) 3 7 9 12 15; (ËÅÞ) 3 8 9 14 18;
(ÒÇÈ) 3 10 20 24 28; (ÌÌÅ) 1 4 6 13 14;
(ÊÀß) 6 10 13 17 19; (ÒÇÀ) 2 3 5 8 12.
7. (ÎÕÎ). Ââåäèòå â óñòðîéñòâî äâîè÷íûå ýêâèâàëåíòû îäíîðàç-

ðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
8. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû êðåñòèêîâ åäèíèöàìè èëè íóëÿìè áóäóò

ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå äâîè÷íûå ÷èñëà. Âñå èõ äåñÿòè÷íûå ýêâèâà-
ëåíòû ââåäèòå â óñòðîéñòâî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (íàïðèìåð: çàïèñü
1××0 äàåò ÷èñëà 8, 10, 12, 14).

(ØËÀ) 11× (ÅÊÒ) ××0× (ÎÓÔ) ×11× (ÎÕÑ) 0×××
(ÊÐ4) ×××0 (ÈÐÈ) 010× (ØÀÊ) ××11 (ÊÌ2) ×00×
(ÈËÌ) ×0×1 (ÍÑ5) ××1× (ÐßÎ) 01×× (ÓÌÐ) 0××0
(ØÓÇ) 0××1 (ÌËÓ) 1××× (ÒÅÏ) ××00

Ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ. Âûñêàçûâàíèå — ýòî íåêîòîðîå óòâåðæ-
äåíèå â âèäå ïîâåñòâîâàòåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ, ïî ñîäåðæàíèþ êîòî-
ðîãî ìîæíî ñêàçàòü, èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Ïðèìåðû èñòèííûõ
âûñêàçûâàíèé: «Ðåêà Âîëãà âïàäàåò â Êàñïèéñêîå ìîðå»; «Ñóùåñòâó-
þò ÷åòíûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3»; «Ëóíà — ñïóòíèê Çåìëè». Ïðè-
ìåðû ëîæíûõ âûñêàçûâàíèé: «Â Òîìñêå âîäÿòñÿ êåíòàâðû»; «Âàð-
øàâà — ñòîëèöà ßïîíèè»; «2 × 3 = 7»; «Âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå÷åòíû».

Ñóùåñòâóþò óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ñî âðåìåíåì ìåíÿëè ñâîþ
èñòèííîñòü ïî ìåðå ðàçâèòèÿ íàóêè. Íàïðèìåð: «Ñîëíöå âðàùàåòñÿ
âîêðóã Çåìëè». Ýòî âûñêàçûâàíèå äëèòåëüíîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü èñ-
òèííûì. Òåïåðü æå îíî ëîæíî.

Âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, îòíîñèòåëüíî èñòèííîñòè êîòîðûõ
íåâîçìîæíî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå ââèäó îòñóòñòâèÿ ñïîñî-
áîâ èõ äîêàçàòåëüñòâà èëè îïðîâåðæåíèÿ. Íàïðèìåð: «Ñóùåñòâóåò
òåëåïàòè÷åñêàÿ ñâÿçü». Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ íàóêè ýòî óòâåðæäåíèå ìî-
æåò ñòàòü ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì.

Èíîãäà óòâåðæäåíèÿ îáúÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè áåç äîêàçàòåëüñòâ.
Íàïðèìåð: «Íà ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðÿìîé, ìîæíî
ïðîâåñòè òîëüêî îäíó ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ äàííîé». Ýòî óòâåð-
æäåíèå Åâêëèäà. À Í.È. Ëîáà÷åâñêèé î òîì æå óòâåðæäàåò ñîâñåì
äðóãîå: «Íà ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðÿìîé, ìîæíî
ïðîâåñòè ñêîëüêî óãîäíî ïðÿìûõ, íå ïåðåñåêàþùèõ äàííîé». Âî âòî-
ðîì âûñêàçûâàíèè óòâåðæäàåòñÿ íå÷òî, ïðîòèâîïîëîæíîå ïåðâîìó.
Îäíàêî îáà âûñêàçûâàíèÿ èñòèííû! Âîçìîæíî ëè ýòî? Äà. Îáà îíè
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ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ïðèíèìàþòñÿ èñòèí-
íûìè áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü èñòèííûìè, ëîæíûìè
è íå èñòèííûìè è íå ëîæíûìè îäíîâðåìåííî. Ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ëèáî èñòèííûìè, ëèáî ëîæíûìè. Äëÿ óäîáñòâà âûñêàçûâàíèÿ óñëî-
âèìñÿ îáîçíà÷àòü ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî A — ýòî âûñêàçûâàíèå «Èäåò äîæäü». Åñëè îíî èñòèííî, òî ïè-
øóò À = 1. Òîãäà çàïèñü A = 0 îáîçíà÷àåò: âûñêàçûâàíèå «Èäåò äîæäü»
ëîæíî.

Áóêâà, îáîçíà÷àþùàÿ âûñêàçûâàíèå, — ýòî ïåðåìåííàÿ, ïðèíè-
ìàþùàÿ îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé — ëèáî 0, ëèáî 1. Òàêóþ ïåðåìåííóþ
íàçûâàþò äâîè÷íîé.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÎÀÂ). Óêàæèòå íîìåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå èñòèííûì âûñêàçû-
âàíèÿì:

1) åñëè îíî óïàäåò, òî îíî ðàçîáüåòñÿ;
2) ðåêà Ëåíà âïàäàåò â ìîðå Ëàïòåâûõ;
3) øèðîêàÿ ëåíòà øèðå óçêîé;
4) À.Ñ. Ïóøêèí — ðóññêèé ïîýò XIX âåêà;
5) ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ñòðåëÿåò è íåçàðÿæåííîå ðóæüå;
6) çíàíèå òîëüêî òîãäà çíàíèå, êîãäà îíî ïðèîáðåòåíî óñèëèåì

ìûñëè, à íå ïàìÿòüþ.
2. (3ØÌ). Óêàæèòå íîìåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå èñòèííûì âûñêà-

çûâàíèÿì:
1) â íàøåé Ãàëàêòèêå, êðîìå ïëàíåòû Çåìëÿ, ñóùåñòâóþò äðóãèå

ïëàíåòû, íà êîòîðûõ åñòü æèçíü;
2) êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ;
3) îïåðàöèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà;
4) âñå äåëàòü ÷åñòíî — âûãîäíåå;
5) ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà ÷èñëî π áåç îñòàòêà;
6) ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî â íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.
3. (ÁÌÊ). Óêàæèòå íîìåðà óòâåðæäåíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

èñòèííûìè è íå ÿâëÿþòñÿ ëîæíûìè:
1) ÷åëîâåê ïðîèçîøåë îò îáåçüÿíû;
2) ìû ñ âàìè âñå — î÷åíü õîðîøèå ëþäè;
3) è êóäà ýòî òåáÿ çàíåñëî?
4) èíîïëàíåòÿíå êîãäà íèáóäü ïîñåòÿò íàøó Çåìëþ;
5) â íî÷ü íà 1 ÿíâàðÿ âñåãäà èäåò ñíåã;
6) õîðîøåå ëó÷øå ïëîõîãî.
4. (ÓÊÐ). Óêàæèòå íîìåðà óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñ-

òèííûìè (ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ):
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1) íà óëèöå èäåò äîæäü;
2) 101 + 11 = 1000;
3) âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå äåëÿòñÿ íà 2;
4) è çàÿö íàó÷èòñÿ ñïè÷êè çàæèãàòü, åñëè åãî äîëãî áèòü;
5) ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî

äèàãîíàëåé.

4.2. Àêñèîìû áóëåâîé àëãåáðû

Äæîðäæ Áóëü — èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê (1815–1864),
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàë îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ àëãåáðû ëîãèêè, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî àëãåáðó ëîãèêè íàçûâàþò òàêæå áóëåâîé àëãåáðîé.

Â áóëåâîé àëãåáðå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íå íàä ÷èñëàìè, à íàä
âûñêàçûâàíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè äâîè÷íûìè ïåðåìåííûìè. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ. Ýòè ñëîæíûå âûñêà-
çûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ôîðìóë, òàêæå íîñÿùèõ äâîè÷íûé
õàðàêòåð.

Äâîè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ â áóëåâîé àëãåáðå îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè
âèäà

A = 1, åñëè A ≠ 0; A = 0, åñëè A ≠ 1.

Â îáû÷íîé àëãåáðå (øêîëüíîé) íàä ïåðåìåííûìè âûïîëíÿþòñÿ
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è ò.ä. Â áóëåâîé æå àë-
ãåáðå îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðè îïåðàöèè. Èõ íàçûâàþò
äèçúþíêöèåé, êîíúþíêöèåé, èíâåðñèåé.

Îïåðàöèÿ äèçúþíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ∨ : .A B∨  Îäíàêî
åñëè ó÷åñòü íåêîòîðîå ñõîäñòâî îïåðàöèè äèçúþíêöèè ñ àðèôìåòè-
÷åñêèì ñëîæåíèåì, òî âìåñòî çíàêà ∨  ìîæíî ïèñàòü «+», íå çàáû-
âàÿ, ðàçóìååòñÿ, ÷òî çíàê ïëþñ îáîçíà÷àåò äèçúþíêöèþ: A + B. Ýòèì
çíàêîì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì.

Îïåðàöèÿ äèçúþíêöèè, íàçûâàåìàÿ èíîãäà ëîãè÷åñêèì ñëîæåíè-
åì, îïðåäåëåíà ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè:

0 + 0 = 0; 0 + 1 = 1; 1 + 0 = 1; 1 + 1 = 1.

Ïåðâûå òðè àêñèîìû ñîãëàñóþòñÿ ñ îáû÷íîé àðèôìåòèêîé. À ÷åò-
âåðòàÿ ìîæåò âûçâàòü íåäîóìåíèå. Çäåñü íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó,
÷òî åäèíèöà îáîçíà÷àåò íå êîëè÷åñòâî, à òîò ôàêò, ÷òî íåêîòîðîå
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì. Íàïðèìåð, ïóñòü A îáîçíà÷àåò:
«Íà óëèöå òåïëî»; B — «Ñâåòèò ñîëíöå». ×òî áóäåò îáîçíà÷àòü A + B?
Ýòî ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå: «Íà óëèöå òåïëî èëè ñâåòèò ñîëíöå».
Îíî èñòèííî, åñëè A = 1, èëè B = 1, èëè A = B = 1. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
â ñëîæíîì âûñêàçûâàíèè äâà ïðîñòûõ âûñêàçûâàíèÿ ñîåäèíåíû ñî-
þçîì ÈËÈ, äèçúþíêöèþ èíîãäà íàçûâàþò îïåðàöèåé ÈËÈ.
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Âòîðàÿ îïåðàöèÿ — êîíúþíêöèÿ. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ çíàêàìè
∧ , &. Íî, êàê è â ñëó÷àå äèçúþíêöèè, ýòèìè çíàêàìè ëó÷øå
íå ïîëüçîâàòüñÿ. Êîíúþíêöèÿ — «ðîäíÿ» àðèôìåòè÷åñêîìó óìíîæå-
íèþ, ïîýòîìó âìåñòî çíàêà ∧  áóäåì èñïîëüçîâàòü òî÷êó: A ⋅ B ëèáî
âîîáùå íå óêàçûâàòü íèêàêîãî çíàêà: .A B A B AB∧ = ⋅ =

Îïåðàöèÿ êîíúþíêöèè (ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå) îïðåäåëÿåòñÿ àê-
ñèîìàìè:

0 0 0; 0 1 0; 1 0 0; 1 1 1.⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =
Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó è ðàññìîòðèì ñëîæíîå âûñêà-

çûâàíèå AB. Â îòëè÷èå îò äèçúþíêöèè êîíúþíêöèÿ AB ÷èòàåòñÿ
òàê: «Íà óëèöå òåïëî è ñâåòèò ñîëíöå». Äâà ïðîñòûõ âûñêàçûâàíèÿ
ñîåäèíåíû ñîþçîì È, ïîýòîìó êîíúþíêöèþ íåðåäêî íàçûâàþò îïåðà-
öèåé È.

Òðåòüÿ îïåðàöèÿ — èíâåðñèÿ, èëè îòðèöàíèå. Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åð-
òîé íàä áóêâîé: Ä . Íàïðèìåð, åñëè A — «Íà óëèöå òåìíî», òî Ä  —
«Íà óëèöå íå òåìíî».

Èíâåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè: 0 1; 1 0,= =
ò.å. îòðèöàíèå ëæè åñòü èñòèíà, îòðèöàíèå èñòèíû åñòü ëîæü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ñïèñîê àêñèîì èìååò âèä:
1) 0 + 0 = 0; 3) 1 + 0 = 1; 5) 0 ⋅ 0 = 0; 7) 1 ⋅ 0 = 0; 9) 0 1;=
2) 0 + 1 = 1; 4) 1 + 1 = 1; 6) 0 ⋅ 1 = 0; 8) 1 ⋅ 1 = 1; 10) 1 0.=

Óïðàæíåíèÿ

1. (1ÏË). Óêàæèòå íîìåðà àêñèîì, îòíîñÿùèõñÿ ê äèçúþíêöèè:
1) 0 + 0 = 0; 2) 1 1 0;⋅ ≠ 3) 1 0;=
4) 1 + 0 = 1; 5) 1 + 1 = 1; 6) 1 0 0.⋅ =
2. (ËÊÊ). Óêàæèòå íîìåðà âåðíûõ çàïèñåé:
1) 1 + 0 = 1; 2) 1 0 0;⋅ = 3) 0 + 1 = 0;

4) 1 + 1 = 1; 5) 1 1 1;⋅ = 6) 0 1 0.⋅ ≠
3. (ÀÄÌ). Óêàæèòå íîìåðà àêñèîì, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíúþíêöèè:
1) 0 1 0;⋅ = 2) 1 + 0 = 1; 3) 1 0;=
4) 0 0 0;⋅ = 5) 0 + 0 = 0; 6) 1 ⋅ 1 = 1.

4.3. Ñâîéñòâà äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè:
à) îïåðàöèè äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè êîììóòàòèâíû:

; ;A B B A AB BA+ = + =
á) îïåðàöèè äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì àñ-

ñîöèàòèâíîñòè:
( ) ( ) ; ( ) ( );A B C A B C AB C A BC+ + = + + =
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â) êîíúþíêöèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè:
( ) ;A B C AB AC+ = +

ã) äèçúþíêöèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè:
( )( ) ;A BC A B A C+ = + +

ä) äèçúþíêöèÿ è êîíúþíêöèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì èäåìïîòåíò-
íîñòè:

; ,A A A A A A+ = ⋅ =
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíàõ íåò íè êîýôôèöèåíòîâ,
íè ñòåïåíåé.

4.4. Òåîðåìû îäíîé ïåðåìåííîé

Ñïèñîê îñíîâíûõ òåîðåì îäíîé ïåðåìåííîé èìååò âèä:
1) À + 0 = À; 4) À ⋅ 1 = À; 7) À + Ä  = 1;
2) À ⋅ 0 = 0; 5) À + À = À; 8) À ⋅ Ä  = 0;
3) À + 1 = 1; 6) À ⋅ À = À; 9) Ä = À.
Âñå îíè äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè àêñèîì ïóòåì ñïëîøíîãî ïå-

ðåáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííîé. Äîêàæåì ïåðâóþ òåîðåìó. Åñëè A = 0,
òî 0 + 0 = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåðíûì óòâåðæäåíèåì ñîãëàñíî ïåðâîé àê-
ñèîìå. Ïóñòü òåïåðü A = 1. Ïîëó÷àåì 1 + 0 = 1. Ñîãëàñíî âòîðîé àêñè-
îìå òàêæå ïîëó÷àåì âåðíûé ðåçóëüòàò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû
íå ïðîòèâîðå÷àò àêñèîìàì, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÐÝÕ). Ñ ïîìîùüþ àêñèîì íàéäèòå íîìåðà âûðàæåíèé, ðàâíûõ
åäèíèöå:

1) 0 0 0 0 1 1 0;⋅ + ⋅ + + ⋅ 4) 0 0 1 1 1 0 0 1 1;⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
2) 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0;⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ 5) 0 1 1 1 1 0 0 0 1;⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
3) 1 1 1 0 1 0 1 1;⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ 6) 1 1 0 0 1 0 0 1 1.⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
2. (ÒÐÞ). Íàéäèòå â ñïèñêå íîìåðà âûðàæåíèé, ðàâíûõ íóëþ:
1) 0 1 0 1 0 0 1;⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ 4) 0 1 1 0 1 1 0 1 0;⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
2) 1 0 0 1 0 0 1;⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ 5) 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1;⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
3) 1 0 1 0 1 1 0;⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ 6) 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1.⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
3. (2Äß). Íàéäèòå íîìåðà âûðàæåíèé, ðàâíûõ íóëþ:
1) 1 0 0 1;A A A A A⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 4) 0 1 0 0 0 ;A A A A+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
2) 1 1;A A A A A A⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ 5) 1 1;A A A A A A⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
3) 1 1 0 1 0;A A A A⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 6) 0 1 0 1 1 .A A A A A A⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
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4.5. Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå
íîðìàëüíûå ôîðìû

Åñëè áóëåâà ôîðìóëà çàïèñàíà â âèäå äèçúþíêöèè âûðàæåíèé,
êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îòäåëüíûé àðãóìåíò
(ñ èíâåðñèåé èëè áåç èíâåðñèè), ëèáî êîíúþíêöèþ íåêîòîðûõ àðãó-
ìåíòîâ, òî ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíà â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå (ÄÍÔ). Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ

; ;AB AC A BC AC B A ABC+ + + + +
çàïèñàíû â ÄÍÔ, à ôîðìóëà ( )A B C D+ +  ê ÄÍÔ íå îòíîñèòñÿ, òàê
êàê âòîðîå ñëàãàåìîå íå ÿâëÿåòñÿ íè îòäåëüíûì àðãóìåíòîì, íè êîíú-
þíêöèåé ïåðåìåííûõ.

Åñëè áóëåâà ôîðìóëà çàïèñàíà â âèäå êîíúþíêöèè âûðàæåíèé,
êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îòäåëüíûé àðãóìåíò
(ñ èíâåðñèåé èëè áåç èíâåðñèè), ëèáî äèçúþíêöèþ íåêîòîðûõ àðãó-
ìåíòîâ, òî ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíà â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå (ÊÍÔ). Íàïðèìåð, âûðàæåíèå (À + Â)(Â + Ñ) çàïèñàíî â ÊÍÔ,
à ôîðìóëà (À + ÂÑ)(Â + D + Å) ÊÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü (â ñêîáêàõ) ñîäåðæèò êîíúþíêöèþ.

Âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå îòäåëüíûì àðãóìåíòîì, åãî èíâåðñè-
åé èëè èõ êîíúþíêöèåé, îäíîâðåìåííî âõîäèò â êëàññ ÄÍÔ è ÊÍÔ.

4.6. Îñíîâíûå òåîðåìû áóëåâîé àëãåáðû

Òåîðåìà ïîãëîùåíèÿ. Òåîðåìà ïîãëîùåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â äâóõ
ôîðìàõ — îäíó èç íèõ íàçûâàþò äèçúþíêòèâíîé, âòîðóþ — êîíúþí-
êòèâíîé:

; ( ) .A AB A A A B A+ = + =
Ïåðâîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîãî, åñëè çíàêè äèçúþíê-

öèè è êîíúþíêöèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Äîêàæåì ïåðâóþ òåîðåìó.
Âûíåñåì çà ñêîáêè áóêâó A: (1 ).A AB A B+ = +

Òàê êàê 1 + B = 1, òî (1 ) 1 .A B A A+ = ⋅ =  Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà
âåðíà.

×òîáû äîêàçàòü âòîðóþ òåîðåìó, ñíà÷àëà ðàñêðîåì ñêîáêè:
( ) .A A B A A AB A AB+ = ⋅ + = +

Ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå, òîëüêî ÷òî äîêàçàííîå.
Òåîðåìà ïîãëîùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ áóëåâûõ ôîð-

ìóë, òî åñòü äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà âõîäÿùèõ â íèõ áóêâ. Ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ:

( 1)ABC BC BC A BC+ = + =  — âìåñòî ïÿòè áóêâ ñòàëî äâå;
(1 )ABC ABCD ABC D ABC+ = + =  — âìåñòî ñåìè áóêâ ñòàëî òðè.
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Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ. Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ òàêæå èìååò äâå ôîð-
ìû — äèçúþíêòèâíóþ è êîíúþíêòèâíóþ:

; ( )( ) .AB AB A A B A B A+ = + + =
Âòîðàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé, åñëè â íåé çíàê êîíúþíê-

öèè çàìåíèòü çíàêîì äèçúþíêöèè, à çíàê äèçúþíêöèè çàìåíèòü çíà-
êîì êîíúþíêöèè.

Òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ïðè óïðîùåíèè áóëåâûõ
ôîðìóë, íàïðèìåð:

( ) ;A B AB A B B A+ = + =

( ) .ABC ABC AC B B AC+ = + =

Òåîðåìà äå Ìîðãàíà. Òåîðåìà äå Ìîðãàíà ñâÿçûâàåò âñå òðè îñ-
íîâíûå îïåðàöèè áóëåâîé àëãåáðû — äèçúþíêöèþ, êîíúþíêöèþ
è èíâåðñèþ:

; .AB A B A B A B= + + =
Ïåðâàÿ òåîðåìà ÷èòàåòñÿ òàê: èíâåðñèÿ êîíúþíêöèè åñòü

äèçúþíêöèÿ èíâåðñèé. Âòîðàÿ: èíâåðñèÿ äèçúþíêöèè åñòü êîíúþí-
êöèÿ èíâåðñèé.

Èíâåðòèðîâàíèå ñëîæíûõ âûðàæåíèé. Òåîðåìà äå Ìîðãàíà
ïðèìåíèìà íå òîëüêî ê îòäåëüíûì êîíúþíêöèÿì èëè äèçúþíêöèÿì,
íî è ê áîëåå ñëîæíûì âûðàæåíèÿì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíâåð-
òèðîâàíèå âûðàæåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ÄÍÔ èëè ÊÍÔ.

Ïð è ì åð 1. Íàéäåì èíâåðñèþ âèäà .AB CD+
Èíâåðòèðîâàíèå áóäåì ñ÷èòàòü çàêîí÷åííûì, åñëè çíàêè îòðèöà-

íèÿ ñòîÿò òîëüêî íàä ïåðåìåííûìè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: AB = X;
CD = Y, òîãäà

.AB CD X Y XY+ = + =
Íàéäåì X  è Y  è ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå:

;

;

( )( ).

X AB A B

Y CD C D

AB CD X Y A B C D

= = +

= = +

+ = = + +

Ïð è ìåð 2. Íàéäåì èíâåðñèþ ( )( ).A B C D+ +
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ; ,A B X C D Y+ = + =  òîãäà

( )( ) .A B C D XY X Y+ + = = +
Íàéäåì X  è Y  è ïîäñòàâèì èõ â ýòî âûðàæåíèå:

( )( ) .A B C D XY X Y A B C D+ + = = + = +
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Ïðè èíâåðòèðîâàíèè ñëîæíûõ âûðàæåíèé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: ÷òîáû íàéòè èíâåðñèþ, íåîáõîäèìî çíàêè
êîíúþíêöèè çàìåíèòü çíàêàìè äèçúþíêöèè, à çíàêè äèçúþíêöèè —
çíàêàìè êîíúþíêöèè è ïîñòàâèòü èíâåðñèè íàä êàæäîé ïåðåìåííîé:

( )( )( ) ( )( )( );AB BC DE A B B C D E A B B C D E+ + = + + + = + + +

( )( ) .A B C D E P A B C D E P ABC DE P+ + + = + + = + +

Óïðàæíåíèÿ

1. (153)! Ïðèìåíèòå òåîðåìó ïîãëîùåíèÿ: ; .A AB K KP+ +
2. Óïðîñòèòå: (ÔÅÀ) ;PQ SPQ PQRST+ + (Í0Á) ;XYZ XZ XZV+ +
(ÂÌÂ) ;ABCD ABCD ABC+ + (ÐÕÃ) ( )( );B C B C+ +
(ÈÌÄ) ( )( );BC D BC D+ + (ÈÆÅ) ( )( ) .B C B C D+ +
3. Íàéäèòå èíâåðñèþ: (ÓÞÊ) ;BC D (ÄÆË) .B C D+ +
4. Óïðîñòèòå: (ÅÆÌ) ;A B C D A C+ ⋅ + ⋅ ⋅ (ÎÍÍ) ( );P Q P Q+ ⋅ +

(ÔÝÐ) ;P Q PQRS+ + (ÏÍÏ) ( ) .RST R S T RST⋅ + + ⋅
5. (ÎÂÐ). Äàíî âûðàæåíèå .AB CD E+ +  Óêàæèòå åãî èíâåðñèè

â ñïèñêå:
1) ( )( ) ;A B C D E+ + 3) ( )( );E C D A B+ + 5) ( )( ) ;A B C D E+ + +
2) ( ) ( );A B E C D+ + 4) ( )( ) ;A B C D E+ + 6) ( )( ) .A B C D E+ + +
6. Íàéäèòå èíâåðñèþ âûðàæåíèÿ è óïðîñòèòå:
(ÂÓÒ) ( )( )( );A B C B C B C D+ + + + +
(ÔÓÓ) ( )( )( ).X Y X Y Z T X Y+ + + + +

4.7. Ïîíÿòèå áóëåâîé ôóíêöèè

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (ëàò. functio — èñïîëíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâèå, îòîáðàæåíèå) — ýòî «íåêîòîðîå ïðàâèëî, çàêîí, äàþùèé âîç-
ìîæíîñòü êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà Ì, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ
îáëàñòü çíà÷åíèé íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî õ, ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåëåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà N, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ îá-
ëàñòü çíà÷åíèé çàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî ó» [12, ñ. 655]. Â áóëåâîé
àëãåáðå âñå ïåðåìåííûå, êàê çàâèñèìûå (ôóíêöèè), òàê è íåçàâèñè-
ìûå (àðãóìåíòû), ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæå-
ñòâà {0, 1}. ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, â îáùåì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ âñåõ àðãóìåíòîâ, îò êîòîðûõ îíà çàâè-
ñèò. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f AB C= +  çàâèñèò îò òðåõ àðãóìåíòîâ. Åñëè
ïðèíÿòü A = 1, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå 1 ,f B C B C= ⋅ + = +  íå ðàâíîå
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íè íóëþ, íè åäèíèöå. Ïóñòü òåïåðü B = 1. Òîãäà 1 0 ,f C C C= + = + =
ò.å. è â ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, ÷åìó ðàâíà ôóíêöèÿ, íóëþ èëè åäè-
íèöå. Ïðèìåì, íàêîíåö, C = 0, òîãäà f = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè A = 1,
B = 1, C = 0, òî f = 0.

Åñëè âñåì àðãóìåíòàì, îò êîòîðûõ çàâèñèò ôóíêöèÿ, ïðèñâîåíû
íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, òî ãîâîðÿò î íàáîðå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, êîòî-
ðûé ìîæíî íàçûâàòü ïðîñòî íàáîðîì. Íàáîð çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ —
ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, íàïðèìåð 110, ãäå ïåðâàÿ
öèôðà ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó àðãóìåíòó, âòîðàÿ — âòîðîìó è òðå-
òüÿ — òðåòüåìó. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî
òàêîå ïåðâûé àðãóìåíò, âòîðîé, òðåòèé è ò.ä. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ïîëüçî-
âàòüñÿ àëôàâèòíûì ðàñïîëîæåíèåì áóêâ. Íàïðèìåð, åñëè ,f XY PQ= +
òî ñîãëàñíî àëôàâèòó ïåðâûì ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíò P, âòîðûì — Q,
òðåòüèì — X, ÷åòâåðòûì — Y. Òîãäà ïî íàáîðó çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ
ëåãêî íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè. Ïóñòü, íàïðèìåð, äàí íàáîð 1001,
òîãäà 1, 0, 0, 1; 0 1 1 0 1,P Q X Y f= = = = = ⋅ + ⋅ =  ò.å. íà íàáîðå 1001
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî íàáîð çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ — ýòî ñîâîêóï-
íîñòü íóëåé è åäèíèö. Äâîè÷íûå ÷èñëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè
íóëåé è åäèíèö. Îòñþäà âîçíèêàåò âîïðîñ — íåëüçÿ ëè íàáîðû ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê äâîè÷íûå ÷èñëà? Ìîæíî, è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî
î÷åíü óäîáíî, îñîáåííî, åñëè äâîè÷íîå ÷èñëî ïåðåâåñòè â äåñÿòè÷íóþ
ñèñòåìó. Íàïðèìåð, åñëè

A = 0, B = 1, C = 1, D = 0,
òî íàáîð ïðèìåò âèä 0110. Åñëè åãî ñ÷èòàòü äâîè÷íûì ÷èñëîì, òî
èìååì:

3 2 1 00 2 1 2 1 2 0 2 4 2 6,⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + =
ò.å. çàäàííûé íàáîð èìååò íîìåð 6 â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.

Åñëè ïî äåñÿòè÷íîìó íîìåðó òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ àðãóìåí-
òîâ, òî ïîñòóïàåì â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ñíà÷àëà äåñÿòè÷-
íîå ÷èñëî ïåðåâîäèì â äâîè÷íîå, çàòåì ñëåâà äîïèñûâàåì ñòîëüêî
íóëåé, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî ðàçðÿäîâ ðàâíÿëîñü ÷èñëó àðãóìåíòîâ, ïîñëå
÷åãî íàõîäèì çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ íàé-
òè çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ A, B, C, D, E, F ïî íàáîðó ñ íîìåðîì 23.
Ïåðåâåäåì ÷èñëî 23 â äâîè÷íóþ ñèñòåìó:

10 2
23 10111 .=

Ýòî ÷èñëî ïÿòèçíà÷íîå, à âñåãî àðãóìåíòîâ øåñòü, ñëåäîâàòåëüíî,
ñëåâà íåîáõîäèìî çàïèñàòü îäèí íóëü:

10 2
23 010111 .=

Îòñþäà íàõîäèì:
A = 0, B = 1, C = 0, D = 1, E = 1, F = 1.
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Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò íàáîðîâ, åñëè èçâåñòíî ÷èñëî n àðãó-
ìåíòîâ? Î÷åâèäíî, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò n ðàçðÿäíûõ äâî-
è÷íûõ ÷èñåë, ò.å. 2n.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, åñëè A = 1, C = 0:
(75K) ;f A BC AC= + + (33Ï) ;f A BCD= + (ßÍß) .f BC AC= +
2. Ââåäèòå â óñòðîéñòâî äåñÿòè÷íûå ýêâèâàëåíòû íàáîðîâ, íà êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå (÷èñëà óïîðÿäî÷èòü
ïî âîçðàñòàíèþ):

(ÅÕÍ) ;f ABC ABC= + (ÍÁÑ) ;f AB AC= +
(ÐÒÀ) ;f AB ABC= + (Ò50) ;f BC A BC= +
(ÓÍÐ) ;f AC BC= + (ÒÂÓ) .f AC AC= +
3. Áóëåâà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò øåñòè àðãóìåíòîâ. Íàéäèòå íàáî-

ðû çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, åñëè äåñÿòè÷íûå íîìåðà èõ èìåþò âèä:
(Ñ5) 16; (ÐÆ) 22; (ÛÍ) 55; (ÊË) 4; (ÀÕ) 60.
4. (ÅÌ). Óêàæèòå íîìåðà ôóíêöèé, ðàâíûõ åäèíèöå íà íàáîðå 12:
1) ;f AB BD AC= + + 4) ;f C BD A B= + +
2) ;f BD AC CD= + + 5) ;f ABC BD= +
3) ;f D AC BD= + + 6) .f A C AC BD= + +
5. (ÒÁÑ). Ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, ïðèíèìà-

åò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà íàáîðàõ 0, 1, 2, .., 12, à íà îñòàëüíûõ —
íóëåâîå. Íà êàêèõ íàáîðàõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå?
(Íàáîðû ïðåäñòàâèòü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå.)

6. (ÊÀÀ). Ôóíêöèÿ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ íà ïîëîâèíå íàáîðîâ ïðè-
íèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, à íà îñòàëüíûõ — åäèíè÷íîå. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà-
÷åíèå?

7. (ÔÈ). Ôóíêöèÿ òðåõ àðãóìåíòîâ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷å-
íèå íà òðåõ íàáîðàõ, â äâîè÷íûõ èçîáðàæåíèÿõ êîòîðûõ òîëüêî îäíà
åäèíèöà. Íàéäèòå äåñÿòè÷íûå íîìåðà íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ðàâíà åäèíèöå.

8. (ÁÌÒ). Ñ÷èòàÿ, ÷òî A = 0, óïðîñòèòå ôîðìóëó

.f AB AC BC AD= + + +

4.8. Êàê çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ ?

Îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè ìû óæå çíàåì. Ýòî àíàëè-
òè÷åñêèé. Êðîìå íåãî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû, âàæíåéøèì èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûé. Â òàáëèöå ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå âîçìîæ-
íûå íàáîðû çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ è äëÿ êàæäîãî íàáîðà óêàçûâàåòñÿ
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çíà÷åíèå ôóíêöèè. Òàêóþ òàáëèöó íàçûâàþò òàáëèöåé ñîîòâåòñòâèÿ
(èñòèííîñòè). Íà ïðèìåðå ôóíêöèè f AB AC ABC= + +  âûÿñíèì, êàê
ïîñòðîèòü äëÿ íåå òàáëèöó ñîîòâåòñòâèÿ. Ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ

àðãóìåíòîâ A, B, C. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàáëèöå
ïðåäóñìàòðèâàåì òðè êîëîíêè äëÿ àðãóìåíòîâ
A, B, C è îäíó êîëîíêó äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè
(òàáë. 4.1). Ñëåâà îò êîëîíêè A ñëåäóåò ðàçìåñ-
òèòü åùå îäíó êîëîíêó. Â íåé áóäåì çàïèñûâàòü
äåñÿòè÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàáî-
ðàì, åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê òðåõðàçðÿäíûå
äâîè÷íûå íîìåðà.

Ýòà êîëîíêà ââîäèòñÿ äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû
ñ òàáëèöåé, ïîýòîìó, â ïðèíöèïå, åþ ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Çàïîëíÿåì òàáëèöó. Â ñòðîêå ñ äâîè÷-

íûì íîìåðîì 000 óêàçàíî: A = B = C = 0. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíê-
öèè íà ýòîì íàáîðå: 0 0 0 0 0 0 0 0.f = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =  Òàê êàê f = 0 íà íàáîðå
000, òî â êîëîíêå f çàïèñûâàåì íóëü â ñòðîêå 000.

Ñëåäóþùèé íàáîð 001, ò.å. A = B = 0, C = 1. Íàõîäèì çíà÷åíèå
ôóíêöèè íà ýòîì íàáîðå: 0 0 0 1 0 0 1 1.f = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =  Íà íàáîðå 001
ôóíêöèÿ ðàâíà 1, ñëåäîâàòåëüíî, â êîëîíêå f âî âòîðîé ñâåðõó ñòðî-
êå (ñ íîìåðîì 1) çàïèñûâàåì åäèíèöó. È òàê äàëåå äî êîíöà òàáëèöû.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÌÓÁ). Ñêîëüêî ñòðîê èìååò òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ ÷åòûðåõ
àðãóìåíòîâ?

2. (ÊÐÂ)! Ôóíêöèþ f AB BC= +  ïðåäñòàâüòå â âèäå òàáëèöû ñî-
îòâåòñòâèÿ. Ñêîëüêî åäèíèö â êîëîíêå f? Ñêîëüêî íóëåé â êîëîíêå f?

3. (ÏÀÃ). Ôóíêöèÿ f = AB ïðåäñòàâëåíà â âèäå òàáëèöû ñîîòâåò-
ñòâèÿ òðåõ àðãóìåíòîâ. Ñêîëüêî åäèíèö è ñêîëüêî íóëåé ñîäåðæèòñÿ
â êîëîíêå f ?

4. (00Ä). Â òàáëèöå ñîîòâåòñòâèÿ ïÿòè àðãóìåíòîâ êîëîíêà f ñî-
äåðæèò 19 åäèíèö. Ñêîëüêî íóëåé â ýòîé êîëîíêå?

5. (0ÌÅ). Â êîëîíêå f òàáëèöû ñîîòâåòñòâèÿ øåñòè àðãóìåíòîâ
ñîäåðæèòñÿ 64 åäèíèöû. Ñêîëüêî â ýòîé êîëîíêå íóëåé?

6. (ÒÐÆ). Â òàáëèöå ñîîòâåòñòâèÿ ñåìè àðãóìåíòîâ êîëîíêà f
ñîäåðæèò ïîðîâíó åäèíèö è íóëåé. Ñêîëüêî â íåé íóëåé?

7. (2ÞÈ)! Äàíà òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ A, B,
C, D. Ñêîëüêî åäèíèö ñîäåðæèòñÿ â êîëîíêå A? Â êîëîíêå B? Â êî-
ëîíêå C? Â êîëîíêå D?

í‡·ÎËˆ‡ 4.1 

‹ A B C f 

0 0 0 0 0 
1 0 0 1 1 
2 0 1 0 1 
3 0 1 1 1 
4 1 0 0 1 
5 1 0 1 1 
6 1 1 0 0 
7 1 1 1 0 
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4 . 9 . Ìèíòåðìû

Ñóùåñòâóþò áóëåâû ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò åäèíè÷íîå
çíà÷åíèå òîëüêî íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, à íà âñåõ
îñòàëüíûõ — íóëåâîå. Â òàáëèöå ñîîòâåòñòâèÿ ýòà åäèíñòâåííàÿ åäè-
íèöà ìîæåò áûòü â ëþáîé ñòðîêå, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ ôóíêöèé ñó-
ùåñòâóåò 2n. Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ñîñòîèò èç îäíîé êîíúþíêöèè
n àðãóìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñ èíâåðñèåé èëè áåç èíâåðñèè,
ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå èíâåðñèé íàõîäèòñÿ â ñòðîãîì ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåé â äâîè÷íîé çàïèñè òîãî íàáîðà, íà êîòîðîì
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ è ðàâíà åäèíèöå íà
íàáîðå 0101, à íà âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðàõ ðàâíà íóëþ. Ïðåäñòàâèì åå
â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì àðãóìåíòû (â àëôàâèò-
íîì ïîðÿäêå), à ïîä íèìè — öèôðû íàáîðà:

A B C D
0 1 0 1

Áóêâû, ïîä êîòîðûìè íàõîäÿòñÿ íóëè, ñíàáæàåì çíàêîì èíâåð-
ñèè, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæåíèå ôóíêöèè: .f ABCD=

Ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå òîëüêî íà îä-
íîì íàáîðå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, èìåþò íàñòîëüêî áîëüøîå çíà÷å-
íèå, ÷òî îíè ïîëó÷èëè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå. Íàçûâàþò èõ ìèíè-
ìàëüíûìè òåðìàìè, à êîðîòêî — ìèíòåðìàìè (ìèíòåðìû íåðåäêî
íàçûâàþò êîíñòèòóåíòàìè åäèíèöû). Ó ìèíòåðìîâ ñóùåñòâóåò è
îïðåäåëåíèå: ìèíòåðìîì n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ êîíúþíê-
öèÿ èõ, â êîòîðóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò îäèí ðàç â ïðÿìîé èëè
èíâåðñíîé ôîðìå. Îáîçíà÷àþòñÿ ìèíòåðìû áóêâîé m ñ äåñÿòè÷íûì
èíäåêñîì, ÿâëÿþùèìñÿ íîìåðîì ìèíòåðìà. Äâîè÷íûé ýêâèâàëåíò
íîìåðà — ýòî íàáîð, íà êîòîðîì ìèíòåðì ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå
çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ àðãóìåíòîâ A, B,
C, òî

0 1 2 3, , , .m A BC m A BC m ABC m ABC= = = =
Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ ìèíòåðìû ñ òåìè æå èíäåêñàìè

ïðèìóò âèä

0 1 2 3, , , .m ABCD m AB CD m ABCD m ABCD= = = =
Ìèíòåðìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì: êîíúþíêöèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷-

íûõ ìèíòåðìîâ, çàâèñÿùèõ îò îäíèõ è òåõ æå àðãóìåíòîâ, òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî äâà òàêèõ ìèíòåðìà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî èíâåðñèÿìè
àðãóìåíòîâ, ò.å. åñëè ìèíòåðìû íå ðàâíû, òî âñåãäà íàéäåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ, êîòîðàÿ â îäèí ìèíòåðì âõîäèò â ïðÿìîé ôîðìå (áåç èíâåð-
ñèè), à â äðóãîé — ñ îòðèöàíèåì, êîíúþíêöèÿ êîòîðûõ ðàâíà íóëþ.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Çàïèøèòå äâîè÷íûå íàáîðû, íà êîòîðûõ ìèíòåðìû ðàâíû åäè-
íèöå:

(ÊÕÔ) ;ABC DE (ÓÂË) ;VXYZ (ËÒÊ) ;PQRSTU

(ÓËÌ) ;BCD (ÅÑÅ) 2 4 51 3 ;A A A A A (ÏØÍ) 1 2.X X

2. Íèæå äàíû íàáîðû, íà êîòîðûõ ìèíòåðìû ïðèíèìàþò åäèíè÷-
íîå çíà÷åíèå. Çàïèøèòå àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ìèíòåðìîâ,
ðàñïîëàãàÿ áóêâû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå è âñÿêèé ðàç íà÷èíàÿ ñ áóê-
âû À:

(ÁÖÀ) 0011; (ÛËÁ) 1100; (ÂØÑ) 00011; (ÆÔÈ) 000;
(ÀÓÄ) 111000; (ÄÀÅ) 11111; (ÒÀÔ) 1111; (ÌÕÊ) 01.
3. (ÁÎÑ). Óêàæèòå íîìåðà, ãäå çàïèñàíû ìèíòåðìû:
1) ;ABC 3) ;A B C+ + 5) ;PQRS 7) ;AKKB

2) ;ABAC 4) ;BCD 6) ;ACM 8) .ABBC

4. Çàïèøèòå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ìèíòåðìû, åñëè èçâåñòíî,
÷òî âñå îíè çàâèñÿò îò ïÿòè àðãóìåíòîâ A, B, C, D, E:

(ÖÊÓ) m10; (ÍÊÔ) m1; (ËÝÕ) m0; (ÁÅÙ) m31;
(ÊËÖ) m20; (ÅÌ×) m16; (ÊÀØ) m15; (×ÀÝ) m30.
5. Íàéäèòå äåñÿòè÷íûå èíäåêñû ìèíòåðìîâ:
(ÎÕ1) ;ABCD (ÍÂ2) ;BCD (ÖÌ3) ;CD (ÆÒ8) Q;
(ÂÒ×) A; (ÊÍ5) 1 2 3;A A A (ËÝ7) ;P (ÉÉ6) 1 2 3 4.X X X X

6. (ÏÄ1). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìèíòåðìîâ ïÿòè àðãóìåíòîâ?

4.10. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ
íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Åñëè òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ ñîäåðæèò îäíó åäèíèöó â êîëîíêå f,
òî ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíûé ìèíòåðì. Åñëè æå â êî-
ëîíêå f çàïèñàíî íåñêîëüêî åäèíèö, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ ñî-
ñòîèò èç äèçúþíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíòåðìîâ.

Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ äèçúþíêöèåé (ñóììîé) ìèíòåðìîâ
n àðãóìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìîé, ñîêðàùåííî ÑÄÍÔ.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà íàáî-
ðàõ 001, 010, 100, 101 è 110. Òîãäà åå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
â ÑÄÍÔ ïðèìåò âèä

.f ABC ABC ABC ABC ABC= + + + +
Åå ìîæíî çàïèñàòü è èíà÷å, ÷åðåç îáîçíà÷åíèÿ ìèíòåðìîâ:

1 2 4 5 6.f m m m m m= + + + +
Áóêâó m ìîæíî óäàëèòü è óêàçûâàòü òîëüêî íîìåðà ìèíòåðìîâ,

ò.å. íîìåðà íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå: f = (1, 2, 4, 5, 6).
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Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ çàäàííîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ ïðåäñòàâèìà
â âèäå ñóììû ìèíòåðìîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ÑÄÍÔ íàçûâàþò èíîãäà ñòàíäàðòíîé ôîðìîé, à òàêæå êàíîíè÷åñêîé.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áóëåâûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ? Äâå ôóíê-
öèè ñîâïàäàþò òîëüêî â òîì åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîñòîÿò
èç îäíèõ è òåõ æå ìèíòåðìîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñÿêîìó íàáîðó ìèí-
òåðìîâ ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Âñåãî ñóùåñòâóåò 2n

ìèíòåðìîâ n àðãóìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî N âñåõ ôóíê-
öèé ðàâíî:

22 ,
n

N =
ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé ðàâíî ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ 2n ðàç-
ðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò 256 ôóíêöèé òðåõ
àðãóìåíòîâ, 65 536 ôóíêöèé ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, 4 294 967 296 ôóíê-
öèé ïÿòè àðãóìåíòîâ è ò.ä.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñêîëüêî ìèíòåðìîâ ñîäåðæàò ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ÷åòûðåõ
àðãóìåíòîâ:

(ÈÊÀ) ;f AB CD= + (ËÕÃ) ;f A BCD= + (ÕÕÅ) ;f VXYZ=
(ÌÎÁ) ;f A B C D= + + + (ÆÑÄ) ;f ABCD= (ËÂÂ) ?f P QRS= +
2. Ïðåäñòàâüòå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ÑÄÍÔ ôóíêöèé, çàâèñÿ-

ùèõ îò àðãóìåíòîâ A, B, C (ìèíòåðìû óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ
èõ äåñÿòè÷íûõ íîìåðîâ):

(ÆÓÆ) ;f AB= (ÂÞÇ) ;f ABC= (ÊÏË) ;f BC AC= +
(ÊÊÈ) ;f AB AC= + (ÌÂÊ) ;f AC= (ÃÝÌ) .f BC AC= +
3. (ÄÅÉ). Óêàæèòå íîìåðà ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ÑÄÍÔ:
1) ;f A= 4) ;f ABC ACD BCD= + +
2) ;f ABCD= 5) ;f ABC ABD ACD BCD= + + +
3) ;f AB AB= + 6) .f XYZ XYZ= +
4. (ÐÝÕ). Óêàæèòå íîìåðà ôóíêöèé, çàïèñàííûõ â ÑÄÍÔ:
1) ;f X= 3) ;f A A= +  5) ;f PQ P Q= + +
2) ;f A A B B= ⋅ + ⋅ 4) ;f X=  6) .f XX=
5. Çàïèøèòå äåñÿòè÷íûå íîìåðà ìèíòåðìîâ, îáðàçóþùèõ ôóíê-

öèè ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ (íîìåðà óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ):
(ÍÅÈ) 0 1 4 7 10;f m m m m m= + + + + (ÓÏÎ) ;f CD CD= +
(ÒÀÊ) ;f ABCD ABC D ABCD= + + (ÍÀÍ) f = C;
(ÌÒÌ) ;f AB= (3ÍË) f = ABC.



130

4.11. Êàðòà Âåé÷à

Êàðòà Âåé÷à (åå ìîäèôèêàöèþ íàçûâàþò äèàãðàììîé Êàðíî) —
ýòî çàìå÷àòåëüíîå èçîáðåòåíèå, ïîçâîëÿþùåå ëåãêî îñóùåñòâëÿòü ðàç-
ëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé äî ïÿòè øåñòè àðãóìåí-
òîâ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, áóëåâó ôóíêöèþ, åñëè îíà çàäàíà, ïðåîáðàçîâàòü
íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè ëþáûõ åå èçìåíåíèÿõ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
äðóãèå ôóíêöèè. Åñëè æå ôóíêöèÿ íåèçìåííà, òî ïðåîáðàçîâàíèþ
ïîäëåæèò íå ôóíêöèÿ, à ïðåäñòàâëÿþùàÿ åå ôîðìóëà. Ïîýòîìó â äàëü-
íåéøåì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãîâîðèòñÿ î ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ
ôóíêöèé, îá èõ óïðîùåíèè è âîîáùå î êàêèõ-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèÿõ,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýòî îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ôîðìóëå, ïðè ïîìî-
ùè êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ, à ñàìà ôóíêöèÿ ïðè ëþáûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ â òàêèõ ñëó÷àÿõ íà-
çûâàþòñÿ òîæäåñòâåííûìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êàðòó äâóõ àðãóìåíòîâ (ðèñ. 4.1). Â íåé ÷å-
òûðå êëåòêè. Ëåâàÿ ïîëîâèíà êàðòû, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ êëåòîê, îáî-
çíà÷åíà áóêâîé A, ïðàâàÿ — òîé æå áóêâîé, íî ñî çíàêîì èíâåðñèè:
Ä . Ïî ãîðèçîíòàëè êàðòà òàêæå ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè. Âåðõíÿÿ
ïîëîâèíà îáîçíà÷åíà áóêâîé B, íèæíÿÿ — áóêâîé B .

Ëåâàÿ âåðõíÿÿ êëåòêà íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé A è
B — çàïèñûâàåì â íåå ìèíòåðì AB. Ïðàâàÿ âåðõíÿÿ êëåòêà íàõîäèò-
ñÿ íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé Ä  è B — çàïèñûâàåì .AB  Àíàëîãè÷íî
çàïèñûâàåì AB  è AB  â îñòàâøèåñÿ êëåòêè. Íà ðèñ. 4.2 ïðèâåäåíà
òà æå êàðòà, íî ñ äåñÿòè÷íûìè íîìåðàìè ìèíòåðìîâ.

Ðàññìîòðèì êàðòó Âåé÷à òðåõ àðãóìåíòîâ (ðèñ. 4.3). Â íåé òàêæå
äëÿ êàæäîãî ìèíòåðìà îòâåäåíà îòäåëüíàÿ êëåòêà, è, êàê è â ñëó÷àå
êàðòû äâóõ àðãóìåíòîâ, àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ìèíòåðìîâ ñòðîãî ñî-
îòâåòñòâóåò ñèñòåìå ðàñïîëîæåíèÿ áóêâ âîêðóã êàðòû.

 Ä 

B 

ÄÇ 

ÄÇ ÄÇ 

ÄÇ 

Ä 

Ç 
      

 Ä 

B 

2 

1 3 

0 

Ä 

Ç 
       

 Ä 

B 

ÄÇë 

ÄÇë ÄÇë 

ÄÇë 

Ä 

Ç 

ÄÇë ÄÇë 

ÄÇë ÄÇë 

ë ë ë 

Ðèñ. 4.1 Ðèñ. 4.2 Ðèñ. 4.3

Íà ðèñ. 4.4 èçîáðàæåíà òà æå êàðòà, íî â êëåòêàõ çàïèñàíû äåñÿ-
òè÷íûå íîìåðà ìèíòåðìîâ. Êðîìå òîãî, íà íåé óêàçàíû òîëüêî íåèí-
âåðñíûå àðãóìåíòû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî, íàïðèìåð, áóêâà Ä  íà êàðòå
íå ïèøåòñÿ, íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê áóêâàì
Â è Ñ. Íà ðèñ. 4.5 ïðèâåäåíà êàðòà ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, ãäå â êëåò-
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êàõ óêàçàíû ìèíòåðìû â èõ àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè. Íà ðèñ. 4.6 èçî-
áðàæåíà òà æå êàðòà, íî ñ äåñÿòè÷íûìè íîìåðàìè ìèíòåðìîâ.
Íà ðèñ. 4.7 èçîáðàæåíà êàðòà ïÿòè àðãóìåíòîâ.
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ÄÇëD 
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18 22 6 
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Ö 

Ðèñ. 4.6 Ðèñ. 4.7

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü êàðòó Âåé÷à íà ëþáîå
÷èñëî àðãóìåíòîâ. Ïðàêòè÷åñêè æå äåëî îãðàíè÷èâàåòñÿ êàðòàìè ïÿòè,
ðåæå øåñòè è óæå ñîâñåì ðåäêî ñåìè è âîñüìè àðãóìåíòîâ, òàê êàê
ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà àðãóìåíòîâ áûñòðî âîçðàñòàåò ñëîæíîñòü êàðòû
è ñîîòâåòñòâåííî ñíèæàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü åå èñïîëüçîâàíèÿ. Íà-
ïðèìåð, êàðòà âîñüìè àðãóìåíòîâ ñîñòîèò èç 256 êëåòîê.

Óïðàæíåíèÿ

1. Êàêîé íîìåð êëåòêè çàíèìàåò íà êàðòå Âåé÷à ìèíòåðì:
(È0Á) ABC; (Ä0Â) ;ABCD (ÃÕÃ) ;AB

(0ÑÄ) ;ABCD (20Å) ?AB CDE

2. (ÅÞÊ). Ñêîëüêî êëåòîê èìååò êàðòà Âåé÷à ïÿòè àðãóìåíòîâ?
3. (ÓÖË). Ñêîëüêî êëåòîê èìååò êàðòà Âåé÷à n àðãóìåíòîâ?
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4.12. Íàíåñåíèå ôóíêöèé íà êàðòó Âåé÷à

Åñëè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ìèíòåðìîâ, ò.å. â ñòàí-
äàðòíîé ôîðìå, òî íàíåñåíèå åå íà êàðòó ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êëå-
òîê, â êîòîðûå íåîáõîäèìî çàïèñàòü åäèíèöû. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðè-
ìåðå ôóíêöèè òðåõ àðãóìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííîé â ÑÄÍÔ:

.f ABC ABC ABC ABC= + + +
Ïåðåâåäåì ìèíòåðìû â èõ íîìåðà: f = (2, 3, 4, 7).
Âîñïîëüçóåìñÿ êàðòîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.4. Â åå êëåòêàõ

çàïèñàíû ÷èñëà. Îäíàêî èõ ìîæíî íå ïèñàòü, ïîñêîëüêó ñèñòåìà ðàñ-
ïîëîæåíèÿ áóêâ âîêðóã êàðòû òî÷íî îïðåäå-
ëÿåò ìåñòî êàæäîãî ìèíòåðìà. Óäàëèì ñ êàð-
òû íîìåðà, òîãäà îíà ñòàíåò ïóñòîé. Íàíåñåì
íà íåå ôóíêöèþ (ðèñ. 4.8). Åäèíèöû íà êàðòå
îáîçíà÷àþò íîìåðà ìèíòåðìîâ, âçÿòûõ èç çà-
äàííîãî âûðàæåíèÿ f = (2, 3, 4, 7).

Ñàìàÿ ïðàâàÿ åäèíèöà (âåðõíèé ðÿä) çàíè-
ìàåò êëåòêó ñ íîìåðîì 2. Ýòî ïîñòîÿííîå ìåñ-

òî ìèíòåðìà 2 .m ABC=  Ïîñêîëüêó îí âõîäèò â çàäàííóþ ôóíêöèþ,
òî â ýòîé êëåòêå è ïîñòàâëåíà åäèíèöà. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è êî
âñåì îñòàëüíûì åäèíèöàì êàðòû.

Îäíî èç äîñòîèíñòâ êàðòû Âåé÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà íåå íåòðóä-
íî íàíåñòè ôóíêöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íå òîëüêî â ÑÄÍÔ, íî è â âèäå
äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé, íå ÿâëÿþùåéñÿ ÑÄÍÔ. Ïîêàæåì ýòî íà
ïðèìåðå ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

.f AB AC ABC= + +
Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò òðåõ àðãóìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàðòà

Âåé÷à ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.9. Ïåðâàÿ êîíúþíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â ôóíê-
öèþ, ðàâíà AB. Íàõîäèì íà êàðòå ýòó îá-
ëàñòü. Îíà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
çîíû áóêâû A è çîíû áóêâû B. Îáðàçóþò åå
äâå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå â âåðõíåé ñòðî-
êå â ëåâîé ïîëîâèíå êàðòû. Â ýòèõ êëåòêàõ
ñòàâèì åäèíèöû (íà ðèñ. 4.9 îíè îáâåäåíû).

Âòîðàÿ êîíúþíêöèÿ èìååò âèä .AC

Íàõîäèì îáëàñòü íà êàðòå, ÿâëÿþùóþñÿ
îáùåé äëÿ çîí Ä  è C. Ýòî äâå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå âåðòèêàëüíî.
Îíè íà ðèñ. 4.9 òàêæå îáâåäåíû. Íàêîíåö, íàíîñèì íà êàðòó êîíú-
þíêöèþ .ABC  Îíà íà êàðòå çàíèìàåò åäèíñòâåííóþ êëåòêó íà ïåðå-
ñå÷åíèè çîí A, B  è C. Çàìåòèì, ÷òî ýòà êîíúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèí-
òåðìîì 5 .m ABC=
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Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ çàíèìàåò íà
êàðòå îáëàñòè, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ äðóãèìè. Ðàññìîòðèì äðóãîé
ïðèìåð. Íàíåñåì íà êàðòó ôóíêöèþ .f A BC= +

Ïåðâàÿ êîíúþíêöèÿ ñîñòîèò èç îäíîé áóêâû. Êîíå÷íî, ýòî íå
êîíúþíêöèÿ, íî äëÿ îáùíîñòè è îäèíî÷íóþ ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ
â ôóíêöèþ, óäîáíî íàçûâàòü êîíúþíêöèåé. Íà-
íåñåì ýòó îäèíî÷íóþ ïåðåìåííóþ íà êàðòó
(ðèñ. 4.10). Åé ñîîòâåòñòâóåò çîíà A, ñëåäîâà-
òåëüíî, âñþ åå çàïîëíÿåì åäèíèöàìè.

Êîíúþíêöèÿ BC ÷àñòüþ çàíèìàåò íîâóþ
êëåòêó, à ÷àñòüþ — óæå çàíÿòóþ áóêâîé A.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà íàáîðå çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ 111 åäèíèöå ðàâíà è «êîíúþíêöèÿ» A
è êîíúþíêöèÿ BC. Ôóíêöèÿ ïðè ýòîì ðàâíà
åäèíèöå, òàê êàê 1 1 1 1.f = + ⋅ =  Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â êëåòêå óæå
ñòîèò åäèíèöà, òî âòîðóþ åäèíèöó ñòàâèòü íåò íåîáõîäèìîñòè.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàíåñèòå ôóíêöèþ íà êàðòó Âåé÷à ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, çàïè-
ñûâàÿ â êëåòêàõ íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé åäèíèöå. Îïðåäåëèòå ÷èñëî
êëåòîê, çàíÿòûõ åäèíèöàìè:

(ÌÞ1) ;f AB CD= + (ÍÕ3) ;f ABCD A D= +
(ÆÓ2) ;f A B C= + + (ÕÕ5) ;f A D= +
(ÕÛ×) ;f AB C D= + + (ÓÞ6) f = A + C.
2. Ñêîëüêî ïóñòûõ êëåòîê îñòàíåòñÿ íà êàðòå Âåé÷à ÷åòûðåõ àð-

ãóìåíòîâ, åñëè íà íåå íàíåñòè ôóíêöèþ:
(ÖÂÕ) ;f A B C D= + + + (ÝËÞ) ;f ABC D= +
(ÖÎÖ) ;f A B CD= + + (ÈÈÀ) ;f A BC= +
(ÆÓÎ) ;f ABCD= (ÎÓÔ) f = AB?
3. (ÍØÊ)! Ñêîëüêî êëåòîê çàéìåò ôóíêöèÿ ,f AB=  åñëè åå íàíå-

ñòè íà êàðòó òðåõ àðãóìåíòîâ; ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ; ïÿòè àðãóìåíòîâ;
øåñòè àðãóìåíòîâ?

4.13. Íàõîæäåíèå ÑÄÍÔ ïðè ïîìîùè êàðò Âåé÷à

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f = A + BC. ×òîáû íàéòè åå ÑÄÍÔ, äîñòàòî÷-
íî ôóíêöèþ íàíåñòè íà êàðòó Âåé÷à (ñì. ðèñ. 4.10).

Åñëè êàðòó ñ íàíåñåííîé íà íåå ôóíêöèåé ìûñëåííî ñîâìåñòèòü
ñ êàðòîé, ãäå çàïèñàíû íîìåðà ìèíòåðìîâ (ñì. ðèñ. 4.4), òî åäèíè-
öû ïîêàæóò íîìåðà ìèíòåðìîâ, îáðàçóþùèõ äàííóþ ôóíêöèþ:
f = (3, 4, 5, 6, 7).
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Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð:

.f AB BCD AB A BCD= + + +
Íàíåñåì ýòó ôóíêöèþ íà êàðòó Âåé÷à (ðèñ. 4.11). Çàòåì îáðàòèì-

ñÿ ê êàðòå íà ðèñ. 4.6. Ñîâìåñòèì ýòè êàðòû îäíó ñ äðóãîé, òîãäà
åäèíèöû ïîêàæóò íîìåðà ìèíòåðìîâ èñêîìîé ÑÄÍÔ:

f = (1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 14).
Ñ ïîìîùüþ êàðò Âåé÷à ëåãêî âûÿâèòü ðà-

âåíñòâî äâóõ ôóíêöèé. Äâå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îä-
íèõ è òåõ æå ìèíòåðìîâ, ò.å. åñëè èõ ÑÄÍÔ
ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, ôóíêöèè

1

2

,f ABD ABC BCD ACD

f ABC BCD ACD ABCD ABCD

= + + +

= + + + +
âíåøíå íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî, íî åñëè èõ

íàíåñòè íà êàðòû Âåé÷à ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, òî êàðòû ñîâïàäóò, ñëå-
äîâàòåëüíî, ýòè ôóíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíû.

Êàðòû Âåé÷à ïîçâîëÿþò ëåãêî íàõîäèòü ÑÄÍÔ èíâåðñèé ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèé. ×òîáû íàéòè ÑÄÍÔ èíâåðñèè çàäàííîé ôóíêöèè f,
äîñòàòî÷íî åå íàíåñòè íà êàðòó. Íîìåðà ìèíòåðìîâ, êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò ïóñòûå êëåòêè, äàäóò èñêîìóþ ÑÄÍÔ èíâåðñèè ôóíê-
öèè f. Íàïðèìåð, ÑÄÍÔ ôóíêöèè f = À + D èìååò âèä

f = (1, 5, 8, 9, 10, 11, 13).
Åñëè æå âûïèñàòü âñå ìèíòåðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïóñòûì êëåò-

êàì, òî ïîëó÷èì

(0,2,3,4,6,7,12,14,15).f =
×òîáû íàéòè ÑÄÍÔ êîíúþíêöèè äâóõ ôóíêöèé, äîñòàòî÷íî

íàíåñòè íà êàðòó Âåé÷à ñíà÷àëà ïåðâóþ ôóíêöèþ, çàòåì âòîðóþ.
Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî äâå åäèíèöû. Ýòî çíà÷èò,
÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðàõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ îáå ôóíêöèè
ïðèíèìàþò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Âûïèñàâ íîìåðà êëåòîê ñ äâóìÿ åäè-
íèöàìè, ïîëó÷èì ÑÄÍÔ êîíúþíêöèè äâóõ çàäàííûõ ôóíêöèé.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÃØÖ). Ñêîëüêî ìèíòåðìîâ ñîäåðæèò ÑÄÍÔ ôóíêöèè f = AB,
åñëè îíà íàíåñåíà íà êàðòó âîñüìè àðãóìåíòîâ?

2. Ñêîëüêî ìèíòåðìîâ â ÑÄÍÔ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé øåñòè àðãó-
ìåíòîâ:

(ÀÉ2) ;f B AC= + (ÐØ1) ;f A A= +
(Å×3) ;f AB AC AD= + + (ÍÂ×) ;f AB ABC= +
(ÏØ0) ;f A A= ⋅ (Ê37) .f A B D= + +

 

D 

Ä 

Ç 

ë 

 

1 

1 

1  1 1 

1   

1 1  

1 1  

êËÒ. 4.11 
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4.14. Àëãåáðàè÷åñêîå óïðîùåíèå
áóëåâûõ ôóíêöèé

Âûøå óïîìèíàëñÿ òåðìèí «óïðîùåíèå», íî áåç ðàñêðûòèÿ åãî
ñîäåðæàíèÿ. Òåïåðü óòî÷íèì ýòî ïîíÿòèå. Ïîä óïðîùåíèåì (ìèíè-
ìèçàöèåé) áóëåâîé ôóíêöèè áóäåì ïîíèìàòü òàêèå òîæäåñòâåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ôîðìóëû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ÷èñëî âõîæäåíèé
àðãóìåíòîâ óìåíüøàåòñÿ äî ïðåäåëà.

Âûÿñíèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ÷èñëîì âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ
è ÷åì îíî îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà àðãóìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

.f AB A CD= +  Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ A, B,
C, D, íî èìååò ïÿòü âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ, òî åñòü ÷èñëî âõîæäåíèé
àðãóìåíòîâ — ýòî îáùåå ÷èñëî áóêâ, îáðàçóþùèõ ôóíêöèþ.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ìèíèìèçàöèÿ îñíîâàíà íà òåîðåìàõ ïîãëî-
ùåíèÿ è ñêëåèâàíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ ïðèìåíåíèå íà ïðèìåðå
ôóíêöèè âèäà .f ABC ABC AC BC= + + +

Ê ïåðâûì äâóì êîíúþíêöèÿì ïðèìåíèìà òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ:

( ) .ABC ABC AB C C AB+ = + =

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå .f AB AC BC= + +
Çàïèøåì êîíúþíêöèþ AC â âèäå .AC ABC ABC= +
Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â çàäàííóþ ôóíêöèþ:

.f AB AC BC AB ABC ABC BC= + + = + + +
Ê ïåðâûì äâóì è ê äâóì ïîñëåäíèì êîíúþíêöèÿì ïðèìåíèìà

òåîðåìà ïîãëîùåíèÿ:

AB + ABC = AB (1 + C) = AB; ( 1) .ABC BC BC A BC+ = + =
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìóþ ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ çàäàííîé

ôóíêöèè:

.f AB BC= +

4.15. Ìåòîä Êâàéíà

Ñóòü ìåòîäà Êâàéíà ïîÿñíèì íà ïðèìåðå ôóíêöèè

.f ABD ABC BCD ABCD ABCD= + + + +
Ñíà÷àëà ôóíêöèþ ïðåäñòàâëÿåì â ÑÄÍÔ:

f = (3, 5, 6, 7, 8, 11, 13, 15).
Çàòåì áåðåì êàêóþ-ëèáî ïàðó ìèíòåðìîâ è âûÿñíÿåì, ïðèìåíèìà

ëè ê íèì òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ. Åñëè ïðèìåíèìà, òî èõ îáùóþ ÷àñòü
çàïèñûâàåì â îòäåëüíóþ ñòðîêó. Íàïðèìåð:

3 7 .m m ABCD ABCD ACD+ = + =
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Îáùåé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèÿ ACD . Áåðåì äðóãóþ ïàðó,
íàïðèìåð

3 11 .m m ABCD ABCD BCD+ = + =
Ýòó êîíúþíêöèþ çàïèñûâàåì ðÿäîì ñ ïåðâîé. Òàê ïîñòóïàåì ïî

îòíîøåíèþ ê êàæäîé ïàðå ìèíòåðìîâ. Åñëè êàêàÿ-ëèáî êîíúþíêöèÿ
ïîâòîðÿåòñÿ, òî îñòàâëÿåì òîëüêî îäíó. Ìèíòåðìû, ê êîòîðûì ïðè-
ìåíÿëàñü òåîðåìà ñêëåèâàíèÿ, âû÷åðêèâàåì, à îñòàâøèåñÿ (íå âû-
÷åðêíóòûå) ìèíòåðìû è âñå âûïèñàííûå êîíúþíêöèè îáúåäèíÿåì
çíàêàìè äèçúþíêöèè. Â äàííîì ñëó÷àå îêàçàëîñü, ÷òî ìèíòåðì m11
íå ñêëåèâàåòñÿ íè ñ îäíèì èç ìèíòåðìîâ çàäàííîé ôóíêöèè, à â ðå-
çóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ îñòàëüíûõ ïîëó÷èëîñü 8 ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäå-
íèé ïî òðè ïåðåìåííûõ êàæäîå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ âûðà-
æåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî çàäàííîé ôóíêöèè:

.f ABD BCD ABD ABC ACD ACD BCD BCD ABCD= + + + + + + + +
Ê ýòîìó âûðàæåíèþ ñíîâà ïðèìåíÿåì òîò æå ïðèåì, òî åñòü äëÿ

êàæäîé ïàðû êîíúþíêöèé âûÿñíÿåì, ïðèìåíèìà ëè ê íèì òåîðåìà
ñêëåèâàíèÿ. Åñëè ïðèìåíèìà, òî îáùóþ ÷àñòü çàïèñûâàåì â îòäåëü-
íóþ ñòðîêó. Íîâîå âûðàæåíèå çàäàííîé ôóíêöèè èìååò âèä

.f ABCD BD CD ABC= + + +
Çäåñü íåò ñêëåèâàþùèõñÿ êîíúþíêöèé, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì

óïðîùåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìåòîäà Êâàéíà ïîëó÷àåòñÿ
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ (íåðåäêî îíà ÿâëÿåòñÿ è ìèíèìàëüíîé). Êàæäàÿ
îòäåëüíàÿ êîíúþíêöèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìï-
ëèêàíòîé.

4.16. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
ïðè ïîìîùè êàðò Âåé÷à

Ñîêðàùåííàÿ ôîðìà áóëåâîé ôóíêöèè íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ôîðì îáû÷íî
ïðèìåíÿþò ìåòîä Ïåòðèêà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî íàéòè âñå
òóïèêîâûå ôîðìû, òî åñòü ôîðìû, íå ñîäåðæàùèå ëèøíèõ ïðîñòûõ
èìïëèêàíò. Òóïèêîâûå ôîðìû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îäíà îò äðóãîé ÷èñ-
ëîì âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ. Òóïèêîâàÿ ôîðìà, ñîäåðæàùàÿ íàèìåíü-
øåå ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Òàêèì
îáðàçîì, íàéäÿ âñå òóïèêîâûå ôîðìû, ìû íàéäåì è âñå ìèíèìàëü-
íûå. Ïîäðîáíîñòè î ìåòîäàõ Êâàéíà è Ïåòðèêà, î ñîêðàùåííûõ
è òóïèêîâûõ ôîðìàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [32]. Çäåñü ìû èõ
ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, à ñðàçó ïåðåéäåì ê êàðòàì Âåé÷à.

Ïðè ïîìîùè êàðò Âåé÷à óïðîùåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé âûïîëíÿ-
åòñÿ ãîðàçäî ëåã÷å è áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Êâàéíà, îñîáåí-
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íî åñëè ÷èñëî àðãóìåíòîâ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè íåâåëèêî, â ïðå-
äåëàõ 2–6. Ãëàâíîå, ÷òî òðåáóåòñÿ óìåòü ïðè íàõîæäåíèè ìèíèìàëü-
íûõ ôîðì ïî êàðòàì Âåé÷à, — ýòî âûÿâëÿòü ïðîñòûå èìïëèêàíòû.
Êàæäàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà îáúåäèíÿåò íàèáîëüøóþ ãðóïïó åäèíèö
(ìèíòåðìîâ), êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü îäíîé êîíúþíêöèåé. Íà-
ïðèìåð, íà ðèñ. 4.12 â ëåâîé ïîëîâèíå êàðòû ñòîÿò 8 åäèíèö. Âñå îíè
çàíèìàþò çîíó À. Ýòî ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà, íî íè-
êàêàÿ ÷àñòü åå, íè ÀÂ, íè ÀÑ è ò.ä., ïðîñòîé èìï-
ëèêàíòîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Âòîðàÿ ñâåðõó ñòðîêà âñÿ çàíÿòà åäèíèöàìè,
êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ êîíúþíêöèåé BD. Ýòî åùå
îäíà ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà. Çàìåòèì, ÷òî ìèíòåðìû
13 è 15 èñïîëüçîâàíû äâàæäû: îíè âõîäÿò â îáå
ïðîñòûå èìïëèêàíòû, è â À, è â BD. Îñòàëàñü îäíà
åäèíèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíòåðìó 3. Ýòîò ìèíòåðì âõîäèò â ïðî-
ñòóþ èìïëèêàíòó ÑD. Òàêèì îáðàçîì, äèçúþíêöèÿ íàéäåííûõ ïðî-
ñòûõ èìïëèêàíò äàåò èñêîìóþ ìèíèìàëüíóþ ôîðìó

f = À + BD + ÑD.
Íà ðèñ. 4.13 ïðèâåäåíî äåñÿòü ïðèìåðîâ ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ

ôóíêöèé. Íåêîòîðûå èç ôóíêöèé èìåþò íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ
ôîðì, íàïðèìåð

7 .f D AB AC AC D BC BC AB D BC AC AB= + + + = + + + = + + +

 

f1 = AB+BCD+ 
+AD+AC+BCD 

 

1 
 1 1  

 1 1 
1 1 1 

 1  

f6 = D+ABC+ 
+AC+BC 

1 
 

1 1 1 1 

1  1 
1   
1 1 1 

f2=D+AC+BC 

1 
1 
  1  

1 1 1 
1 1 1 

 1 1 

f3 = A+CD+ 
+BD+CD 

 

1 

1 1 1  
1 1 1 

1 1 1 

1 1  1 

f4 = A+D+C 

1 
1 
1 1 1  

1 1 1 
1 1 1 

1 1  1 

f7 = D+AB+ 
+BC+AC 

 

1 
1 

1 1 1  
1 1 1 

1 1 1 

 1 1 

f8 =AD+BD+ 
+ABC+ABCD 

 

1 
 

1    

 1 1 

1 1 1 

  1 

f9 = A+B+C+D 

1 

1 

1 1 1 1 

1 1 1 

1 1  
1 1 1 

f10=BCD+ABD+ 
+BCD+ABD 

 

 
 

  1 1 

 1 1 

 1 1 

1 1  

f5 = C+BD+AB 

1 

1 

1 1   
1 1 1 

1  1 

1  1 1 

1 1  1  

Ðèñ. 4.13

Íà÷èíàòü ìèíèìèçàöèþ ïî êàðòàì Âåé÷à ñëåäóåò ñ òåõ ìèíòåð-
ìîâ, êîòîðûå âõîäÿò â åäèíñòâåííóþ ïðîñòóþ èìïëèêàíòó. Ïðîèë-
ëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ôóíêöèè f10 (ñì. ðèñ. 4.13). Åñëè íà÷àòü

 

êËÒ. 4.12 

 

1 

 1 1  

1 1 1 

1 1 1 

1 1  
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ïîèñê ïðîñòûõ èìïëèêàíò ñ îäíîãî èç ìèíòåðìîâ m10, m11, m14, m15,
êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò â äâå ïðîñòûå èìïëèêàíòû, òî ìèíè-
ìàëüíóþ ôîðìó ìîæíî íå ïîëó÷èòü. Ýòî ïðîèçîéäåò â òîì ñëó÷àå,
åñëè â èñêîìîå âûðàæåíèå âêëþ÷èòü ïðîñòóþ èìïëèêàíòó ÀÑ.

Óïðàæíåíèå

Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ôîðìû ôóíêöèé. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêà-
æèòå ÷èñëî ïðîñòûõ èìïëèêàíò è ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ äëÿ
íàéäåííûõ ìèíèìàëüíûõ ôîðì:

1) (985) (1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15);f =
2) (905) (0,1,2,3,4,5,6,7,9,11,13,14,15);f =
3) (ÌÒÌ) (6,8,9,10,15);f =
4) (365) (0,1,3,7,9,10,11,13);f =
5) (ÖÊ5) (0,3,4,5,6,7,13,14);f =
6) (ÏÄË) (0,1, 4,5,7,8,9,11,12,13);f =
7) (432) (0,1,7,10,13,14);f =
8) (ÔÓ1) (0,2,3,4,5,6,7,11,15);f =
9) (343) (0,1,2,4,5,6,9,13);f =
10) (ÃÏ3) (4,7,9,10,12,13,14,15);f =
11) (ÂËÎ) (0,2,3,5,6,7,11,14);f =
12) (ÑÊÊ) (2,3,5,7,9,11,14,15);f =
13) (926) (0,1, 4,5,10,11,13,15);f =
14) (ÅÄ2) (2,3, 4,6,7,9,12,13);f =
15) (32Ì) (2,3,5,6,7,8,9,13);f =
16) (38Ô) (1,2,3,6,9,11,12,14);f =
17) (ÝÌÈ) (0,2,3,4,6,7,13,15);f =
18) (ÑËÎ) (0,3,8,9,10,11,13,14).f =

4.17. Êîíúþíêòèâíûå ôîðìû áóëåâûõ ôóíêöèé

Êîíúþíêòèâíàÿ ôîðìà, êàê è äèçúþíêòèâíàÿ, ìîæåò áûòü ñî-
âåðøåííîé è ìèíèìàëüíîé. Ïåðåâîä ÄÍÔ â ÊÍÔ ñîñòîèò â äâîéíîì
èíâåðòèðîâàíèè çàäàííîé ôóíêöèè. Ïåðâîå èíâåðòèðîâàíèå îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ íà óðîâíå ìèíòåðìîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ÑÄÍÔ
èíâåðñèè èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Èíâåðñíàÿ ÑÄÍÔ çàòåì ïîäâåðãàåò-
ñÿ òåì èëè èíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì è ðåçóëüòàò èíâåðòèðóåòñÿ ïî òå-
îðåìå äå Ìîðãàíà.

Ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÑÊÍÔ). Åñëè
çàäàíà ÑÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè f, òî íàéòè åå ÑÊÍÔ î÷åíü ëåãêî.
Ñíà÷àëà íàõîäèì ÑÄÍÔ èíâåðñèè çàäàííîé ôóíêöèè. Â f  âîéäóò âñå
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ìèíòåðìû, îòñóòñòâóþùèå â f, è íè îäèí ìèíòåðì íå âîéäåò îäíî-
âðåìåííî â f è f . Çàòåì çàïèñûâàåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ
f  è ðåçóëüòàò èíâåðòèðóåì ïî òåîðåìå äå Ìîðãàíà. Ðàññìîòðèì ïðè-
ìåð. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ ( , , ) (0, 1, 2, 4, 5).f A B C =  Â ýòó ôóíêöèþ
íå âõîäÿò ìèíòåðìû ñ íîìåðàìè 3, 6, 7. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè âîéäóò
â èíâåðñèþ ôóíêöèè f : (3, 6, 7).f =

Ïðåäñòàâèì f  â âèäå .f ABC ABC ABC= + +  Èíâåðòèðóåì ïî òå-
îðåìå äå Ìîðãàíà: ( )( )( ).f A B C A B C A B C= + + + + + +

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ÑÊÍÔ çàäàííîé ôóíêöèè f.

Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíûõ ÊÍÔ. ×òîáû íàéòè ìèíèìàëüíóþ
ÊÍÔ, äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) íà îñíîâå çàäàííîé ôóíêöèè íàõîäèì ÑÄÍÔ åå èíâåðñèè;
á) äëÿ èíâåðñèè çàäàííîé ôóíêöèè ìåòîäîì Êâàéíà íàõîäèì ñî-

êðàùåííóþ ÄÍÔ, à ìåòîäîì Ïåòðèêà íàõîäèì âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ,
ñðåäè êîòîðûõ îòûñêèâàåì âñå ìèíèìàëüíûå ôîðìû. Ïî êàðòå Âåé÷à
ìîæíî ñðàçó íàéòè ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ;

ã) ðåçóëüòàò èíâåðòèðóåì ïî òåîðåìå äå Ìîðãàíà.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíóþ ÊÍÔ

ôóíêöèè

.f AC D A BCD ABD ABCD= + + +
Äîïóñòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, òîãäà

åå ÑÄÍÔ ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå (3,4,6,8,12,14).f =  Íàõîäèì ÑÄÍÔ åå
èíâåðñèè:

f = (0, 1, 2, 5, 7, 9, 10, 11, 13, 15).

Ïîñëå ìèíèìèçàöèè ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ ôóíêöèè f :

.f BD AD BCD ABC= + + +
Â ðåçóëüòàòå èíâåðòèðîâàíèÿ ïî òåîðåìå äå Ìîðãàíà ýòîãî âûðà-

æåíèÿ ïîëó÷àåì èñêîìóþ ìèíèìàëüíóþ ÊÍÔ:

( ) ( ) ( ) ( ) .f B D A D B C D A B C= + + + + + +

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñêîëüêî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ â ÑÊÍÔ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ:

(ÖÌÕ) ;f AB CD= + (ØÐÊ) ;f A B C D= + + +
(ÍÊÊ) ( )( );f A B C C D= + + + (ËÈÑ) f = 1;
(ÂÒÍ) ( ) ;f A B C= + (ÖÓÐ) ?f D=
2. Ñêîëüêî âõîæäåíèé èíâåðñíûõ àðãóìåíòîâ â ÑÊÍÔ ñëåäóþ-

ùèõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò òðåõ àðãóìåíòîâ:
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(ÌÓÖ) f = 0; (ÈØÈ) ;f AB AC= + (ËÓÃ) ;f A=

(ÓÕÏ) ;f ABC= (00Ô) ;f A BC B C= + + (ÇÊÕ) ?f A BC= +
3. Äàíû ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ. Îïðå-

äåëèòå ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ è ÷èñëî èíâåðñèé:
(ÊÒÅ) ;f BC AD AC B D= + + + (ÁÒË) ;f BC ABD= +
(ÈßÆ) ;f AB C BD= + + (ÀßÊ) ;f AD C B D= + +
(ÎÉÌ) .f AB AC A BC BCD= + + +
4. Çàäàííóþ ÊÍÔ ôóíêöèè ïðåäñòàâüòå â ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ.

Â óñòðîéñòâî ââåäèòå îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ ìèíèìàëü-
íîé ÄÍÔ, ÷èñëî ïðîñòûõ èìïëèêàíò è ÷èñëî èíâåðñèé:

(031) ( )( )( );f A B C A B C B C D= + + + + + +
(732) ( )( )( );f B C D A B C A B C= + + + + + +
(ÀÍ3) ( )( )( ).f B C C D A B D= + + + +
5. Çàäàííóþ ÊÍÔ ïðåäñòàâüòå â ÑÄÍÔ. Â óñòðîéñòâî ââåäèòå

íîìåðà ìèíòåðìîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
(ÐÊ4) ( )( )( )( );f A B A B C D C D= + + + +
(145) ( )( )( );f A B C A C D B C D= + + + + + +
(396) ( )( )( )( ).f A B C B C B C D B C D= + + + + + +

4.18. Äâå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå áóëåâîé àëãåáðû

Çàäà÷à î ðàñïèñàíèè çàíÿòèé. Ñîñòàâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèå íà îäèí
äåíü (ïÿòü óðîêîâ). Ïðåïîäàâàòåëè ïîäàëè çàÿâêè: èñòîðèê èçúÿâèë
æåëàíèå âåñòè 1-é óðîê, ëèáî 4-é, ëèáî 5-é; ëèòåðàòîð — 1-é ëèáî
2-é; ôèçèê — 2-é ëèáî 3-é; ìàòåìàòèê — 2-é ëèáî 5-é; õèìèê —
êîãäà óãîäíî, íî íå ïåðâûé è íå ïîñëåäíèé. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå
âàðèàíòû ðàñïèñàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîäàííûì çàÿâêàì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: È — èñòîðèê, Ë — ëèòåðàòîð, Ô — ôèçèê,
Ì — ìàòåìàòèê, Õ — õèìèê. Ñîãëàñíî ïîäàííûì çàÿâêàì ñîñòàâëÿ-
åì ôîðìóëû:

ϕ1 = È1 + È4 + È5; ϕ2 = Ë1 + Ë2;
ϕ3 = Ô2 + Ô3; ϕ4 = Ì2 + Ì5; ϕ5 = Õ2 + Õ3 + Õ4.

Çäåñü öèôðû îáîçíà÷àþò íîìåðà óðîêîâ, íàïðèìåð: È1 îáîçíà÷à-
åò âûñêàçûâàíèå «èñòîðèê âåäåò ïåðâûé óðîê», Ô2 — «ôèçèê âåäåò
âòîðîé óðîê» è ò.ä.; ϕ1 îáîçíà÷àåò ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå «èñòîðèê
âåäåò ëèáî ïåðâûé óðîê, ëèáî ÷åòâåðòûé, ëèáî ïÿòûé», òî åñòü ϕ1 —
ýòî çàÿâêà èñòîðèêà. Àíàëîãè÷íî: ϕ2 — çàÿâêà ëèòåðàòîðà, ϕ3 — çà-
ÿâêà ôèçèêà, ϕ4 — çàÿâêà ìàòåìàòèêà, ϕ5 — çàÿâêà õèìèêà. Âñå
çàÿâêè áóäóò óäîâëåòâîðåíû, åñëè âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
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ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ5 = (È1 + È4 + È5)(Ë1 + Ë2) ×

× (Ô2 + Ô3)(Ì2 + Ì5)(Õ2 + Õ3 + Õ4) = 1,
òî åñòü åñëè âñå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ áóäóò èñòèííûìè.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, âûïîëíèâ âñå îïåðàöèè ïîãëîùåíèÿ è èñêëþ-
÷èâ ñëó÷àè, êîãäà äâà ïðåïîäàâàòåëÿ îäíîâðåìåííî âåäóò îäèí è òîò
æå óðîê, ïîëó÷èì:

Ë1Õ2Ô3È4Ì5 + Ë1Ô2Õ3È4Ì5 +

+ Ë1Ì2Ô3Õ4È5 + È1Ë2Ô3Õ4Ì5 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çàÿâêàõ ïðåïîäàâàòåëåé ñóùåñòâó-

åò ÷åòûðå âàðèàíòà ðàñïèñàíèÿ. Êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò îò-
äåëüíàÿ êîíúþíêöèÿ â ïîëó÷åííîì ëîãè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ðàñøèô-
ðóåì ïåðâóþ êîíúþíêöèþ. Åñëè ïðèíÿòü

Ë1Õ2Ô3È4Ì5 = 1,
òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðâûé óðîê âåäåò ëèòåðàòîð, âòîðîé — õèìèê,
òðåòèé — ôèçèê, ÷åòâåðòûé — èñòîðèê, ïÿòûé — ìàòåìàòèê. Àíàëî-
ãè÷íî ðàñøèôðîâûâàþòñÿ è îñòàëüíûå òðè êîíúþíêöèè ëîãè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à î ïîäáîðå ýêèïàæà êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ [4, ñ. 20]. Äëÿ
êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà ñîñòàâëÿþò ýêèïàæ èç òðåõ ÷åëîâåê: êîìàíäè-
ðà, èíæåíåðà è âðà÷à. Êîìàíäèðà ìîæíî âûáðàòü èç ÷åòûðåõ ÷åëî-
âåê: à1, à2, a3, à4, èíæåíåðà — èç òðåõ: b1, b2, b3, âðà÷à — òàêæå
èç òðåõ: ñ1, ñ2, ñ3. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî èíæåíåð b1 ïñèõîëîãè÷åñêè
íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ3, èíæåíåð b2 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ1, èíæå-
íåð b3 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ2. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî êîìàí-
äèð à1 ïñèõîëîãè÷åñêè ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè b1 è b3 è âðà÷àìè ñ2
è ñ3, êîìàíäèð à2 ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè b1 è b2 è âñåìè âðà÷àìè,
êîìàíäèð à3 ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè b1 è b2 è âðà÷àìè ñ1 è ñ3,
êîìàíäèð à4 ñîâìåñòèì ñî âñåìè èíæåíåðàìè è âðà÷îì ñ3. Òðåáóåòñÿ
íàéòè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ýêèïàæà.

Ââåäåì ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå: À1, À2, À3, À4, Â1, Â2, Â3, Ñ1,
Ñ2, Ñ3.

Ýòè ïåðåìåííûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûñêà-
çûâàíèå À1 «êîìàíäèð à1 âêëþ÷åí â ñîñòàâ ýêèïàæà» ÿâëÿåòñÿ èñ-
òèííûì, òî åñòü À1 = 1, åñëè êîìàíäèð à1 äåéñòâèòåëüíî âêëþ÷åí
â ñîñòàâ ýêèïàæà, è À1 = 0, åñëè â ñîñòàâ ýêèïàæà êîìàíäèð à1
íå âêëþ÷åí. Àíàëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóþòñÿ îñòàëüíûå ïåðåìåííûå.

Íà îñíîâå ñâåäåíèé î ñîâìåñòèìîñòè ñîñòàâëÿåì áóëåâî óðàâ-
íåíèå:

À1(Â1 + Â3)(Ñ2 + Ñ3) + À2(Â1 + Â2)(Ñ1 + Ñ2 + Ñ3) +
+ À3(Â1 + Â2)(Ñ1 + Ñ3) + À4(Â1 + Â2 + Â3) Ñ3 = 1.
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Ðàñêðîåì ñêîáêè:
À1Â1Ñ2 + À1Â1Ñ3 + À1Â3Ñ2 + À1Â3Ñ3 + À2Â1Ñ1 + À2Â1Ñ2 +

+ À2Â1Ñ3 + À2Â2Ñ1 + À2Â2Ñ2 + À2Â2Ñ3 + À3Â1Ñ1 + À3Â1Ñ3 +
+ À3Â2Ñ1 + À3Â2Ñ3 + À4Â1Ñ3 + À4Â2Ñ3 + À4Â3Ñ3 = 1.

Â ýòîì óðàâíåíèè ïðåäñòàâëåíî 17 âàðèàíòîâ ýêèïàæà, íî óñëî-
âèÿì çàäà÷è îíè óäîâëåòâîðÿþò íå âñå. Íàïðèìåð, êîíúþíêöèÿ
À1Â1Ñ3 ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ýêèïàæ âêëþ÷åí êîìàíäèð à1, èíæåíåð
b1 è âðà÷ ñ3. Íî èíæåíåð b1 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ3. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîíúþíêöèþ À1Â1Ñ3, à òàêæå À2Â1Ñ3, À3Â1Ñ3 è À4Â1Ñ3 èç óðàâíåíèÿ
íåîáõîäèìî óäàëèòü. Óäàëÿåì è êîíúþíêöèè À2Â2Ñ1, À3Â2Ñ1
(òàê êàê èíæåíåð b2 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ1), à òàêæå êîíúþíêöèþ
À1Â3Ñ2 (èíæåíåð b3 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì ñ2).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 10 âàðèàíòîâ ýêèïàæà äëÿ êîñìè÷å-
ñêîãî êîðàáëÿ. Âñå îíè ïðåäñòàâëåíû â áóëåâîì óðàâíåíèè

À1Â1Ñ2 + À1Â3Ñ3 + À2Â1Ñ1 + À2Â1Ñ2 + À2Â2Ñ2 +

+ À2Â2Ñ3 + À3Â1Ñ1 + À3Â2Ñ3 + À4Â2Ñ3 + À4Â3Ñ3 = 1.
Ýòèìè äâóìÿ çàäà÷àìè ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé áóëåâîé àëãåáðå,

çàâåðøèì.
Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé áóëåâà àëãåáðà ïðåâðàòèëàñü â

ñòðîéíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñ ðàçâåòâëåííûìè ïðèêëàäíûìè
íàïðàâëåíèÿìè è áîãàòåéøèì ñîäåðæàíèåì. Â äàííîì æå ïîñîáèè èç
âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ äîñòèæåíèé àëãåáðû ëîãèêè ïðèâåäåíû ëèøü
íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ëîãè÷å-
ñêèì èñ÷èñëåíèåì. Ó÷èòûâàÿ âàæíîñòü ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
íàïðàâëåíèÿ, ðåêîìåíäóåòñÿ íå îãðàíè÷èâàòüñÿ èçëîæåííûìè â ïî-
ñîáèè ñâåäåíèÿìè, à îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå äëÿ
áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, êîòîðûå
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè ñïåöèàëüíîñòè.
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5. Òåîðèÿ ãðàôîâ

5.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Ïåðâûå ñâåäåíèÿ î ãðàôàõ êàê î ñõåìàõ â âèäå íàáîðîâ òî÷åê,
ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé êàêèìè-ëèáî ëèíèÿìè, ïîÿâèëèñü â
XVIII âåêå. Ñíà÷àëà ýòè ñâåäåíèÿ áûëè ðàçðîçíåííûìè è îòíîñèëèñü
ãëàâíûì îáðàçîì ê ãîëîâîëîìêàì, èãðàì è ðàçâëå÷åíèÿì. Íî â êîíöå
XIX âåêà â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òîïîëîãèè èíòåðåñ ê òåîðèè ãðàôîâ
çíà÷èòåëüíî âîçðîñ. Â òî âðåìÿ îíà ðàññìàòðèâàëàñü êàê îäíà èç ãëàâ
òîïîëîãèè. Îäíàêî âñêîðå òåîðèÿ ãðàôîâ ñòàëà ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó-
êîé, òàê êàê îáíàðóæèëîñü, ÷òî åå ìåòîäû óñïåøíî ìîãóò ïðèìå-
íÿòüñÿ è â äðóãèõ íàóêàõ — ñîöèîëîãèè, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè, ìå-
äèöèíå, õèìèè, ïñèõîëîãèè è äð., à òàêæå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê ïðîãðàììèðîâàíèå, òåîðèÿ ëîãè-
÷åñêèõ ñõåì è ìíîãîòàêòíûõ äèñêðåòíûõ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ áèíàð-
íûõ îòíîøåíèé è ò.ä.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ãðàôîâ, áëàãîäàðÿ åå ÿðêî âûðàæåííî-
ìó ïðèêëàäíîìó õàðàêòåðó, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ âîï-
ðîñîâ ïðàêòèêè, íàïðèìåð â çàäà÷àõ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, ïðè
îòûñêàíèè íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîé ñõåìû ïåðåâîçîê êàêèõ-ëèáî ãðó-
çîâ, â ðàñ÷åòàõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì è ìíîãèõ äðóãèõ ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷àõ.

Èç âñåé áîãàòåéøåé òåîðèè ãðàôîâ, ñóùåñòâóþùåé â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, â äàííîå ïîñîáèå âêëþ÷åíû ëèøü îçíàêîìèòåëüíûå ïîíÿòèÿ.
Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ñîïðîâîæäàåòñÿ óïðàæíåíèÿìè. Èìè çàäàí
íåîáõîäèìûé óðîâåíü èçó÷åíèÿ òåìû, ïîýòîìó âûïîëíÿòü èõ ñëåäóåò
âñå.

5.2. Ãðàô. Ïñåâäîãðàô. Ìóëüòèãðàô

Â îáùåì ñëó÷àå ãðàô — ýòî ìíîæåñòâî V òî÷åê, îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ëèíèÿìè, íåîáÿçàòåëüíî ïðÿìû-
ìè. Òî÷êè ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà, à ñîåäèíÿþ-
ùèå èõ ëèíèè — ðåáðàìè. Âåðøèíû îáû÷íî íóìåðóþò äåñÿòè÷íûìè
÷èñëàìè. Åñëè âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû, òî ðåáðà îáîçíà÷àþò íåóïî-
ðÿäî÷åííûìè ïàðàìè íîìåðîâ âåðøèí. Êàæäóþ ïàðó îáðàçóþò íîìå-
ðà òåõ âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (èëè ëèíåéíûì), åñëè ëþáûå äâå åãî
âåðøèíû ñîåäèíåíû íå áîëåå ÷åì îäíèì ðåáðîì è êàæäîå ðåáðî
ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå âåðøèíû. Ïðèìåð ïðîñòîãî ãðàôà ïðèâåäåí íà
ðèñ. 5.1.
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Âñÿêèé ïðîñòîé ãðàô ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íå òîëüêî â âèäå
ðèñóíêà, íî è àíàëèòè÷åñêè. Ïóñòü E — ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà, òîã-
äà ñîãëàñíî ðèñ. 5.1 ìîæíî çàïèñàòü:

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7};

E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 7}, {2, 5}, {2, 6}, {2, 7},
{3, 4}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 7}},

ãäå E — ìíîæåñòâî äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû v ∈ V è
w ∈ V, ïðè ýòîì v ≠ w.

Ñóùåñòâóþò ãðàôû, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ïàðû âåðøèí, ñîåäèíåí-
íûå íåñêîëüêèìè ðåáðàìè. Òàêèå ðåáðà íàçûâàþò êðàòíûìè (ïàðàë-
ëåëüíûìè). Ãðàô ìîæåò ñîäåðæàòü ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå êàêóþ-ëèáî
âåðøèíó ñàìó ñ ñîáîé. Òàêèå ðåáðà íàçûâàþòñÿ ïåòëÿìè. Âåðøèíà
íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè ó íåå íåò ïåòåëü è èç íåå íå âûõîäèò
íè îäíî ðåáðî.

Ãðàô, ñîäåðæàùèé ïåòëè èëè êðàòíûå ðåáðà, íàçûâàåòñÿ ïñåâäî-
ãðàôîì (ðèñ. 5.2). Ïñåâäîãðàô áåç ïåòåëü íàçûâàåòñÿ ìóëüòèãðàôîì
(ðèñ. 5.3).
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Ðèñ. 5.1 Ðèñ. 5.2 Ðèñ. 5.3

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÖÏÎ). Óêàæèòå ïñåâäîãðàôû íà ðèñ. 5.4.
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Ðèñ. 5.4

2. (Ó39). Óêàæèòå ìóëüòèãðàôû íà ðèñ. 5.4.
3. (ÆÐÏ). Óêàæèòå ïðîñòûå ãðàôû íà ðèñ. 5.4.
4. (ÏÊÊ). Íà êàêèå âîïðîñû Âû îòâåòèòå «äà»:
1) ìîæåò ëè áûòü ïðîñòûì ãðàô, ñîäåðæàùèé 4 âåðøèíû è

8 ðåáåð;
2) ìîæåò ëè ãðàô ñ îäíèì ðåáðîì áûòü ïñåâäîãðàôîì;
3) ìîæåò ëè ãðàô áûòü ïñåâäîãðàôîì, åñëè â íåì íåò êðàòíûõ

ðåáåð;
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4) ìîæåò ëè ãðàô ñ îäíèì ðåáðîì áûòü ìóëüòèãðàôîì;
5) ãðàô ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó, ìîæåò ëè îí áûòü ìóëüòèãðàôîì;
6) ãðàô ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó, ìîæåò ëè îí áûòü ïñåâäîãðà-

ôîì;
7) ãðàô ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó, ìîæåò ëè îí áûòü ïðîñòûì ãðà-

ôîì?

5.3. Ïîäãðàô. Íàäãðàô. ×àñòè÷íûé ãðàô

Åñëè èç ãðàôà G óäàëèòü îäíó èëè íåñêîëüêî âåðøèí, òî áóäóò
óäàëåíû è âûõîäÿùèå èç íèõ ðåáðà. Îñòàâøèåñÿ âåðøèíû è ðåáðà
îáðàçóþò ïîäãðàô ãðàôà G. Âñÿêèé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ñàìîãî
ñåáÿ. Ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îí íå ñîâïàäàåò ñ èñõîä-
íûì ãðàôîì. Ïîäãðàô, ñîâïàäàþùèé ñ ãðàôîì G, íàçûâàåòñÿ åãî
íåñîáñòâåííûì ïîäãðàôîì.

Îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 5.1. Óäàëèì èç ãðàôà âåðøèíó 1. Âìåñòå ñ íåé
óäàëÿòñÿ è ÷åòûðå ðåáðà: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,7}. Ïîëó÷èòñÿ ïîäãðàô,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.5. Óäàëèì èç ãðàôà íà ðèñ. 5.1 âåðøèíû 4
è 7 (âåðøèíó 1 íå óäàëÿåì). Ïîëó÷èì ïîäãðàô, ïðèâåäåííûé íà
ðèñ. 5.6.

Óäàëèòü èç ãðàôà G ìîæíî è âñå âåðøèíû. Òîãäà îò ãðàôà íè÷åãî
íå îñòàíåòñÿ. Ãðàô, íå ñîäåðæàùèé âåðøèí, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ãðà-
ôîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóñòîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ëþáîãî ãðàôà.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ãðàô G íà n âåðøèíàõ. Äîáàâèì ê íåìó
åùå îäíó âåðøèíó è ñîåäèíèì åå êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñ âåðøèíàìè
ãðàôà G. Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ñ n + 1 âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ íàäãðà-
ôîì ãðàôà G. Íàïðèìåð, ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.1, ÿâëÿåòñÿ
íàäãðàôîì ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 5.5.

Ïî çàäàííîìó ãðàôó ïîäãðàô íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî, òî åñòü, óäà-
ëèâ èç ãðàôà îäíó èëè íåñêîëüêî âåðøèí, ìû ïîëó÷èì åäèíñòâåííûé
ïîäãðàô. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ íåîäíîçíà÷íà. Ïóñòü â ïðîñòîì ãðàôå
èìååòñÿ ÷åòûðå âåðøèíû ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 4. Íàéäåì åãî íàäãðà-
ôû, äîáàâèâ ê ãðàôó âåðøèíó ñ íîìåðîì 5. Åå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ
÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè ãðàôà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. ×òîáû íàéòè èõ
âñå, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íûé ðàçðÿä êàæäîìó ðåáðó èç ìíî-
æåñòâà K = {{1,5}, {2,5}, {3,5}, {4,5}}. Ïóñòü ðåáðó {1,5} ñîîòâåòñòâóåò
ñòàðøèé ðàçðÿä, ðåáðó {4,5} — ìëàäøèé. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
åñëè â i-ì ðàçðÿäå äâîè÷íîãî ÷èñëà çàïèñàíà åäèíèöà, òî ðåáðî {i,5}
ñîäåðæèòñÿ â íàäãðàôå. Åñëè æå çàïèñàí íóëü, òî ðåáðà {i,5} â íàä-
ãðàôå íåò (i = 1, 2, 3, 4). Òîãäà âñå íàäãðàôû îêàæóòñÿ ïðîíóìåðîâàí-
íûìè â äâîè÷íîé ñèñòåìå: 0000, 0001, …, 1111, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
âñåãî ñóùåñòâóåò 16 íàäãðàôîâ. Íàïðèìåð, äâîè÷íîìó ÷èñëó 0000
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ñîîòâåòñòâóåò íàäãðàô, ñîñòîÿùèé èç çàäàííîãî ãðàôà è èçîëèðîâàí-
íîé âåðøèíû ñ íîìåðîì 5. ×èñëó 0101 ñîîòâåòñòâóåò íàäãðàô, ñîñòî-
ÿùèé èç çàäàííîãî ãðàôà, ê êîòîðîìó äîáàâëåíû äâà ðåáðà {2,5} è
{4,5}, è ò.ä.

Åñëè â ãðàôå G âñå âåðøèíû îñòàâèòü íà ñâîèõ ìåñòàõ è óäàëèòü
îäíî èëè íåñêîëüêî ðåáåð, òî ïîëó÷èòñÿ ÷àñòè÷íûé ãðàô. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âñÿêèé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïî îòíîøåíèþ ê ñàìîìó
ñåáå.

Èç ãðàôà G ìîæíî óäàëèòü è âñå ðåáðà, îñòàíóòñÿ îäíè âåðøèíû.
Ãðàô, â êîòîðîì íåò íè îäíîãî ðåáðà, íàçûâàåòñÿ íóëü-ãðàôîì. Óäà-
ëèì èç ãðàôà íà ðèñ. 5.1 ðåáðà {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,7}, {2,7}, {5,7}.
Òîãäà îñòàíåòñÿ ÷àñòè÷íûé ãðàô (ðèñ. 5.7).
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Êàê è â ñëó÷àå ïîäãðàôà, âñå ÷àñòè÷íûå ãðàôû çàäàííîãî ãðàôà
ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, åñëè êàæäîìó
ðåáðó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íûé ðàçðÿä. Âñåãî ñóùåñòâóåò
2k k-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò è ÷àñòè÷-
íûõ ãðàôîâ, ïðè ýòîì k — ÷èñëî ðåáåð çàäàííîãî ãðàôà.

Óïðàæíåíèÿ

1. Îïðåäåëèòå ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî ðåáåð ïîäãðàôà, ïîñòðî-
åííîãî íà îñíîâå ãðàôà G (ñì. ðèñ. 5.1) ïóòåì óäàëåíèÿ èç íåãî:
(Ò51) âåðøèíû 4; (452) âåðøèí 1, 5, 6.

2. (384). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäãðàôîâ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíî-
âå ãðàôà íà ðèñ. 5.1?

3. Ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ïîäãðàôîâ èìååò ãðàô: (ÒÒ5) íà ðèñ. 5.5?
 (ÐÓÊ) íà ðèñ. 5.7?

4. (Ñ87). Ñêîëüêî íàäãðàôîâ èìååò ãðàô, ñîäåðæàùèé 7 âåðøèí,
åñëè â êàæäîì íàäãðàôå 8 âåðøèí?

5. (ÄÈÌ). Ãðàô ñîäåðæèò 5 âåðøèí. Ê ýòîìó ãðàôó äîáàâèëè
2 âåðøèíû. Ïîëó÷èëñÿ íàäãðàô, ñîäåðæàùèé 7 âåðøèí. Ñêîëüêî âîç-
ìîæíî òàêèõ íàäãðàôîâ?

6. Ñêîëüêî ÷àñòè÷íûõ ãðàôîâ èìååò ãðàô, èçîáðàæåííûé:
(853) íà ðèñ. 5.1; (Â54) íà ðèñ. 5.5; (575) íà ðèñ. 5.7?
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5.4. Ñìåæíîñòü. Èíöèäåíòíîñòü.
Ñòåïåíü âåðøèíû

Äâå âåðøèíû v ∈ V è w ∈ V, ãäå V — ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G,
íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì. Íà ðèñ. 5.7 ñìåæ-
íûìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû 3 è 4, 3 è 6, 4 è 6 è äð.

Äâà ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ âåðøè-
íó. Íà ðèñ. 5.7 ñìåæíûìè ÿâëÿþòñÿ ðåáðà {3, 4} è {3, 6}, {4, 5} è
{2, 5} è äð.

Åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà, òî ýòà âåðøèíà è ðåáðî
íàçûâàþòñÿ èíöèäåíòíûìè. Íà ðèñ. 5.7 ðåáðî {3, 4} èíöèäåíòíî âåð-
øèíàì 3 è 4.

×èñëî ρ(v) ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, íàçûâàåòñÿ åå ñòåïå-
íüþ. Íàïðèìåð, ñòåïåíü âåðøèíû 3 (ñì. ðèñ. 5.7) ðàâíà 2, ñòåïåíü
âåðøèíû 4 ðàâíà 3.

Ñòåïåíü èçîëèðîâàííîé âåðøèíû ðàâíà íóëþ. Ñòåïåíü èçîëèðî-
âàííîé âåðøèíû, ñîäåðæàùåé îäíó ïåòëþ, ðàâíà 2.

Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé, åñëè ñòåïåíü åå ðàâíà 1. Ïðèìåð:
âåðøèíà 5 íà ðèñ. 5.6.

Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà åñòü ÷åòíîå ÷èñëî. Ïîëîâèíà
ñóììû ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà ÷èñëó âñåõ ðåáåð ãðàôà (ëþáîãî,
â òîì ÷èñëå ïñåâäîãðàôà è ìóëüòèãðàôà). Ýòèì ñâîéñòâîì ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ðåáåð ãðàôà. Íàïðèìåð, ñóììà
ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 5.7, ðàâíà:

ρ(1) + ρ(2) + … + ρ(7) = 0 + 2 + 2 + 3 + 2 + 3 + 0 = 12,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå øåñòü ðåáåð.

Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè åå ñòåïåíü åñòü ÷åòíîå ÷èñëî.
Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè åå ñòåïåíü åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî.

Â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí ÷åòíî. Íàïðèìåð, íà
ðèñ. 5.1 íå÷åòíûìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû 3, 5, 6, 7, òî åñòü âñåãî íå÷åò-
íûõ âåðøèí 4 (÷åòíîå ÷èñëî). ×èñëî ÷åòíûõ âåðøèí â ãðàôå ìîæåò
áûòü ëþáûì — êàê ÷åòíûì, òàê è íå÷åòíûì. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5.2
ãðàô èìååò ÷åòûðå ÷åòíûå âåðøèíû: 1, 2, 3, 4, à íà ðèñ. 5.7 — ïÿòü
÷åòíûõ âåðøèí: 1, 2, 3, 5, 7.

Óïðàæíåíèÿ

1. (48Ô). Óêàæèòå íîìåðà âñåõ ïàð âåðøèí, ÿâëÿþùèõñÿ ñìåæ-
íûìè (ñì. ðèñ. 5.1):

1) 1 è 2; 3) 3 è 4; 5)1 è 7; 7) 6 è 7;
2) 1 è 5; 4) 3 è 5; 6) 2 è 7; 8) 2 è 1.
2. (ÎÑ2). Óêàæèòå íîìåðà âñåõ ïàð ðåáåð, ÿâëÿþùèõñÿ ñìåæíû-

ìè (ñì. ðèñ. 5.1):
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1) {1, 4} è {2, 5}; 3) {4, 6} è {2, 6}; 5) {2, 6} è {5, 7};
2) {3, 4} è {4, 5}; 4) {1, 7} è {2, 7}; 6) {2, 6} è {2, 5}.
3. (ÖÀ3). Óêàæèòå íîìåðà âåðøèí, èíöèäåíòíûõ ðåáðó {2, 6}

(ñì. ðèñ. 5.7).
4. (ÒÌÈ). Íà ðèñ. 5.4 óêàæèòå ãðàôû, èìåþùèå âèñÿ÷èå âåðøèíû.
5. (ÑÅØ)! Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà ðàâíà 20.

Ê ýòîìó ãðàôó äîáàâèëè òðè ðåáðà. ×åìó ðàâíà ñóììà ñòåïåíåé âñåõ
âåðøèí íîâîãî ãðàôà? Ñêîëüêî â íåì ðåáåð?

6. Ñêîëüêî ÷åòíûõ è ñêîëüêî íå÷åòíûõ âåðøèí â ãðàôå, èçîáðà-
æåííîì:

(ÏÒ6) íà ðèñ. 5.4,ã; (ÈÃ7) íà ðèñ. 5.4,å; (ÓÕ8) íà ðèñ. 5.4,ä; (ßÑ9)
íà ðèñ. 5.3?

5.5. Îäíîðîäíûé ãðàô. Ïîëíûé ãðàô.
Äîïîëíåíèå ãðàôà

Ãðàô íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ðàâ-
íû ìåæäó ñîáîé:

ρ(1) = ρ(2) = … = ρ(n),
ãäå n — ÷èñëî âåðøèí ãðàôà; ρ(i) — ñòåïåíü i-é âåðøèíû ãðàôà
(i = 1, 2, …, n).

Ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ãðàôîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.8.
Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí îäíîðîäíîãî ãðàôà ðàâíà ρn, ãäå

ρ — ñòåïåíü âåðøèíû, n — ÷èñëî âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî Ò

åãî ðåáåð ðàâíî: .
2
n

T
ρ=

Ãðàô áåç ïåòåëü íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ ïàðà åãî âåð-
øèí ñîåäèíåíà îäíèì ðåáðîì. Ïðèìåðû ïîëíûõ ãðàôîâ ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 5.9.
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·
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 1 

 3 
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 4 
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Ðèñ. 5.8 Ðèñ. 5.9

Ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ïîëíîãî ãðàôà ðàâíà n − 1, ãäå n — ÷èñ-
ëî åãî âåðøèí, òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ðåáðàìè
ñ n − 1 îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî K
ðåáåð ïîëíîãî ãðàôà ðàâíî:

( 1)
.

2
n n

K
−=
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Ïîëíûå ãðàôû íåðåäêî íàçûâàþò òóðíèðàìè.
Ïóñòü äàí íåïîëíûé ãðàô. Ïîñòðîèì íà åãî âåðøèíàõ ïîëíûé

ãðàô, à çàòåì èç ïîëíîãî ãðàôà óäàëèì âñå òå ðåáðà, êîòîðûå âõîäÿò
â çàäàííûé ãðàô. Ïîëó÷èòñÿ ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äîïîëíåíèåì çàäàí-
íîãî ãðàôà äî ïîëíîãî.

Íà ðèñ. 5.10 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî äîïîëíåíèå ãðà-
ôà G äî ïîëíîãî. Íà ðèñ. 5.11 äîïîëíåíèå ïðåäñòàâëåíî ñïëîøíûìè
ëèíèÿìè â âèäå îòäåëüíîãî ãðàôà íà òåõ æå âåðøèíàõ.

 1 2 3 

5 4 

2 3 

4 

1 

5 

Ðèñ. 5.10 Ðèñ. 5.11

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÍÀÎ). Ñêîëüêî ðåáåð â îäíîðîäíîì ãðàôå, åñëè n = 7 è ρ = 6?
2. (ÞÌ.ÈÀ). Íàéäèòå ÷èñëà n è ρ îäíîðîäíîãî ãðàôà, åñëè îí

ñîäåðæèò 19 ðåáåð. Ïðè ýòîì n ≠ 1, ρ ≠ 1.
3. (ÔÀ1). Óêàæèòå íîìåðà âîïðîñîâ, íà êîòîðûå Âû îòâåòèòå «äà».

Âîçìîæåí ëè îäíîðîäíûé ãðàô, â êîòîðîì:
1) ïÿòü âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 3;
2) øåñòü âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé èç íèõ ðàâíà 4;
3) ÷åòûðå âåðøèíû è øåñòü ðåáåð;
4) ïÿòü âåðøèí è øåñòü ðåáåð;
5) ñåìü âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 5;
6) øåñòü âåðøèí è äåâÿòü ðåáåð;
7) âîñåìü âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé èç íèõ ðàâíà 3?
4. (ÌÓØ). Â ïîëíîì ãðàôå 18 âåðøèí. Ñêîëüêî â íåì ðåáåð, èí-

öèäåíòíûõ îäíîé âåðøèíå?
5. (6Ð6). Ñêîëüêî ðåáåð èìååò ïîëíûé ãðàô íà 10 âåðøèíàõ?
6. (ÎÄ6). Ïîëíûé ãðàô èìååò 105 ðåáåð. Íàéäèòå ÷èñëî åãî âåð-

øèí.
7. (ÓÕ7). ×àñòè÷íûé ãðàô ïîëíîãî ãðàôà, íàñ÷èòûâàþùåãî

12 âåðøèí, èìååò 54 ðåáðà. Ñêîëüêî ðåáåð èìååò äîïîëíåíèå ÷àñòè÷-
íîãî ãðàôà?

8. (1À2). Â ïîëíîì ãðàôå ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 7. Ñêîëüêî â
íåì ðåáåð?

9. (3Â8). Â ãðàôå 9 âåðøèí è 8 ðåáåð. Ñêîëüêî ðåáåð â äîïîëíå-
íèè ãðàôà?

10. (ÏÏ3)! Èç ïîëíîãî ãðàôà íà 20 âåðøèíàõ ÷àñòü âåðøèí óäà-
ëèëè. Â îñòàâøåìñÿ ïîäãðàôå 66 ðåáåð. Ñêîëüêî âåðøèí óäàëåíî?
Ñêîëüêî ðåáåð óäàëåíî?
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11. (ÕÏÍ)! Ñòåïåíü âåðøèíû ïîëíîãî ãðàôà ðàâíà 7. Èç ãðàôà
óäàëèëè íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ïîëó÷èâ-
øåãîñÿ ÷àñòè÷íîãî ãðàôà ñòàëà ðàâíîé 5. Ñêîëüêî ðåáåð óäàëèëè?
Ñêîëüêî ðåáåð îñòàëîñü?

12. (802). Íàéäèòå ñòåïåíü âåðøèíû ïîëíîãî ãðàôà, èìåþùåãî
91 ðåáðî.

13. (ÓÛÔ). Â îäíîðîäíîì ãðàôå ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 5. ×èñëî
ðåáåð ðàâíî 35. Íàéäèòå ÷èñëî âåðøèí.

5.6. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè — ýòî åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ ãðàôîâ.
Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíóþ òàáëèöó ðàçìå-
ðàìè n × n, ãäå n — ÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Ñòðîêàì è êîëîíêàì ìàòðè-
öû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíû, à íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñòðîê è êî-
ëîíîê çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà, ïîêàçûâàþùèå, ñêîëüêî ðåáåð ñîåäèíÿþò
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ãðàôà.

Íà ðèñ. 5.12 ãðàô ñîäåðæèò øåñòü âåðøèí, ñëåäîâàòåëüíî, ìàò-
ðèöà ñìåæíîñòè èìååò øåñòü ñòðîê è øåñòü êîëîíîê (ðèñ. 5.13).
Â ïåðâîé ñòðîêå ñëåâà çàïèñàí íóëü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðøèíà ñ íîìå-
ðîì 1 íå èìååò ïåòëè. Ñïðàâà îò íóëÿ çàïèñàíî ÷èñëî 3. Îíî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî âåðøèíû 1 è 2 ñîåäèíåíû òðåìÿ êðàòíûìè ðåáðàìè, è ò.ä.

 3 

2 
5 

4 

6 
1 

              

  1 2 3 4 5 6 
1 0 3 1 0 0 2 
2 3 0 1 1 0 0 
3 1 1 0 0 1 0 
4 0 1 0 2 2 1 
5 0 0 1 2 1 1 
6 2 0 0 1 1 1 

 Ðèñ. 5.12 Ðèñ. 5.13

Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ñìåæíîñòè ëåãêî îïðåäåëèòü ñòåïåíü
ëþáîé âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñëîæèòü âñå ÷èñëà â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñòðîêå (èëè êîëîíêå) è äîáàâèòü ê ðåçóëüòàòó ÷èñëî, íàõî-
äÿùååñÿ íà ïåðåñå÷åíèè äàííîé ñòðîêè ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ. Îïðå-
äåëèì, íàïðèìåð, ñòåïåíü âåðøèíû 4. Îíà ðàâíà (1 + 2 + 2 + 1) + 2, ãäå
âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âñåõ ÷èñåë ÷åòâåðòîé
ñòðîêè, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå — ýòî äèàãîíàëüíîå ÷èñëî ñòðîêè 4.

Íåïîñðåäñòâåííî ïî ìàòðèöå ñìåæíîñòè ëåãêî îïðåäåëèòü, êàêîé
ýòî ãðàô — ïðîñòîé, ìóëüòèãðàô èëè ïñåâäîãðàô. Åñëè â ìàòðèöå
êðîìå íóëåé è åäèíèö íåò íèêàêèõ äðóãèõ ÷èñåë è âñþ ãëàâíóþ äèà-
ãîíàëü çàíèìàþò íóëè, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè âî âñåé ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè çàïèñàíû íóëè, à â äðóãèõ ïîçèöèÿõ ìàòðèöû âñòðå-
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÷àþòñÿ ÷èñëà, ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöó, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèãðà-
ôîì. Åñëè â ãëàâíîé äèàãîíàëè èìåþòñÿ ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ,
òî ãðàô ñîäåðæèò ïåòëè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãðàôîì.

Óïðàæíåíèÿ

1. (795). Óêàæèòå íîìåðà ïðîñòûõ ãðàôîâ (ðèñ. 5.14).
2. (ÐÖÕ). Óêàæèòå ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà 2 (ðèñ. 5.14) â ïîðÿäêå

èõ íóìåðàöèè.

  1 2 3 4 
1 1  1 1 
2  1 1 1 
3 1 1 1  
4 1 1  1 
 

 1 2 3 4 
1    2 
2   3  
3  3   
4 2    
 

 1 2 3 4 
1 1    
2  2   
3   2  
4    1 

 

 1 2 3 4 
1  1 1 1 
2 1  1 1 
3 1 1  1 
4 1 1 1  
 

 1 2 3 4 
1  1  1 
2 1  1  
3  1  1 
4 1  1  
 

 1 2 3 4 
1 1 1 1 1 
2 1 1 1 1 
3 1 1 1 1 
4 1 1 1 1 
 

 1 2 3 4 
1 1  1  
2  1  1 
3 1  1  
4  1  1 
 

 1 2 3 4 
1 1    
2  1   
3   1  
4    1 
 

 1 2 3 4 
1   1  
2    1 
3 1    
4  1   
 

 1 2 3 4 
1  1 1  
2 1   1 
3 1   1 
4  1 1  
 

5 4 3 2 1 

6 7 8 9 10 

Ðèñ. 5.14

3. (731). Óêàæèòå íîìåðà ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòè÷íûìè ïî
îòíîøåíèþ ê ãðàôó 4 (ðèñ. 5.14).

4. (153). Óêàæèòå íîìåðà ïñåâäîãðàôîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 5.14.

5. (Â54). Óêàæèòå íîìåðà ìóëüòèãðàôîâ íà ðèñ. 5.14.
6. (ÀÉÊ). Óêàæèòå íîìåðà ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòè÷íûìè

ïî îòíîøåíèþ ê ãðàôó 8 (ðèñ. 5.14).

5.7. Ìàðøðóòû. Öåïè. Öèêëû

Ïóñòü ãðàô G ñîäåðæèò ìíîæåñòâî V âåðøèí è ìíîæåñòâî Å ðå-
áåð. Ìàðøðóòîì äëèíû n íàçûâàåòñÿ íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n
ðåáåð âèäà

v1, e1, v2, e2, v3, e3, …, vn, en, vn+1, (5.1)
ãäå ðåáðî ej (j = 1, 2, …, n) ñîåäèíÿåò âåðøèíû vj è vj+1. Î÷åâèäíî, ÷òî
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.1) îäíè è òå æå âåðøèíû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ïðèìåðàìè ìàðøðóòîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåðøèí è ðåáåð ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 5.15:

1 å1 2 å4 3 å6 3 å2 2 å1 1; (5.2)
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2 å2 3 å3 2 å4 3 å7 4; (5.3)
4 å8 1 å5 3 å6 3 å7 4 å7 3

è ò.ä. Â êàæäîé èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðøèíû îáîçíà÷åíû
öèôðàìè, ðåáðà — áóêâîé å ñ ÷èñëîâûìè èíäåêñàìè.

Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè â íåì íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ ðå-
áåð. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìàðøðóò (5.3).

Öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè â íåé íåò ïî-
âòîðÿþùèõñÿ âåðøèí. Ïðèìåðû ïðîñòîé öåïè
(ðèñ. 5.15): 1 å5 3 å4 2; 2 å2 3 å7 4 å8 1.

Ìàðøðóòû, öåïè è ïðîñòûå öåïè ìîãóò áûòü
çàìêíóòûìè è ðàçîìêíóòûìè. Â çàìêíóòûõ ìàð-
øðóòàõ (à òàêæå öåïÿõ è ïðîñòûõ öåïÿõ) íà÷àëü-
íàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, â ðàçîìêíó-
òûõ — íå ñîâïàäàþò. Ïðèìåðîì çàìêíóòîãî

ìàðøðóòà ÿâëÿåòñÿ (5.2).
Çàìêíóòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Ïðèìåð (ñì. ðèñ. 5.15):

2 å2 3 å7 4 å8 1 å5 3 å4 2.
Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Ïðèìåðû

(ñì. ðèñ. 5.15):
2 å2 3 å5 1 å1 2; 3 å2 2 å3 3; 3 å6 3.

Â ñëó÷àå ïðîñòûõ ãðàôîâ (íå ñîäåðæàùèõ ïåòåëü è êðàòíûõ
ðåáåð) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàðøðóòîâ, öåïåé è öèêëîâ ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü òîëüêî íîìåðà âåðøèí. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàðøðóòîâ íàçû-

âàåòñÿ âåðøèííûì. Ïîÿñíèì ýòî ïðè ïîìîùè
ãðàôà (ðèñ. 5.16).

Ìàðøðóò: 1, 2, 6, 3, 6, 5;
öåïü: 2, 3, 6, 5, 2, 1, 4;
ïðîñòàÿ öåïü: 1, 2, 3, 5, 6;
öèêë: 6, 3, 4, 1, 2, 3, 5, 6;
ïðîñòîé öèêë: 2, 3, 5, 6, 2.

×èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â öåïü, íàçûâàåòñÿ äëèíîé öåïè (öèêëà).

Óïðàæíåíèÿ

1. Â íèæåïðèâåäåííîì ñïèñêå óêàæèòå (ðèñ. 5.15) (600) ìàðø-
ðóòû, (794) öèêëû, (961) çàìêíóòûå ìàðøðóòû, (627) ïðîñòûå öåïè,
(Ã52) öåïè, (569) ïðîñòûå öèêëû:

1) 2 å3 3; 4) 3 å7 4 å8; 7) å4 3 å7 2 å4;
2) 1 å8 4 å8 1; 5) 3 å6 3; 8) 1 å5 3 å7 4;
3) 2 å2 3 å6 3; 6) 2 å4 3 å2 2; 9) 1 å5 3 å7 4 å8 1.
2. (Â72). Â óïð. 1 óêàæèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ

ìàðøðóòàìè.
3. (885). Â óïð. 1 óêàæèòå ïðîñòûå öåïè äëèíû 1.

 

Â1 

Â2 

 
4 

Â4
 

 Â3 32

1

Â7 

 Â8 

Â5 

Â6 

Ðèñ. 5.15

 2 

4 

3 

6 5 

1 

Ðèñ. 5.16
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4. (196). Â óïð. 1 óêàæèòå öåïè äëèíû 2.
5. Â íèæåïðèâåäåííîì ñïèñêå óêàæèòå (ðèñ. 5.16) (ÐÅÔ) ìàðø-

ðóòû, (ÓÇÑ) öèêëû, (ÓÒÊ) ïðîñòûå öèêëû, (Ó92) çàìêíóòûå ìàðø-
ðóòû, (88Ø) ïðîñòûå öåïè, (ÎÆÓ) öåïè:

1) 3, 4, 5, 3, 6, 3; 4) 2, 6; 7) 2, 3, 6, 2, 3, 6, 2;
2) 1, 2, 3, 4, 1; 5) 3, 5, 4, 3; 8) 3, 3;
3) 5; 6) 2, 6, 2; 9) 3, 4, 5, 2, 3.

5.8. Ñâÿçíîñòü ãðàôà

Äâå âåðøèíû v è w ãðàôà íàçûâàþòñÿ ñâÿçíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ñîåäèíÿþùàÿ èõ öåïü. Åñëè æå â ãðàôå íåò öåïè, ñîåäèíÿþùåé âåð-
øèíû v è w, òî âåðøèíû v è w íàçûâàþòñÿ íåñâÿçíûìè. Íàïðèìåð,
âåðøèíû 1 è 5 (ðèñ. 5.17) ñâÿçíû, òàê êàê èõ
ñîåäèíÿåò öåïü 1, 7, 6, 5, à âåðøèíû 2 è 3 ñâÿç-
íûìè íå ÿâëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó ñîåäèíÿþùàÿ èõ
öåïü îòñóòñòâóåò.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì (îäíîêîìïîíåíò-
íûì), åñëè êàæäûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçíû. Åñëè
æå â ãðàôå èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïàðà âåðøèí,
íå ñîåäèíåííûõ öåïüþ, òî ãðàô íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì (ìíîãîêîìïî-
íåíòíûì). Ñîãëàñíî ýòèì îïðåäåëåíèÿì ãðàô íà ðèñ. 5.16 ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì, à ãðàô, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 5.17, — íåñâÿçíûì.

Îí ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ãðàôà òàê, ÷òî íè îäíà èç âåðøèí îäíîãî
ãðàôà íå ñîåäèíåíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé äðóãîãî ãðàôà. Òàêèå èçîëè-
ðîâàííûå ãðàôû íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü,
÷òî ñîãëàñíî íîðìàì ñîâðåìåííîãî ðóññêîãî ÿçûêà ýòî ñëîâî îòíîñèò-
ñÿ ê êàòåãîðèè ìóæñêîãî ðîäà: êîìïîíåíò. Îäíàêî â ëèòåðàòóðå ïî
òåîðèè ãðàôîâ è â íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè îíî ñ÷èòà-
åòñÿ ñëîâîì æåíñêîãî ðîäà: êîìïîíåíòà. Â äàííîì ïîñîáèè ïðèíÿòî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî «êîìïîíåíòà» îòíîñèòñÿ ê æåíñêîìó ðîäó. Íî âíå

ïðîôåññèîíàëüíîé ñðåäû åãî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñëîâîì
ìóæñêîãî ðîäà.

×èñëî êîìïîíåíò, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ãðàô, íà-
çûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ñâÿçíîñòè. Ãðàô íà ðèñ. 5.17 èìå-
åò ñòåïåíü ñâÿçíîñòè, ðàâíóþ 2. Ñòåïåíü ñâÿçíîñòè
ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 5.18, ðàâíà 9.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÎÆÔ). Óêàæèòå ñòåïåíü ñâÿçíîñòè ãðàôà íà ðèñ. 5.19.
2. (ÂÐÕ)! Îïðåäåëèòå ñòåïåíü ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà, ïîñòðîåííîãî

íà îñíîâå ðèñ. 5.17 ïóòåì óäàëåíèÿ èç ãðàôà âåðøèí 3 è 7; óäàëåíèÿ
âåðøèí 2, 3, 6, 7.
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3. Íèæå äàí ñïèñîê ãðàôîâ, çàäàííûõ ìíîæåñòâàìè èõ ðåáåð.
Êàæäûé ãðàô ñîäåðæèò 6 âåðøèí. Óêàæèòå íîìåðà (ÝÅÅ) òðåõêîì-
ïîíåíòíûõ ãðàôîâ, (ÔÑ9) ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ:

1) {{1,2}, {2,6}, {3,4}}; 5) {{1,2}, {2,5}, {3,6}};
2) {{1,5}, {3,5}}; 6) {{2,3}, {5,6}};
3) {{1,2}, {2,3}, {5,6}}; 7) {{1,2}, {2,5}, {3,4}};
4) {{1,6}, {2,3}, {3,4}}; 8) {{1,2}, {2,3}, {4,5}}.
4. (Ê66). Íà êàêèå âîïðîñû Âû îòâåòèòå «äà»:
1) ìîæåò ëè íóëü-ãðàô áûòü îäíîêîìïîíåíòíûì;
2) ìîæåò ëè ãðàô áûòü îäíîêîìïîíåíòíûì, åñëè â íåì 10 âåð-

øèí è 8 ðåáåð;
3) âåðíî ëè, ÷òî ãðàô íà n âåðøèíàõ, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîãî

ðåáðà, èìååò ñòåïåíü ñâÿçíîñòè, ðàâíóþ n;
4) îòíîñèòñÿ ëè ïóñòîé ãðàô ê îäíîêîìïîíåíòíûì;
5) îòíîñèòñÿ ëè ïóñòîé ãðàô ê ìíîãîêîìïîíåíòíûì;
6) ìîæåò ëè ãðàô, ñîäåðæàùèé n âåðøèí è n ðåáåð, èìåòü ñòå-

ïåíü ñâÿçíîñòè, ðàâíóþ n;
7) â ãðàôå 20 ðåáåð, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 2, ìîæåò ëè

ãðàô èìåòü ñòåïåíü ñâÿçíîñòè, ðàâíóþ 15?
5. (335)! Â ãðàôå 20 âåðøèí. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 1.

Ñêîëüêî â ãðàôå êîìïîíåíò? Ñêîëüêî ðåáåð?

5.9. Ýéëåðîâû öåïè è öèêëû.
Óíèêóðñàëüíàÿ ëèíèÿ

Ëåîíàðä Ýéëåð (1707–1783), øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê,
ôèçèê è àñòðîíîì, ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé ïåðâîé âåëè÷èíû íà íåáîñêëîíå
íàóêè. Îí ìíîãî ëåò ðàáîòàë â Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê. Çà ñâîþ
æèçíü îí èçäàë áîëåå 800 íàó÷íûõ ðàáîò. Òâîð÷åñêàÿ àêòèâíîñòü
Ë. Ýéëåðà îñòàâàëàñü íà âûñî÷àéøåì óðîâíå è â ïðåêëîííîì âîçðàñòå,
õîòÿ â ïîñëåäíèå 17 ëåò åãî æèçíü áûëà îìðà÷åíà ïîòåðåé çðåíèÿ. Î÷åíü
íåïðîñòî ïåðå÷èñëèòü äàæå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàó÷íîé äåÿòåëüíî-
ñòè Ë. Ýéëåðà. Îí äîêàçàë âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ïîêàçàòåëåé
3 è 4, ïîëîæèë íà÷àëî òîïîëîãèè, ïîñòðîèë òî÷íóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ
Ëóíû ñ ó÷åòîì ïðèòÿæåíèÿ íå òîëüêî Çåìëè, íî è Ñîëíöà. Ó íåãî ìíîãî
òðóäîâ ïî òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ,
ãèäðàâëèêå, êîðàáëåñòðîåíèþ, ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå, ìåõàíèêå òâåð-
äîãî òåëà, òåîðèè ìóçûêè, òåîðèè ãðàôîâ è äð.
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Â ïåðâîé ðàáîòå Ýéëåðà ïî òåîðèè ãðàôîâ, îïóáëèêîâàííîé â
1736 ã., äàíî ðåøåíèå ãîëîâîëîìêè î Êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ. Ãîðîä
Êåíèãñáåðã (íà ñîâðåìåííûõ ãåîãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ ýòî ãîðîä Êàëè-
íèíãðàä) ðàñïîëîæåí íà áåðåãàõ ðåêè Ïðåãîëè (óäàðåíèå íà áóêâó «î»)
è äâóõ åå îñòðîâàõ. Îñòðîâà è áåðåãà â òå âðåìåíà áûëè ñâÿçàíû ñåìüþ
ìîñòàìè (ðèñ. 5.20). Ãîðîæàíå ëþáèëè ãóëÿòü ïî ýòèì ìîñòàì è ïûòà-
ëèñü íàéòè òàêîé ïóòü, ÷òîáû, âûéäÿ èç îäíîé òî÷êè, ïðîéòè òî÷íî ïî
îäíîìó ðàçó ïî âñåì ìîñòàì è âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó.
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Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè, îáîéòè ïî îäíî-
ìó ðàçó âñå ñåìü ìîñòîâ íèêîìó íå óäàâàëîñü, ÷òî î÷åíü óäèâëÿëî
ãîðîæàí. Ëåîíàðä Ýéëåð, çàíÿâøèñü ýòîé ãîëîâîëîìêîé, ïîêàçàë, ÷òî
òàêîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò. Íåâîçìîæåí è îáëåã÷åííûé âàðèàíò îá-
õîäà ìîñòîâ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðîéòè ïî êàæäîìó ìîñòó îäèí ðàç,
íî áåç âîçâðàòà â èñõîäíóþ òî÷êó.

Â ÷åñòü Ë. Ýéëåðà öèêë, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ãðàôà, íàçâàí
ýéëåðîâîé ëèíèåé (ýéëåðîâûì öèêëîì, ýéëåðîâîé öåïüþ). Ãðàô, ñî-
äåðæàùèé ýéëåðîâ öèêë, ïîëó÷èë íàçâàíèå ýéëåðîâà ãðàôà. Åñëè ãðàô
ñîäåðæèò ðàçîìêíóòóþ öåïü è â íåå âõîäÿò âñå ðåáðà ýòîãî ãðàôà,
òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëóýéëåðîâûì.

Ïðèâåäåì äâå òåîðåìû îá ýéëåðîâûõ ãðàôàõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå âñå âåðøèíû ÷åòíû, òî ýòîò
ãðàô ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1, ñ. 37; 30, ñ. 61]. Âåðíî è îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå: åñëè ãðàô ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë, òî âñå åãî âåð-
øèíû ÷åòíû.

Ïîñòðîèì ãðàô ïî ðèñ. 5.20. Ïîëó÷èì ðèñ. 5.21. Âåðøèíû 1 è 4
ýòîãî ãðàôà îáîçíà÷àþò áåðåãà, âåðøèíû 2 è 3 — îñòðîâà íà ðåêå,
à ðåáðà — ìîñòû. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà íå÷åòíû, ñëåäîâàòåëü-
íî, â ãðàôå íåò ýéëåðîâà öèêëà è íåò ýéëåðîâîé öåïè.

Íà ðèñ. 5.22 ïðèâåäåí ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åò-
íû. Îáõîä åãî ðåáåð ìîæíî íà÷àòü ñ ëþáîé âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ðåá-
ðà áóêâàìè à, b, c, d, e, f, k, m, n. Òîãäà ïðèìåðîì ýéëåðîâîãî öèêëà
ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

4, c, 1, a, 1, b, 2, f, 3, n, 5, m, 4, k, 3, e, 2, d, 4. (5.4)
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Òåîðåìà 2. Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå äâå âåðøèíû íå÷åòíû, à âñå
îñòàëüíûå — ÷åòíû, òî ýòîò ãðàô ñîäåðæèò ýéëåðîâó ðàçîìêíóòóþ
öåïü. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1, ñ. 62].

Åñëè íà ðèñ. 5.22 óäàëèòü âåðøèíó 5, òî ïîëó÷èòñÿ ïîäãðàô
ñ íå÷åòíûìè âåðøèíàìè 3 è 4 è ÷åòíûìè — 1 è 2. Ïðèìåðîì ýéëåðî-
âîé öåïè â ýòîì ïîäãðàôå ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí è ðåáåð:

4, c, 1, a, 1, b, 2, d, 4, k, 3, e, 2, f, 3. (5.5)
Âñÿêóþ ëèíèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïðîâåñòè, ïðîõîäÿ ïî ðåáðàì òî÷-

íî ïî îäíîìó ðàçó, íàçûâàþò óíèêóðñàëüíîé. Ïðîâåñòè óíèêóðñàëü-
íóþ ëèíèþ — ýòî çíà÷èò ïðîéòè ïî âñåì ðåáðàì ãðàôà ïî îäíîìó
ðàçó, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (5.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ óíèêóðñàëüíóþ ëèíèþ,
à ïðèìåðîì ðàçîìêíóòîé óíèêóðñàëüíîé ëèíèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (5.5). Çàìåòèì, ÷òî ðàçîìêíóòàÿ óíèêóðñàëüíàÿ ëèíèÿ
âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ íå÷åòíîé âåðøèíû è çàêàí÷èâàåòñÿ â äðóãîé
íå÷åòíîé âåðøèíå.

Ýéëåðîâû ãðàôû èíîãäà íàçûâàþò óíèêóðñàëüíûìè.

Óïðàæíåíèÿ

1. (Ò91). Óêàæèòå íîìåðà ãðàôîâ íà ðèñ. 5.23, ñîäåðæàùèõ ýéëå-
ðîâ öèêë (çàìêíóòóþ óíèêóðñàëüíóþ ëèíèþ).

2. (813). Óêàæèòå íîìåðà ãðàôîâ íà ðèñ. 5.23, ñîäåðæàùèõ ðà-
çîìêíóòóþ óíèêóðñàëüíóþ ëèíèþ.
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3. (ÏÈË). Óêàæèòå íîìåðà âåðøèí, ñ êîòîðûõ ñëåäóåò íà÷àòü
îáõîä ðåáåð ãðàôà (ðèñ. 5.24), ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçîìêíóòóþ óíèêóð-
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ñàëüíóþ ëèíèþ (ïðè ñàìîêîíòðîëå íîìåðà
âåðøèí óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ).

(ÒÅÕ). Óêàæèòå íîìåðà âåðøèí íà ãðà-
ôå 3 (ñì. ðèñ. 5.23), êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
íà÷àëîì (è êîíöîì) ðàçîìêíóòîé óíèêóðñàëü-
íîé ëèíèè (íîìåðà âåðøèí óïîðÿäî÷èòü ïî âîç-
ðàñòàíèþ).

(ËÈÉ). Óêàæèòå íîìåðà âåðøèí, ñ êîòî-
ðûõ ìîæíî íà÷àòü îáõîä ãðàôà 8 (ñì. ðèñ. 5.23), ÷òîáû ïîëó÷èòü
çàìêíóòóþ óíèêóðñàëüíóþ ëèíèþ (íîìåðà âåðøèí óïîðÿäî÷èòü ïî
âîçðàñòàíèþ).

5.10. Çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå

Êîììèâîÿæåð (ôð. commisvoyageur) — ðàçúåçäíîé ïðåäñòàâèòåëü
êðóïíîé òîðãîâîé ôèðìû, ïðåäëàãàþùèé ïîêóïàòåëÿì òîâàðû ïî
îáðàçöàì, êàòàëîãàì, ïðåéñêóðàíòàì. Â ñëîâå «êîììèâîÿæåð» äâà
óäàðåíèÿ — íà ïåðâûé ñëîã è íà ïîñëåäíèé.

Çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå (î ñòðàíñòâóþùåì òîðãîâöå ñîãëàñíî [24])
èìååò äâå ôîðìóëèðîâêè. Â ïåðâîé âîïðîñ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: «Êîììèâîÿæåð æåëàåò ïîñåòèòü n îïðåäåëåííûõ ãîðîäîâ; êàê
îí äîëæåí äâèãàòüñÿ, ÷òîáû çàåõàòü â êàæäûé èç íèõ õîòÿ áû îäèí
ðàç, ïðîäåëàâ ïóòü íàèìåíüøåé îáùåé äëèíû?». Ñîãëàñíî ýòîé
ôîðìóëèðîâêå êîììèâîÿæåð ìîæåò òå èëè èíûå ãîðîäà ïîñåùàòü
íåîäíîêðàòíî. Ïî âòîðîé æå ôîðìóëèðîâêå «îí îáÿçàí ïîáûâàòü â
êàæäîì ïóíêòå â òî÷íîñòè ïî îäíîìó ðàçó è çàèíòåðåñîâàí çàòðàòèòü
íà ïîåçäêó êàê ìîæíî ìåíüøå âðåìåíè» [1, ñ. 47]. Ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âòîðîé ôîðìóëèðîâêîé, íî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
êîììèâîÿæåð îïòèìèçèðóåò íå âðåìÿ, à ïðîéäåííûé ïóòü.

Ðàññìîòðèì ãðàô, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 5.25.
Âåðøèíû â ýòîì ãðàôå îáîçíà÷àþò ãîðîäà, ðåá-
ðà — ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè. Â êàêîì ïî-
ðÿäêå êîììèâîÿæåð äîëæåí îáîéòè âñå ãîðîäà,
ïðåîäîëåâ íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå, åñëè èñõîäíûì
ÿâëÿåòñÿ ãîðîä 1? (Çàäà÷à âçÿòà èç [24].)

Ñíà÷àëà íàéäåì öèêëû, ñîäåðæàùèå âñå âåð-
øèíû ãðàôà (ðèñ. 5.25). Âñåãî ñóùåñòâóåò òðè
òàêèõ öèêëà: 1-2-4-3-1, 1-2-3-4-1, 1-3-2-4-1.

Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî èç íèõ îáùóþ äëèíó ïóòè.
Öèêë 1-2-4-3-1: 120 + 180 + 110 + 70 = 480.
Öèêë 1-2-3-4-1: 120 + 100 + 110 + 140 = 470.
Öèêë 1-3-2-4-1: 70 + 100 + 180 + 140 = 490.
Òàêèì îáðàçîì, êðàò÷àéøèì ÿâëÿåòñÿ ïóòü 1-2-3-4-1.

Ðèñ. 5.24
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Óïðàæíåíèÿ

1. (ÍËÎ). Èçâåñòíî, ÷òî îõîòíèê çà ìåðòâûìè äóøàìè Ïàâåë Èâà-
íîâè÷ ×è÷èêîâ ïîáûâàë ó ïîìåùèêîâ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: Ìàíè-
ëîâ, Êîðîáî÷êà, Íîçäðåâ, Ñîáàêåâè÷, Ïëþøêèí, Òåíòåòíèêîâ, ãåíå-
ðàë Áåòðèùåâ, Ïåòóõ, Êîñòàíæîãëî, ïîëêîâíèê Êîøêàðåâ.

Ñõåìà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ×è-
÷èêîâ ïîñåùàë ïîìåùèêîâ, ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 5.26 â âèäå ãðàôà, ãäå âåðøèíû îáî-
çíà÷àþò èìåíèÿ ïîìåùèêîâ, à ðåáðà —
äîðîãè; âõîäíîé ñòðåëêå ñîîòâåòñòâóåò íà-
÷àëî, âûõîäíîé — êîíåö ïóòè. Óêàæèòå
íîìåðà èìåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïîìåùè-
êàì: Ìàíèëîâó; Êîðîáî÷êå; Íîçäðåâó; Ñî-

áàêåâè÷ó; Ïëþøêèíó; Òåíòåòíèêîâó; ãåíåðàëó Áåòðèùåâó; Ïåòóõó;
Êîñòàíæîãëî; ïîëêîâíèêó Êîøêàðåâó [1, c. 6].

2. (780). Êîììèâîÿæåð âûåçæàåò èç ãîðîäà 1, ïîñåùàåò ïî îäíî-
ìó ðàçó âñå ãîðîäà è îñòàíàâëèâàåòñÿ â ãîðîäå 5 (ðèñ. 5.27). Óêàæèòå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîðîäîâ, â êîòîðûõ ïîáû-
âàë êîììèâîÿæåð, ïðè óñëîâèè, ÷òî ãîðîäà 1
è 5 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå âõîäÿò.

3. (ÒßÊ). Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîåõàë
êîììèâîÿæåð (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó), åñëè
äëèíû äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ ãîðîäà, âñå îäèíà-
êîâû è ðàâíû ïî 100 êì?

5.11. Äâóäîëüíûå ãðàôû

Ïóñòü ìíîæåñòâî V âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà G ñîñòîèò èç äâóõ
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ V1 è V2 òàê, ÷òî 1 2V V V= U  è 1 2 .V V = ∅I  Åñëè
êàæäîå ðåáðî ãðàôà G ñîåäèíÿåò êàêóþ-ëèáî âåðøèíó ìíîæåñòâà
V1 c îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà V2, òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ äâó-
äîëüíûì.

Ïðèìåð äâóäîëüíîãî ãðàôà ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.28. Â ýòîì ãðàôå

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; V1 = {1, 2, 3}; V2 = {4, 5, 6, 7}.

Äâóäîëüíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà V1 ñîåäèíåíà ñ
êàæäîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà V2. Ïîëíûé äâó-

äîëüíûé ãðàô èìååò k ðåáåð, ãäå 1 2 .k V V= ⋅
Ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ìíîæåñòâà V1 ïîëíî-
ãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ðàâíà 2V . Ñòåïåíü êàæ-
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äîé âåðøèíû ìíîæåñòâà V2 ðàâíà 

1V

. Äîïîëíåíèå ïîëíîãî äâóäîëü-
íîãî ãðàôà åñòü íåñâÿçíûé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò —
ïîëíîãî ãðàôà G1 è ïîëíîãî ãðàôà G2.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÅÀ2). Ñêîëüêî ðåáåð èìååò ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, åñëè

1 24; 7?V V= =
2. (ÖÏ6). Èçâåñòíî, ÷òî â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå 143 ðåáðà.

Îïðåäåëèòå 1V  è 2V , åñëè 1 1V >  è 2 1V > .
3. (675). Â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû

ìíîæåñòâà V1 ðàâíà 6, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà V2 ðàâ-
íà 8. Ñêîëüêî ðåáåð â ãðàôå?

4. (ÊÀ1). Â äâóäîëüíîì ãðàôå 1 218, 10,V V= =  ÷èñëî ðåáåð
ðàâíî 18. Íàéäèòå ÷èñëî ðåáåð äîïîëíåíèÿ äî ïîëíîãî äâóäîëüíîãî
ãðàôà.

5. (594). Â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå 49 âåðøèí. Íàéäèòå 1V

è 2V , åñëè 1 1V ≠  è 2 1V ≠ .
6. (713). Â ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñîäåðæèòñÿ 119 ðåáåð.

Íàéäèòå âåëè÷èíû 1V  è 2V , åñëè èçâåñòíî, ÷òî 2 15,V >  1 1.V >

5.12. Ïëîñêèå ãðàôû

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè íà ïëîñêîñòè åãî ðåáðà ïåðåñåêà-
þòñÿ òîëüêî â âåðøèíàõ. Ãðàô íà ðèñ. 5.29 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, à òîò
æå ãðàô íà ðèñ. 5.30 ïëîñêèì íå ÿâëÿåòñÿ.

×àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ñî âñåõ ñòîðîí ðåáðàìè è íå ñî-
äåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ íè âåðøèí, íè ðåáåð, íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ. Ãðàô
íà ðèñ. 5.29 èìååò òðè âíóòðåííèõ ãðàíè — à, á, â, è îäíó âíåøíþþ
(áåñêîíå÷íóþ), îáîçíà÷åííóþ áóêâîé ã. Áåñêîíå÷íóþ ãðàíü èìååò
ëþáîé ïëîñêèé ãðàô.

Âñÿêàÿ ïåòëÿ îáðàçóåò îòäåëüíóþ ãðàíü. Äâà êðàòíûõ ðåáðà òàê-
æå îãðàíè÷èâàþò îòäåëüíóþ ãðàíü. Íàïðèìåð, ãðàô íà ðèñ. 5.31 ñî-
äåðæèò øåñòü ãðàíåé, èç êîòîðûõ ãðàíè à è á îáðàçîâàíû ïåòëÿìè,
à ã è ä — êðàòíûìè ðåáðàìè.
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5.13. Äåðåâüÿ è ëåñ

Òåðìèí «äåðåâî» äëÿ îñîáîé ðàçíîâèäíîñòè ãðàôîâ ââåë â 1857 ã.
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Àðòóð Êýëè (1821–1895), ñ 1870 ã. èíîñòðàí-
íûé ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè íàóê.

Íåñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ ëåñîì. Ñâÿç-
íûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ äåðåâîì. Íà ðèñ. 5.32
ïðèâåäåí òðåõêîìïîíåíòíûé ëåñ. Ïåðâóþ êîìïîíåíòó îáðàçóåò äåðå-
âî ñ âåðøèíàìè 1, 2, 3, 4, âòîðóþ — 5, 6, 7, 8, 9, òðåòüþ — 10, 11.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî òåîðåì î äåðåâüÿõ.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå äåðåâî ñîäåðæèò n − 1 ðåáåð, ãäå n — ÷èñëî
âåðøèí.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé ëåñ ñîäåðæèò n − k ðåáåð, ãäå k — ÷èñëî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 3. Ëþáûå äâå âåðøèíû äåðåâà ñîåäèíåíû òî÷íî îäíîé
ïðîñòîé öåïüþ.

Òåîðåìà 4. Åñëè â äåðåâå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíèòü ðåáðîì,
òî â ãðàôå ïîÿâèòñÿ îäèí öèêë.

Åñëè ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò öèêë, òî ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî
ðåáðà, âõîäÿùåãî â öèêë, ýòîò öèêë ðàçðóøàåòñÿ, íî ñâÿçíîñòü ãðàôà
ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ ðàçðóøåíèÿ öèêëîâ ê êàæäîìó
öèêëó ãðàôà. Ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíûé ÷àñòè÷íûé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äå-
ðåâîì. Ýòî äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâîì, ò.å. îñòîâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿç-
íûé ÷àñòè÷íûé ãðàô äàííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G, ñîäåðæàùèé âñå âåð-
øèíû ãðàôà G, íî íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.33. Óäà-
ëèì èç íåãî ðåáðà {1,4} è {3,4}. Ïîëó÷èì îñòîâ, ïðèâåäåííûé íà
ðèñ. 5.34. Åñëè èç òîãî æå ãðàôà (ðèñ. 5.33) óäàëèòü ðåáðà {1,2}
è {3,4}, òî ïîëó÷èì äðóãîé îñòîâ (ðèñ. 5.35), è ò.ä.
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Íàèìåíüøåå ÷èñëî z, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðåáåð íåîáõîäèìî
óäàëèòü èç ãðàôà, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî îñòîâ, íàçûâàåòñÿ öèêëîìàòè-
÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà. Åñëè n — ÷èñëî âåðøèí, m — ÷èñëî ðåáåð,
k — ÷èñëî êîìïîíåíò, òî z = m − n + k.

Â ñëó÷àå ñâÿçíîãî ãðàôà k = 1, ñëåäîâàòåëüíî, z = m − n + 1.
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5.14. Ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.
Ìàòðèöà ñìåæíîñòè

Åñëè â ãðàôå êàæäîìó ðåáðó äàòü îðèåíòàöèþ ïðè ïîìîùè ñòðåë-
êè, òî ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (îðãðàô). Îðèåíòèðîâàííûå
ðåáðà ïðèíÿòî íàçûâàòü äóãàìè.

Çàìåíèì â îðãðàôå âñå äóãè ðåáðàìè — ïîëó÷èì ãðàô, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì äàííîãî îðãðàôà. Íàïðèìåð, äëÿ îðãðàôà,
ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 5.36, îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ãðàô áåç ñòðåëîê íà
ðèñ. 5.37.

Âñÿêèé îðãðàô ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè.
Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûì ýëåìåíòàì ïàð, îáîçíà÷àþùèõ äóãè,
ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêè ìàòðèöû, âòîðûì ýëåìåíòàì — êîëîíêè.
Íà ðèñ. 5.38 ïðèâåäåíà ìàòðèöà ñìåæíîñòè, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ãðàôà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 5.36.
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Îðãðàô ìîæåò ñîäåðæàòü è êðàòíûå äóãè. Ïðèìåð òàêîãî ãðàôà
ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.39. Åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòè èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 5.40.
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Âñÿêèé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
îðãðàôà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âñå åãî ðåáðà çàìåíèòü ïàðàìè âñòðå÷-
íûõ äóã.

Åñëè â îðãðàôå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïàðîé âñòðå÷íûõ äóã,
òî ïàðó ìîæíî çàìåíèòü îäíèì íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì. Ãðàô,
ñîäåðæàùèé äóãè è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà, íàçûâàåòñÿ ñìåøàí-
íûì ãðàôîì.
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Óïðàæíåíèÿ

1. (ÕÕÍ). Ñêîëüêî ðåáåð èìååò îñíîâàíèå îðãðàôà íà ðèñ. 5.39?
2. Íà ðèñ. 5.41 èçîáðàæåíû âîñåìü ìàòðèö ñìåæíîñòè, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ çàäàåò íåêîòîðûé îðãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ.
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Ðèñ. 5.41

Óêàæèòå:
(ÓÌÁ) íåñâÿçíûå îðãðàôû;
(ÓÒÂ) îðãðàôû, ñîäåðæàùèå ïåòëè;
(ËßÒ) îðãðàôû, ñîäåðæàùèå êðàòíûå äóãè;
(ÖÀÄ) îðãðàôû, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ — ïîëíûå ãðàôû.

5.15. Ñòåïåíü âåðøèíû îðãðàôà

Ñòåïåíè âåðøèí îðãðàôà îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ
íåîðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü,
ñêîëüêî äóã âõîäèò â êàæäóþ âåðøèíó è ñêîëüêî âûõîäèò. Ñòåïåíü
âõîäà âåðøèíû ðàâíà ÷èñëó âõîäÿùèõ â íåå äóã. Ñòåïåíü âûõîäà
âåðøèíû ðàâíà ÷èñëó âûõîäÿùèõ èç íåå äóã. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà
íà ðèñ. 5.39 èìååì:

 ρ(1)âõ = 2; ρ(1)âûõ = 2; ρ(2)âõ = 1; ρ(2)âûõ = 4;

ρ(3)âõ = 3; ρ(3)âûõ = 3; ρ(4)âõ = 4; ρ(4)âûõ = 1.
Åñëè â îðãðàôå n âåðøèí, òî ÷èñëî K åãî äóã ðàâíî:

‚ı ‚˚ı
1 1

( ) ( )

.
2

n n

i i

i i

K = =
+ρ ρ

=
∑ ∑

(5.6)

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 5.39 èìååì:

2 1 3 4 2 4 3 1
10.

2
K

+ + + + + + += =
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Ñòåïåíè âõîäà è âûõîäà îðãðàôà îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ñóììà ñòåïåíåé âõîäà âñåõ âåðøèí ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé âûõîäà âñåõ

âåðøèí, ò.å. ‚ı ‚˚ı
1 1

( ) ( ) .
n n

i i

i i
= =

ρ = ρ∑ ∑

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëó (5.6) ìîæíî óïðîñòèòü: ‚ı
1

( )
n

i

K i
=

= ρ∑  ëèáî

‚˚ı
1

( ) .
n

i

K i
=

= ρ∑

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÀÈÞ). Îïðåäåëèòå ñòåïåíü âõîäà êàæäîé èç âåðøèí ãðàôà
íà ðèñ. 5.36.

2. Îðãðàôû íà ðèñ. 5.41 çàäàíû ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè. Óêàæèòå
íîìåðà ãðàôîâ:

(ÝÝÒ) ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñî ñòåïåíüþ âõîäà, ðàâ-
íîé òðåì;

(ØËÊ) ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñî ñòåïåíüþ âûõîäà,
ðàâíîé òðåì.

5.16. Ìàðøðóòû, öåïè, öèêëû â îðãðàôàõ

Ìàðøðóòû, öåïè è öèêëû â îðãðàôàõ îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê
è â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, íî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äâèæå-
íèå âîçìîæíî ëèøü â íàïðàâëåíèè ñòðåëîê. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âåðøèí 1-3-2-4 (ñì. ðèñ. 5.36) ìàðøðóòîì íå ÿâëÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó äâèæåíèå îò âåðøèíû 3 ê âåðøèíå 2 îñóùåñòâëåíî íà-
âñòðå÷ó ñòðåëêå. Ïðèìåðû «ïðàâèëüíûõ» ìàðøðóòîâ (ñì. ðèñ. 5.36):
1-2-3-4-2; 1-3-4-2-4-5; 1-3-4-2-3-4 è äð.

Åñëè â ìàðøðóòå íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ äóã, òî ìàðøðóò íàçûâàåò-
ñÿ îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ. Åñëè â îðèåíòèðîâàííîé öåïè íåò ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ âåðøèí, òî öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé îðèåíòèðîâàííîé
öåïüþ. Çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñ-
òûì îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì.

5.17. Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîé
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè òðàíñïîðòíîé ñåòè

Òðàíñïîðòíîé ñåòüþ íàçûâàåòñÿ îðãðàô, â êîòîðîì èìååòñÿ òî÷íî
îäíà âåðøèíà ñî ñòåïåíüþ âõîäà, ðàâíîé íóëþ (èñòî÷íèê), òî÷íî îäíà
âåðøèíà ñî ñòåïåíüþ âûõîäà, ðàâíîé íóëþ (ñòîê), è â êîòîðîì
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êàæäîé äóãå ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêî-
òîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòüþ äóãè. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îðãðàô íà
ðèñ. 5.42, ãäå âåðøèíà 1 — èñòî÷íèê, âåðøè-
íà 8 — ñòîê. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû íàçûâà-
þòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè. Êàæäîé äóãå ïîñòàâ-
ëåíà â ñîîòâåòñòâèå åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü.

Äëÿ êàæäîé èç ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: ñóììàðíûé âõîäíîé ïîòîê ðàâåí ñóììàð-
íîìó âûõîäíîìó ïîòîêó, ò.å. íè â îäíîé âåðøèíå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ñåòü ñóáñòàíöèÿ íå íàêàïëèâàåòñÿ (ýòî ìîæåò áûòü âîäà â âîäîïðî-
âîäíîé ñåòè, àâòîìîáèëè íà ðàçâåòâëåííîé ñåòè äîðîã è ò.ä.).

Åñëè îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ äóã, òî åå ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
òîé äóãîé, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîòîðîé èìååò íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè äóãàìè äàííîé öåïè. Íà ýòîì î÷åâèäíîì
ïîëîæåíèè îñíîâàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ñåòè, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå îðãðàôà, ïðè-
âåäåííîãî íà ðèñ. 5.42.

Ýòàï 1. Ðàññìîòðèì öåïü 1-2-3-8. Åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâ-
íà äâóì. Óìåíüøèì íà 2 ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã öåïè
1-2-3-8. Äóãè (2-3) è (3-8) óäàëÿåì, òàê êàê èõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ýòàïà ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñëî n1 = 2, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé òó ÷àñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòè ñåòè, êîòîðóþ äàåò öåïü 1-2-3-8.

Ýòàï 2. Ðàññìîòðèì öåïü 1-2-5-8 (ðèñ. 5.43). Åå ìàêñèìàëüíàÿ
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 4 (n2 = 4). Óìåíüøèì íà 4 ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè äóã (1-2), (2-5), (5-8). Ïîñëå óäàëåíèÿ äóã ñ íóëåâîé ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ïîëó÷èì îðãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.44.
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Ýòàï 3. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü öåïè 1-4-5-8 (ðèñ. 5.44) ðàâíà
äâóì, ò.å. n3 = 2. Óäàëèâ äóãó (4-5), ïîëó÷àåì îðãðàô, ïðèâåäåííûé
íà ðèñ. 5.45.

Ýòàï 4. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü öåïè 1-6-5-8 (ðèñ. 5.45) ðàâíà
åäèíèöå, òî åñòü n4 = 1. Ïîñëå óäàëåíèÿ äóãè (5-8) ïîëó÷èì îðãðàô,
ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5.46.
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Ýòàï 5. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü öåïè 1-6-5-7-8 ðàâíà åäèíèöå,
ò.å. n5 = 1.

Ýòàï 6. Îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ öåïü (ðèñ. 5.47), äëÿ êîòîðîé ïî-
ëó÷àåì n6 = 2.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü N ñåòè,
ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 5.42, ðàâíà ñóììå øåñòè ñîñòàâëÿþùèõ:

N = n1 + n2 + n3 + n4 + n5 + n6 = 2 + 4 + 2 + 1 + 1 + 2 = 12,

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå îáîçíà÷àåò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåé öåïè, ñîåäèíÿþùåé èñòî÷íèê ñî ñòîêîì.

Óïðàæíåíèÿ

1. (ÎË1)! Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü öåïè:
1-2-3-7; 1-4-6-7; 1-3-6-7 (ðèñ. 5.48).

2. (×ÅÕ)! Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü
ó÷àñòêà ñåòè (ðèñ. 5.48):

à) åñëè âåðøèíà 1 — èñòî÷íèê, âåðøèíà 3 — ñòîê;
á) âåðøèíà 1 — èñòî÷íèê, âåðøèíà 6 — ñòîê.
3. (983). Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñåòè

(ðèñ. 5.48), åñëè âåðøèíà 1 — èñòî÷íèê, âåðøèíà 7 — ñòîê.
4. (2ÏÈ)! Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

ó÷àñòêà ñåòè (ðèñ. 5.49):
à) åñëè èñòî÷íèê — âåðøèíà 1, ñòîê — âåðøèíà 4 (äóãè (4-6)

è (4-7) íå ó÷èòûâàåì);
á) èñòî÷íèê — âåðøèíà 1, ñòîê — âåðøèíà 6 (äóãó (6-7) íå ó÷è-

òûâàåì).
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5. (285). Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñåòè
(ðèñ. 5.49), åñëè âåðøèíà 1 — èñòî÷íèê, âåðøèíà 7 — ñòîê.
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Íà ýòîì êðàòêîå çíàêîìñòâî ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè ãðàôîâ çàâåð-
øèì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî òåîðèè ãðàôîâ ñóùåñòâóåò îáøèðíåéøàÿ
ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé îòðàæåíû è òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, è ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèêëàäíûå àñïåêòû ýòîãî î÷åíü êðàñèâîãî íàïðàâëåíèÿ
ñîâðåìåííîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó êàæäûé, ó êîãî âîç-
íèêíåò ïîòðåáíîñòü â áîëåå ãëóáîêîì èçó÷åíèè êàêèõ-ëèáî âîïðîñîâ
òåîðèè ãðàôîâ, â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå âñåãäà íàéäåò îòâåòû íà
ñâîè âîïðîñû.
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6. Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû

6.1. Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ íàä íèìè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíôîðìàöèþ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
òàáëèö ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ÷åòûðå çàâîäà 1, 2, 3, 4
ïðîèçâîäÿò ïÿòü íàèìåíîâàíèé ïðîäóêöèè, êîòîðûå òàêæå ìîæíî
ïðîíóìåðîâàòü ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4, 5. Ñèìâîëîì

( 1, 2, 3, 4; 1, 2, 3, 4, 5)i
ka i k= =

îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè ñ íîìåðîì k, âûïóñêàåìîé çàâîäîì
ñ íîìåðîì i. Íàïðèìåð, ÷èñëî 4

3a  îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè ñ
íîìåðîì 3, ïðîèçâåäåííîé çàâîäîì ñ íîìåðîì 4. Òîãäà âûïóñê ïðî-
äóêöèè âñåìè çàâîäàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé âèäà

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5

,

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

 
 
 
 
 
 
 

ñîäåðæàùåé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû âñåõ ÷åòûðåõ
çàâîäîâ. Ñóììà

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5a a a a a+ + + +

ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî âñåé ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé ïåðâûì çàâî-
äîì, ñóììà

1 2 3 4
2 2 2 2a a a a+ + +

ðàâíà êîëè÷åñòâó ïðîäóêöèè ñ íîìåðîì 2, ïðîèçâåäåííîé âñåìè ÷å-
òûðüìÿ çàâîäàìè. Ïîäîáíûå òàáëèöû øèðîêî âñòðå÷àþòñÿ â ìàòåìà-
òèêå (à òàêæå íà ïðàêòèêå) è ïîëó÷èëè íàçâàíèå ìàòðèö.

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàá-
ëèöà ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ (êîëîíîê). Ïðîèçâîëü-
íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m × n áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

m m m
n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =  
 
 
 

(6.1)

Êðàòêî ìàòðèöó A çàïèñûâàþò òàê: ( )1, ; 1, ,i
kA a i m k n = = =

   ãäå

çàïèñü 1,i m=  îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, ..., m

(íóìåðàöèÿ ñòðîê), à çàïèñü 1,k n=  — èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
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1, 2, ..., n (íóìåðàöèÿ ñòîëáöîâ). ×èñëà i
ka  íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè

ìàòðèöû. Èìè ìîãóò áûòü ëþáûå ÷èñëà: öåëûå, äðîáíûå, ïîëîæè-
òåëüíûå, îòðèöàòåëüíûå, êîìïëåêñíûå, à òàêæå íóëü.

Êàæäûé ýëåìåíò i
ka  ìàòðèöû (6.1) ñíàáæåí äâóìÿ èíäåêñàìè.

Âåðõíèé èíäåêñ (i) îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé (k) — íîìåð
ñòîëáöà, ãäå ðàñïîëîæåí ýòîò ýëåìåíò, íàïðèìåð ýëåìåíò 3

2a  íàõî-
äèòñÿ â òðåòüåé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå. Ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êî-
òîðîé ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ íóëåâîé.

Äâå ìàòðèöû i
kA a =

   è i
kB b =

   îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè, åñëè ðàâíû èõ ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà îäèíàêîâûõ ìåñ-
òàõ. Â ñëó÷àå êîãäà ìàòðèöû A è B ðàâíû (ïðè ýòîì ïèøóò A = B), òî

1 1 2 2
1 1 1 1, , ..., .i i

k ka b a b a b= = =
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàðóøàåòñÿ, òî A ≠ B.
Ìàòðèöà, ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ,

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, à ÷èñëî åå ñòðîê íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ìàò-
ðèöû. Çàïèøåì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n:

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

n n n
n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =  
 
 
 

Ýëåìåíòû 1 2
1 2, , ..., n

na a a  îáðàçóþò ãëàâíóþ äèàãîíàëü, à 1
1 2, ,n na a −

1..., na  — ïîáî÷íóþ. Åñëè â êâàäðàòíîé ìàòðèöå âñå ýëåìåíòû, ðàñïî-
ëîæåííûå âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, òî òàêóþ ìàòðèöó
íàçûâàþò òðåóãîëüíîé. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó íàçûâàþò òðåóãîëüíîé
è â òîì ñëó÷àå, åñëè íóëþ ðàâíû âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå
ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäà

1
1

2
2

0 ... 0

0 ... 0
,

... ... ... ...

0 0 0 n
n

a

a
B

a

 
 
 =  
 
 
 

ãäå õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ,
à âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå âûøå è íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè,
ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó,
ãäå âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû åäèíèöå, íàçûâàþò åäè-
íè÷íîé:
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1 0 ... 0

0 1 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ... 1

E

 
 
 =
 
 
 

Ìàòðèöó ðàçìåðà m × n âèäà

1 1 1 1
1 2 3

2 2 2
2 3

3 3
3

1

... ... ...

0 ... ... ...

,0 0 ... ... ...

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...

n

n

n

m m m
m m n

a a a a

a a a

C a a

a a a+

 
 
 
 =  
 
 
  

ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 1 2
1 2, , ..., m

ma a a  îòëè÷íî îò íóëÿ è m < n,
íàçûâàþò ñòóïåí÷àòîé èëè òðàïåöåèäàëüíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
m = n, òî ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ïðåâðàùàåòñÿ â òðåóãîëüíóþ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè: ñëîæåíèå ìàò-
ðèö, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî è óìíîæåíèå ìàòðèö.

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû i
kA a =

   è i
kB b =  

 îäíîãî ðàçìåðà.
Ñóììîé ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

,i
kC A B c = + =

 

ãäå ,i i i
k k kc a c= +  ò.å. ÷òîáû ñëîæèòü äâå ìàòðèöû, íóæíî ñëîæèòü èõ

ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà îäèíàêîâûõ ìåñòàõ. Íàïðèìåð:

1 4 2 2 1 3 3 3 1
.

3 2 1 4 3 2 7 1 1

− − − −     + =     − − −     
Çàïîìíèì, ÷òî ñêëàäûâàòü ìîæíî òîëüêî ìàòðèöû îäèíàêîâîãî

ðàçìåðà.

Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû i
kA a =

   íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ìàòðè-

öà i
kB b =

  , åñëè .i i
k kb a= λ  ×òîáû óìíîæèòü ìàòðèöó A íà ÷èñëî λ,

íóæíî óìíîæèòü âñå åå ýëåìåíòû íà ýòî ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷èòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò .i
kB A a = λ = λ

 

Ïð è ìåð 1. Ïóñòü 

1 2 3

3, 4 6 1 .

5 7 2

A

 
 λ = = − 
 − − 

 Íàéäåì ìàòðèöó 3A:
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1 2 3 3 6 9

3 3 4 6 1 12 18 3 .

5 7 2 15 21 6

A

   
   = ⋅ − = −   
   − − − −   

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçìåð ìàòðèöû A ñîãëàñîâàí ñ ðàçìåðîì
ìàòðèöû B, åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòðîêå ìàòðèöû A ðàâíî ÷èñëó
ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå ìàòðèöû B. Èíûìè ñëîâàìè: ðàçìåð ìàòðèöû A
ñîãëàñîâàí ñ ðàçìåðîì ìàòðèöû B, åñëè ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû B. Åñëè ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð m × n,
òî ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ïî ðàçìåðó ìàòðèöà B äîëæíà èìåòü ðàçìåð
n × k. Ïðè ýòîì ÷èñëà m è k ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, â òîì ÷èñëå
è ðàâíûìè. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èç ñîãëàñîâàííîñòè ðàçìåðà
ìàòðèöû A ñ ðàçìåðîì ìàòðèöû B íå ñëåäóåò ñîãëàñîâàííîñòü ðàçìå-
ðà ìàòðèöû B ñ ðàçìåðîì ìàòðèöû A. Ëèøü â ñëó÷àå êîãäà ìàòðèöà
A èìååò ðàçìåð m × n, à B — n × m, òî ñîãëàñîâàííûì ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ìåð íå òîëüêî ìàòðèöû A ñ ðàçìåðîì ìàòðèöû B, íî è ìàòðèöû B
ñ ðàçìåðîì ìàòðèöû A.

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A è B, ãäå ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð
m × n, à ìàòðèöà B — n × l, ò.å. ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíî

÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû B. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö i
kA a =

   è s
jB b =

 
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà q

pC c =
   (çàïèñûâàþò C = A ⋅ B) ðàçìåðà m × l,

ýëåìåíò q
pc  (ñòîÿùèé â ñòðîêå ñ íîìåðîì q è ñòîëáöå ñ íîìåðîì p)

êîòîðîé ðàâåí ñóììå âñåõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòðîêè ñ íîìåðîì q
ìàòðèöû A íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ñòîëáöà ñ íîìåðîì p ìàò-
ðèöû B, ò.å.

1 2
1 2

1

... , 1, ; 1, .
n

q q qq q n i
p p p n p pi

i

c a b a b a b a b q m p l
=

= + + + = = =∑ (6.2)

Ïð è ì åð 2. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

1 2 3 4

1 3 2 3

4 5 6 3

A

 
 = − − 
 − 

è

1 2

1 2
.

2 3

4 3

B

 
 − − =
 
 − 

Ðåøåíèå. Ðàçìåðû ìàòðèö A è B ñîãëàñîâàíû, òàê êàê â ìàòðè-
öå A ÷åòûðå êîëîíêè, à â ìàòðèöå B ÷åòûðå ñòðîêè. Ïî ôîðìóëå (6.2)
íàõîäèì:

1 2
1 2 3 4

1 2
1 3 2 3

2 3
4 5 6 3

4 3

C

 
   − −   = − − ⋅ =   
 −    − 
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1 1 2 1 3 2 4 4 1 2 2 2 3 3 3 4 21 5

1 1 3 1 2 2 3 4 1 2 3 2 2 3 3 3 4 23 .

4 1 5 1 6 2 3 4 4 2 5 2 6 3 3 3 1 25

⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ −   
   = − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ = −   
   ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ −   

Ïîëó÷èëè ìàòðèöó ðàçìåðà 3 × 2.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö B ⋅ A íå îïðåäå-
ëåíî, òàê êàê ðàçìåðû ìàòðèö B è A íå ñîãëàñîâàíû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðàçìåðû
ìàòðèö A, B è B, A ñîãëàñîâàíû, òî â îáùåì ñëó÷àå AB ≠ BA. Åñëè
æå A — êâàäðàòíàÿ, à E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà,
÷òî è A, òî AE = EA = A.

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( );

( ) ;

;

( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ;

( ) ;

( ) ;

( ) .

A A

A A A

A B B A

A B A B

A BC AB C

A B C AB AC

B C A BA CA

A B C AB AC

A B C AC BC

λ λ = λ λ 
λ + λ = λ + λ 
+ = +


λ + = λ + λ 
= 
λ + λ = λ + λ

λ + λ = λ + λ
+ = + 
+ = + 

(6.3)

Ñâîéñòâà (6.3) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë λ1
è λ2 è ëþáûõ ìàòðèö A, B è C, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàöèè.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè ìàòðèöó (2 3 ) ,A B C+  åñëè

1 2 0
2 1 1 2 1 0

, , 4 1 3 .
0 1 4 3 2 2

5 1 2

A B C

 
− −     = = = −     − −     − 

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî
è ñëîæåíèÿ ìàòðèö, íàõîäèì:

4 2 2 6 3 0 2 5 2
2 3 .

0 2 8 9 6 6 9 8 2
A B

− − − −     + = + =     − − − −     
Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷àåì:

1 2 0
2 5 2

(2 3 ) 4 1 3
9 8 2

5 1 2

A B C

 
− −   + = − =   − −   − 
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2 20 10 4 5 2 0 15 4 8 11 19
.

9 32 10 18 8 2 0 24 4 13 28 28

− + − − − − + + −   = =   − + − − − − + + −   
Ïîëó÷åíà ìàòðèöà ðàçìåðà (2 × 3).

Îïåðàöèÿ çàìåíû ñòðîê ìàòðèöû A åå ñòîëáöàìè, à ñòîëáöîâ ñòðî-
êàìè ñ òåìè æå íîìåðàìè íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû.
Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ íA  è íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàí-
íîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

( )íí í í í í í í í í, ( ) , ( ) , ( ) .A A A B A B A A AB B A= + = + λ = λ =

Óïðàæíåíèÿ

1. (201). Äàíû ìàòðèöû 
2 1 0 3 2 4

, .
4 3 1 5 6 3

A B
− −   = =   −   

 Íàéäè-

òå ìàòðèöó 2 3 .C A B= −  Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ âû÷èñëèòå ñóììó ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû C.

2. Äàíû ìàòðèöû 
2 1 1

4 3 2
A

− 
=  − 

 è 

3 5

2 6 .

4 3

B

− 
 = − 
  

 Íàéäèòå ìàò-

ðèöû:
(Ñ51.ÐÏ) ;C AB=
(041.ÐÏ) .D BA=
3. (ÑØÔ.ÐÏ). Äàíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

1 2 3

1 2 3

1 2 2 4 5
.

4 3 3 1 6

x x x

y y y

−     ⋅ =     −     
Óêàæèòå çíà÷åíèÿ x2, x3, y1.
4. (ÀÎ1.ÐÏ). Äàíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

5 2 3 3 2 2 2

6 4 3 5 1 5 3
.

9 2 3 4 16 24 8

7 6 4 7 8 16 0

C

−   
   − − −   = ⋅
   −
   −   

Íàéäèòå ýëåìåíòû ìàòðèöû C: 4 1 3
2 3 1, , .c c c
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6.2. Îïðåäåëèòåëè ïîðÿäêà n

Ïåðåñòàíîâêè. Âñÿêîå ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë 1, 2, ..., n â íåêîòî-
ðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ÷èñåë.
Ïåðåñòàíîâêó áóäåì îáîçíà÷àòü 1 2( , ,..., ).nα α α  Çäåñü êàæäîå èç

( 1,2,..., )k k nα =  ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ÷èñåë 1, 2, ..., n è ñðåäè αk íåò
îäèíàêîâûõ. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ÷èñåë ðàâíî

! 1 2 .n n= ⋅ L

Âûáåðåì â ïåðåñòàíîâêå 1 2( , ,..., )nα α α  äâà ÷èñëà , .i jα α  Åñëè áîëü-
øåå èç ÷èñåë αi è αj ðàñïîëîæåíî ëåâåå ìåíüøåãî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
÷èñëà αi è αj îáðàçóþò èíâåðñèþ, èëè áåñïîðÿäîê. Ïåðåñòàíîâêà
íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè â íåé èìååòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî èíâåðñèé,
è íå÷åòíîé, åñëè ýòî ÷èñëî íå÷åòíî.

Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà (4, 3, 1, 5, 2) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òàê êàê
â íåé 6 èíâåðñèé: åäèíèöà îáðàçóåò äâå èíâåðñèè (ñ ÷åòâåðêîé è òðîé-
êîé), äâîéêà îáðàçóåò òðè èíâåðñèè (ñ ÷åòâåðêîé, òðîéêîé è ïÿòåð-
êîé), òðîéêà — îäíó èíâåðñèþ (ñ ÷åòâåðêîé), ÷èñëà 4 è 5 èíâåðñèé
íå îáðàçóþò. Âñåãî èìååì 2 + 3 + 1 = 6 èíâåðñèé. Ïåðåñòàíîâêà (3, 4,
1, 5, 2) íå÷åòíà. Â íåé èìååòñÿ 5 èíâåðñèé (ïîäñ÷èòàéòå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïåðåñòàíîâêå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà
ëþáûõ ýëåìåíòà, îñòàâèâ âñå îñòàëüíûå íà ìåñòå, òî ÷åòíîñòü ïåðå-
ñòàíîâêè èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n. Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà ïîðÿäêà n:

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

n n n
n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =  
 
 
 

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå  n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, âçÿòûõ ïî
îäíîìó è òîëüêî ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà:

1 2
1 2

.n

n
a a a

αα α
β β βL (6.4)

Îáîçíà÷èì ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå 1 2( , ,..., )nα α α  ÷åðåç s,
à â ïåðåñòàíîâêå 1 2( , ,..., )nβ β β  — ÷åðåç t. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñ-
ëà s + t íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè (6.4),
òàê êàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîìíîæèòåëåé êàæäàÿ èç ïåðåñòàíî-
âîê 1 2( , ,..., )nα α α  è 1 2( , ,..., )nβ β β  ïåðåéäåò â ïåðåñòàíîâêó ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ÷åòíîñòè.
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Äâà ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (6.4) áóäåì ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé, è ðàçëè÷íûìè, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû îäíèì ñîìíîæèòåëåì. ßñíî, ÷òî ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (6.4) ðàâíî n!, ò.å. ÷èñëó âñåâîçìîæíûõ
ïåðåñòàíîâîê èç ÷èñëà 1, 2, ..., n.

Îïðåäåëèòåëåì, èëè äåòåðìèíàíòîì, êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿä-
êà n íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà n! âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäå-
íèé åå ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó è òîëüêî ïî îäíîìó èç êàæäîé
ñòðîêè è èç êàæäîãî ñòîëáöà, â êîòîðîé êàæäîå ïðîèçâåäåíèå óìíî-
æàåòñÿ íà ( 1) ,s t+−  ãäå s — ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå íîìåðîâ
ñòðîê, â êîòîðûå âõîäÿò ñîìíîæèòåëè, à t — ÷èñëî èíâåðñèé
â ïåðåñòàíîâêå íîìåðîâ ñòîëáöîâ.

Îáîçíà÷àåòñÿ îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 2

1 2

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

...

...
det ( 1) .

... ... ... ...

...

n

n

n

s tn

n n n
n

a a a

a a a
D A a a a

a a a

αα α+
β β β= = = −∑ L

Ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè îïðåäåëèòåëÿ, à ÷èñ-
ëà j

ia  — åãî ýëåìåíòàìè.

Çàìå÷àíèå. Êàê âèäèì, îïðåäåëèòåëü — ýòî ÷èñëî. Åñëè ãîâîðÿò
î ñòðîêàõ èëè ñòîëáöàõ îïðåäåëèòåëÿ, òî èìåþò â âèäó ñòðîêè èëè
ñòîëáöû ìàòðèöû, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ýòîò îïðåäåëèòåëü.

Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà. Èç ýëåìåíòîâ êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà 
1 1
1 2
2 2
1 2

a a
A

a a

 
=  
  

 ìîæíî îáðàçîâàòü âñåãî äâà ðàç-

ëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿ: 1 2
1 2a a  è 1 2

2 1 .a a  Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà (1, 2) ÷åò-
íà, à (2, 1) íå÷åòíà, òî

1 1
1 2 1 2 1 2

1 2 2 12 2
1 2

.
a a

D a a a a
a a

= = −

Ïð è ìåð 1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü 
2 4

.
3 5

D
−

=

Ðåøåíèå. 2 5 3 ( 4) 10 12 22.D = ⋅ − ⋅ − = + =

Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Èç ÷èñåë 1, 2, 3 ìîæíî îáðàçî-
âàòü 3! = 6 ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê, òðè èç íèõ ÷åòíû, à òðè —
íå÷åòíû. Ïîýòîìó
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1 1 1
1 2 3
2 2 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1 2 1 3 1 3 2
3 3 3
1 2 3

,

a a a

D a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

= = + + − − −

ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêè (1, 2, 3), (2, 3, 1) è (3, 1, 2) — ÷åòíû,
(3, 2, 1), (2, 1,3) è (1, 3, 2) — íå÷åòíû, à ïåðåñòàíîâêà (1, 2, 3)
èíâåðñèé íå èìååò.

Ñóììà D ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó «òðåóãîëüíèêîâ»: ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè, âòîðîå è òðåòüå — ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â
âåðøèíàõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëü-
íûìè ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, à äâà
ïîñëåäíèõ ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ðàâíî-
áåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè. Òðè ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ âçÿòû ñî çíàêîì «ìèíóñ».

Ïð è ì åð 2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü 

1 17 7

1 13 1 .

1 7 1

D

−
= −

Ðåøåíèå. 13 17 49 91 17 7 180.D = + + + + − =

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà
îïðåäåëèòåëåé. Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü èõ äëÿ îïðå-
äåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà.

1. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåò
ñâîåãî çíà÷åíèÿ, ò.å. ídet det .A A=

Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ñâîéñòâî, äîêàçàííîå äëÿ
ñòðîê, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòîëáöîâ (è íàîáîðîò).

2. Ñâîéñòâî àíòèñèììåòðèè. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê ìàòðè-
öû åå îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

3. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, èìåþùåé äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, ðà-
âåí íóëþ.

4. Ëèíåéíîå ñâîéñòâî. Åñëè âñå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû A
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ,i

j j ja b c= λ + µ  ãäå 1, 2, ..., ;j n i=  — ôèêñèðîâà-
íî, òî

det det det ,A B C= λ + µ
ãäå ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç A çàìåíîé i-é ñòðîêè ÷èñëàìè bj, à C —
÷èñëàìè cj.



176

5. Åñëè ìàòðèöà A%  ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A óìíîæåíèåì âñåõ åå
ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè íà ÷èñëî : , 1, ,j j

i ia a j n iλ = λ =%  — ôèêñèðîâàíî,
òî det det .A A= λ%

Çàìåòèì, ÷òî det( ) det .nA Aλ = λ
6. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîäåðæàùåé äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå

ñòðîêè, ðàâåí íóëþ.
7. Åñëè ê ýëåìåíòàì îäíîé èç ñòðîê ìàòðèöû A ïðèáàâèòü ñîîò-

âåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà íåêîòîðîå ÷èñ-
ëî, òî ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ òåì æå îïðåäåëèòåëåì.

8. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû ðàâíû íóëþ,
òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

9. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèö:

det( ) det det .A B A B⋅ = ⋅

Ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ è ìèíîðà. Âû÷èñëåíèå

îïðåäåëèòåëåé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ìàòðèöû
î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò ÷èñëî ÷ëåíîâ åå îïðåäåëèòåëÿ. Òàê, ïðè n = 4
ýòî ÷èñëî ðàâíî 24, ïðè n = 5 — 120, ïðè n = 6 — 720 è ò.ä. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà âûøå òðåòüåãî èñõîäÿ èç
îïðåäåëåíèÿ çàòðóäíèòåëüíî. Èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïðèåìû. Îäíèì
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà îïðåäåëèòåëÿ. Äàäèì
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ âàæíûõ äâóõ ïîíÿòèé.

Äàí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
(n − 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîé èç äàííîé âû÷åðêèâàíèåì åå ñòðîêè
ñ íîìåðîì j è ñòîëáöà ñ íîìåðîì i, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì (n − 1)-ãî
ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ .jiM

Íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååì:
2 2 1 1
2 3 1 31 2 2 3 2 3 1 2 2 1

1 2 3 2 3 2 1 3 1 33 3 2 2
2 3 2 3

; .
a a a a

M a a a a M a a a a
a a a a

= = − = = −

Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì j
iA  ýëåìåíòà j

ia  îïðåäåëèòåëÿ íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

( 1) .j ji j
i iA M+= − (6.5)

Êàê âèäèì, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìè-
íîðà ëèøü çíàêîì.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû, ëåãêî ïðîâåðÿåìûå äëÿ îïðå-
äåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ.

Òåîðåìà 1. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè (èëè
ñòîëáöà) ìàòðèöû íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàâíà îïðåäåëè-
òåëþ ìàòðèöû:
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2 2 ... ,j j j j j j
n ni iD a A a A a A= + + + (6.6)

ãäå j — ôèêñèðîâàíî.

Òåîðåìà 2. Ñóììà âñåõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà)
íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé
ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 7 è ôîðìóëû (6.5) è (6.6), âû÷èñëåíèå îïðå-
äåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ îäíîãî îïðåäåëèòå-
ëÿ ïîðÿäêà n − 1, äëÿ ÷åãî â êàêîé-ëèáî ñòðîêå (èëè ñòîëáöå) ñëåäó-
åò ïîëó÷èòü n − 1 íóëåé, à çàòåì ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü ïî ýòîé
ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå.

Ïð è ì åð 3. Íàéòè îïðåäåëèòåëü 

8 7 2 0

8 2 7 10
.

4 4 4 5

0 4 3 2

D
−

=

− −

Ðåøåíèå: 

0 1 6 10

0 10 15 20

4 4 4 5

0 4 3 2

D

− − −

=

− −

 (ïðèáàâèëè êî âòîðîé ñòðîêå òðå-

òüþ, óìíîæåííóþ íà 2, à èç ïåðâîé âû÷ëè òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà 2).
Ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ðàçëîæèì ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà:

3 1

1 1

1 6 10 1 6 10

4( 1) 10 15 20 20 2 3 4

4 3 2 4 3 2

1 6 10
9 16

20 0 9 16 20( 1)( 1)
27 42

0 27 42

1 8
20 18 360 (21 24) 1080.

3 21

D +

+

− − − − − −
= − = =

− − − −

− − −
− −

= − − = − − =
− −

− −

= − ⋅ = − ⋅ − =

Óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

(ÄÄ2) 1
1 4

;
5 2

D
−

=
−

 (692) 2

3 2 1

2 1 3 ;

2 0 2

D

−
= −

−
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(902) 3
13542 13642

.
28423 28523

D =

2. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

(Ï92) 1

7 5 3

14 10 27 ;

21 25 18

D =
− −

(Ä42) 2

246 427 327

1014 543 443 .

342 721 621

D =
−

3. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

(342) 1

2 3 3 8 3 4

2 3 1 8 1 2
;

2 1 4 1 0

2 3 3 8 0 5

D

−
−

=

−

(3À2) 2

8 3 7 5 2 5 0

8 3 2 5 7 5 10
.

4 3 4 5 4 5 5

0 4 5 3 5 2

D
−

=

−

6.3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.
Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê çàäàííîé êâàäðàòíîé ìàòðè-
öå A, åñëè

1 1 .A A AA E− −= = (6.7)
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðå-

äåëèòåëü det A ≠ 0.
Èç ðàâåíñòâà (6.7) è ïî ñâîéñòâó 9 îïðåäåëèòåëåé íàõîäèì:

1det det 1.A A− ⋅ =  Ñëåäîâàòåëüíî, detA ≠ 0. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî
íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ìîãóò èìåòü îáðàòíûå.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà j
iA a =

   èìååò åäèí-

ñòâåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó ,j
iB b =

   ïðè÷åì

,
i
jj

i

A
b

D
= (6.8)

ãäå i
jA  — àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà i

ja  îïðåäåëèòåëÿ
D = det A.

Ìàòðèöó ,j
iA A∗∗  =

   ãäå ,j i
jiA A∗ =  íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííîé äëÿ

ìàòðèöû A.
Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ìàòðèöû A−1 îïóñòèì, ïðîâåðèì

ëèøü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (6.8). ×åðåç q
pc  îáîçíà÷èì ýëåìåíòû

ìàòðèöû AB. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñì. ôîðìó-
ëó (6.2)) íàõîäèì
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1 1 1

1
.

q pn n n
q q pq i i i

p pi i i
i i i

a A
c a b a A

D D= = =
= = =∑ ∑ ∑ (6.9)

Â ôîðìóëå (6.9) çàïèñàíà ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ñòðîêè
ñ íîìåðîì q îïðåäåëèòåëÿ detA íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè ñ íîìåðîì p. Åñëè p ≠ q, òî ïî òåîðå-
ìå 2 èç ïîäðàçä. 6.2 ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ, ò.å. 0q

pc =  ïðè p ≠ q. Åñëè
p = q, òî ïî ôîðìóëå (6.6) ñóììà (6.9) ðàâíà îïðåäåëèòåëþ D = detA,
ñëåäîâàòåëüíî, 1.p

pc =  Òàêèì îáðàçîì:

0,  ,

1,  ,

ÂÒÎË

ÂÒÎË
q
p

p q
c

p q

≠=  =

ò.å. ìàòðèöà C = AB åäèíè÷íàÿ. Ïîýòîìó ìàòðèöà j
iB b =

   ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé ê ìàòðèöå A. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî BA = E.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1, åñëè

3 2 1

2 2 4 .

2 2 5

A

− 
 =  
  

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ñíà÷àëà îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû:

1 2

3 2 1 3 2 1
1 5

det 2 2 4 1 0 5 2( 1) 2 0.
1 6

2 2 5 1 0 6

A +
− −

−
= = − = − = ≠

−
−

Ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, à ïîòîìó èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó.
Íàõîäèì ýëåìåíòû ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû A*:

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3

2, 12, 10,

2, 17, 14,

0, 2, 2.

A A A

A A A

A A A

= = − =

= − = = −

= = − =
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.8), çàïèñûâàåì îáðàòíóþ ìàòðèöó:

1

1 6 5

17
1 7 .

2
0 1 1

A−

− 
 
 = − −
 
 − 

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû A−1 íóæíî ïå-
ðåìíîæèòü ìàòðèöû A è A−1. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà, òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàéäåíà âåðíî.
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Ïóñòü ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Íàéäåì ìàòðèöû X
è Y èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

;AX B= (6.10)

.YA B= (6.11)
Òàê êàê ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðè-

öà A−1. Óìíîæèì ñëåâà îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà (6.10) íà
ìàòðèöó A−1. Ïîëó÷èì:

( )1 1 1 1

1 1

( ) , ,

,           .

A AX A B A A X A B

EX A B X A B

− − − −

− −

= =

= =
Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà (6.11) íàõîäèì

1.Y BA−=
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ

ìàòðèö ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (6.10) è (6.11) ðàçëè÷íû. Åñëè
ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, òî êàæäîå èç óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå.

Ïð è ì åð 2. Äàíî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, ãäå

3 4 3 4 4 10

2 3 5 ; 0 6 10 .

0 0 1 1 1 1

A B

− −   
   = − = −   
   −   

Íàéòè ìàòðèöó X.
Ðåøåíèå. Íàõîäèì

det 1 0.A = ≠
Òàê êàê ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, òî 1 .X A B−=
Äëÿ îòûñêàíèÿ A−1 íàõîäèì ýëåìåíòû ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû:

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3

3, 4, 11,

2, 3, 9,

0, 0, 1.

A A A

A A A

A A A

= = − = −

= − = =

= = =
Ñëåäîâàòåëüíî,

1

3 4 11

2 3 9 ;

0 0 1

A−
− − 

 = − 
  

3 4 11 4 4 10 1 1 1

2 3 9 0 6 10 1 1 1 .

0 0 1 1 1 1 1 1 1

X

− − −     
     = − ⋅ − = −     
     − −     

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ,
íàéäÿ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è X. Â ðåçóëüòàòå äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ
ìàòðèöà B.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà 

3 1 2

2 1 1

1 2 3

A

− 
 = − 
 − − 

 èìååò îáðàòíóþ A−1

è íàéäèòå åå.

Îòâåò: 1

1 7 3
1

5 11 7 .
8

3 5 1

A−
− − − 
 = − − − 
  

2. Äàíà ìàòðèöà ,A
α β =  γ δ 

 ïðè÷åì 0.
α β  ≠ γ δ 

 Äîêàæèòå, ÷òî

1 1
.A− δ −β =  −γ ααδ − βγ  

3. Ðåøèòå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ 1AX B=  è 2 ,X A B=  åñëè

1 3 4 1
, .

2 5 3 2
A B

−   = =   
   

Îòâåò: 1 2
11 11 22 13

; .
5 4 11 7

X X
− −   

= =   − −   
4. Ðåøèòå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ:

à) 

2 7 3 1 2

3 9 4 3 1 1 ;

1 5 3 3 4

X

   
   =   
      

á) 

2 7 3
1 2 1

3 9 4 3 .
3 1 4

1 5 3

X

 
   =   
   

Îòâåò: à) 

4 12

1 3 ;

6 3

− − 
 − 
  

á) 
3 3 0

.
40 27 8

− 
 − 

6.4. Ëèíåéíî çàâèñèìûå
è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ

Ìàòðèöó ( )
 α
 

α  = α α α
 
  α 

K
M

1

2 í1 2, , , n

n

 ðàçìåðà n × 1 ëèáî ìàòðèöó

( )1 2, , , nα α αK  ðàçìåðà 1 × n, ãäå 1 2, ,..., ;nα α α  1 2, , , nα α αK  — äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, íàçîâåì n-ìåðíûì âåêòîðîì.
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Îáîçíà÷àþò âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 2( , , , )n= α α αa K  èëè

( )í1 2, ,..., .n= α α αb

Ìû ââåëè âåêòîðû äâóõ òèïîâ. Îíè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ïðåîáðà-
çóþòñÿ ïî ðàçíûì çàêîíàì ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ê äðóãîé. Â âîïðîñàõ, íå ñâÿçàííûõ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèñòåì êîîð-
äèíàò, ìû èõ ðàçëè÷àòü íå áóäåì è äëÿ êðàòêîñòè è òå è äðóãèå
áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ñòðîêè, îïóñêàÿ çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Íàä âåêòîðàìè ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê è íàä ìàòðèöàìè, ò.å. åñëè 1 2( , , , )n= α α αa K ,

1 2( , , , ),n= β β βb K  òî

( )1 1 2 2, , , ,n n= + = α +β α +β α +βc a b K (6.12)

1 2( , , , ).nλ = λα λα λαa K (6.13)

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ( )1 2, , , ,nα α αK  äëÿ êîòîðûõ ââåäåíû
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ïî ôîðìóëàì (6.12) è (6.13),
íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn.

Âåêòîð (0,0,...,0) îáîçíà÷àþò 0 è íàçûâàþò íóëåâûì.

Ïð è ì åð. Äîïóñòèì, ÷òî â R3 äàíû òðè âåêòîðà:
a = (1; 2; −2), b = (0; −1; 3), c = (−2; 3; −4).

Íàéòè âåêòîð d = 2a + 4b − 3c.
Ðåøåíèå. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî è ñëîæåíèÿ

âåêòîðîâ ïîëó÷àåì:
2a = (2; 4; −4); 4b = (0; −4; 12);

− 3c = (6; −9; 12); d = 2a + 4b − 3c = (8; −9; 20).

Âàæíûìè ïîíÿòèÿìè â òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ
ïîíÿòèÿ êîìáèíàöèè âåêòîðîâ, ëèíåéíî çàâèñèìîé è ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Âåêòîð 1 1 2 2 n n= λ + λ + + λb a a aK  íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé âåêòîðîâ 1 2, , , na a aK  ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 2, , .nλ λ λK,

Âåêòîð d â ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a, b, c ñ êîýôôèöèåíòàìè 2; 4; −3.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ 1 2, , , na a aK  íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé,
åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà 1 2, , ,nλ λ λK,  ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå îò
íóëÿ, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1 1 2 2 .n nλ + λ + + λ =a a a 0K (6.14)
Åñëè æå ñîîòíîøåíèå (6.14) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â åäèíñòâåííîì

ñëó÷àå, êîãäà 1 2 0,nλ = λ = = λ =K  òî ñèñòåìà âåêòîðîâ 1 2, , , na a aK  íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ 1 2, , , na a aK  áûëà
ëèíåéíî çàâèñèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç
íèõ áûë ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ.

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ 1 2, , , na a aK  ëè-
íåéíî çàâèñèìà. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (6.14), ïðè÷åì ñðåäè
÷èñåë 1 2, , nλ λ λK,  åñòü íå íóëè. Ïóñòü, íàïðèìåð, λ1 ≠ 0. Èç (6.14)
íàõîäèì

32
1 2 3

1 1 1

,n
n

     λ λλ
= + − + +     λ λ λ     

a a a aL

ò.å. âåêòîð a1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a2, a3, ..., an.
Ïóñòü âåêòîð a1 — ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a2, a3, ..., an,

ò.å. 1 2 2 3 3 n n= λ + λ + + λa a a aK  èëè 1 2 2( 1) 0.n n− + λ + + λ =a a aK

Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 21, , , n− λ λK  åñòü íåíóëåâûå, òî ñèñòåìà

1 2, , , na a aK  ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå âåêòîðû a, b, c, d â ïðèâåäåííîì âûøå
ïðèìåðå ëèíåéíî çàâèñèìû, òàê êàê âåêòîð d ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a, b, c.

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ íóëü-âåêòîð,
ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíî çàâè-
ñèìóþ ïîäñèñòåìó, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåîðåìû 2 è 3 ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ëèíåéíî çàâèñèìà äàííàÿ ñèñòåìà âåê-
òîðîâ èëè íåò, ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû, ê èçó÷åíèþ êî-
òîðîãî ìû è ïåðåõîäèì.

6.5. Ðàíã ìàòðèöû.
Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå

Ïóñòü äàíà íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà m × n:

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

m m m
n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =  
 
 
 

Åå ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè èç Rn, à ñòîëáöû — èç Rm.
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Âûäåëèì â ýòîé ìàòðèöå êàêèå-ëèáî k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà èõ
ïåðåñå÷åíèè, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà äàííîé ìàòðèöû.

×èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:

1) â ìàòðèöå A èìååòñÿ ìèíîð ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò íóëÿ;
2) âñå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 è âûøå, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ðàâ-

íû íóëþ.
Ïèøóò rangA r=  èëè .Ar r=
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàíã ìàòðèöû — ýòî íàèâûñøèé ïîðÿäîê ìè-

íîðîâ ìàòðèöû, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ðàíã íóëåâîé ìàòðèöû ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò íóëÿ, ìàòðèöû ðàíãà r
íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì, ñîñòàâëÿþùèå åãî ñòîëáöû è ñòðîêè òàêæå
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè. Ìàòðèöà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî áàçèñíûõ
ìèíîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî ãîâîðèòü î áàçèñíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìîæ-
íî ëèøü ïîñëå âûáîðà áàçèñíîãî ìèíîðà.

Òåîðåìà (î áàçèñíîì ìèíîðå). Ëþáàÿ ñòðîêà (ñòîëáåö) ìàòðèöû
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå áàçèñíûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ).

Òåîðåìó ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû î áàçèñíîì ìèíîðå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè ðàíã r ìàòðèöû ìåíüøå ÷èñëà åå ñòðîê (ñòîëáöîâ), òî åå

ñòðîêè (ñòîëáöû) ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè æå ÷èñëî r ðàâíî ÷èñëó
ñòðîê, òî ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Îïðåäåëèòåëü detA ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îäíà èç
åå ñòðîê (ñòîëáöîâ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð îòûñêàíèÿ ðàíãà ìàòðèöû ìåòîäîì ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

1 1 2 3 4

2 1 1 2 0

.1 2 1 1 3

1 5 8 5 12

3 7 8 9 13

A

− 
 − 
 = −
 − − − 
 − 

Ðåøåíèå. Ïîëó÷èì â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû A íóëè, âû÷èòàÿ
ïåðâóþ åå ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà, èç âñåõ
îñòàëüíûõ:
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2

1 1 2 3 4

0 3 5 4 8

.0 1 3 4 7

0 6 10 8 16

0 4 2 0 1

A

− 
 − − − 
 =
 − − − 
 − 

Â ìàòðèöå A2 âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè ïðîïîðöèîíàëüíû,
ïîýòîìó âû÷åðêèâàíèå îäíîé èç íèõ íå èçìåíèò ðàíã ìàòðèöû. Âû-
÷åðêíåì ÷åòâåðòóþ ñòðîêó. Ïÿòàÿ ñòðîêà ëèøü çíàêîì îòëè÷àåòñÿ îò
ñóììû âòîðîé è òðåòüåé, à ïîòîìó åå òàêæå ìîæíî âû÷åðêíóòü,
íå èçìåíèâ ðàíã ìàòðèöû. Ïðèõîäèì ê ìàòðèöå âèäà

3

1 1 2 3 4

0 3 5 4 8 .

0 1 3 4 7

A

− 
 = − − − 
  

Òàê êàê ìèíîð òðåòüåãî ïîðÿäêà îòëè÷åí îò íóëÿ, òî rang A3 =
= rang A = 3.

Ïð è ì åð 2. Äîêàçàòü, ÷òî òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöû

1 2 4

5 6 7

17 22 29

A

 
 =  
  

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ äâóõ ñòðîê. Íàéòè êîýôôè-
öèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè.

Ðåøåíèå. Ðàíã ìàòðèöû A íå ìåíüøå äâóõ, òàê êàê åå ìèíîð

1 2
0.

5 6
≠  Âû÷èñëèì äåòåðìèíàíò:

1 2 4 1 2 4 1 2 4

det 5 6 7 0 4 13 3 0 4 13 0.

17 22 29 0 12 39 0 4 13

A = = − − = ⋅ − − =
− − − −

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì è 
1 2

5 6
 — åå

áàçèñíûé ìèíîð. Òðåòüÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåð-
âûõ äâóõ ñòðîê. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè ÷åðåç λ1

è λ2. Òîãäà 1 2(17; 22; 29) (1; 2; 4) (5; 6; 7),= λ + λ  ñëåäîâàòåëüíî:

1 2

1 2

1 2

5 17,

2 6 22,

4 7 29.

λ + λ =
 λ + λ =
 λ + λ =
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Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì 1 22, 3.λ = λ =

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ìàòðèöû 

1 2 3 5

1 4 3 4A

a b c d

− 
 = − 
  

 ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ a, b, c, d íå ìåíüøå äâóõ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû 

1 2 3 5

4 7 1 4

5 6 2 3

A

− 
 = − 
 − 

 ëèíåéíî

çàâèñèìû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöû 

1 4 3

5 3 1

13 17 9

A

− 
 = − 
 − 

 ÿâëÿ-

åòñÿ êîìáèíàöèåé ïåðâûõ äâóõ, è (Ï04.ÐÏ) íàéäèòå êîýôôèöèåíòû
ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

4. (Ñ54). Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû

1 1 1 2 2 2

2 3 2 5 4 5
.

1 1 1 0 2 0

1 2 1 1 2 1

A

− − − 
 − − − =
 − − −
 − − − − 

6.6. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ôîðìû çàïèñè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Êëàññèôèêàöèÿ

ñèñòåì. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

1 1 1 2 1 1
1 2

2 1 2 2 2 2
1 2

1 2
1 2

  ... ,

  ... ,

  ......................................

... ,

n
n

n
n

m m m n m
n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 + + + =

 + + + =


 + + + =

(6.15)

ãäå j
ia  — êîýôôèöèåíòû, 1, ; 1, ; ii n j m x= = — íåèçâåñòíûå; jb  — ñâî-

áîäíûå ÷ëåíû.
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Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû j
ia  çàïèñàíû ñ äâóìÿ èíäåêñàìè. Âåðõ-

íèé èíäåêñ (j) îçíà÷àåò íîìåð óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ êîýô-
ôèöèåíò, à íèæíèé èíäåêñ (i) îçíà÷àåò íîìåð íåèçâåñòíîãî, ïðè êî-
òîðîì íàõîäèòñÿ êîýôôèöèåíò.

Åñëè èñïîëüçîâàòü çíàê ñóììèðîâàíèÿ, òî ñèñòåìó (6.15) ìîæíî
çàïèñàòü êîðî÷å:

1

, 1, .
n

j i j
i

i

a x b j m
=

= =∑ (6.16)

Àëüáåðò Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë â âûðàæåíèÿõ, ïîäîáíûõ (6.16),
êîãäà èìååòñÿ èíäåêñ ñâåðõó è ñíèçó, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå, çíàê ñóììû îïóñêàòü è ïèñàòü

, 1, , 1, ,j i j
ia x b i n j m= = =

èìåÿ â âèäó, ÷òî ïî i ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî n.
Ââåäåì ìàòðèöû

1 1 1 1 1
1 2
2 2 2 2 2
1 2

1 2

, , .

n

n

m m m n m
n

a a a x b

a a a x b
A X B

a a a x b

     
     
     = = =     
     
     

    

L

L

L L L L M M

L

Òîãäà ñèñòåìó (6.15) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
.AX B= (6.17)

Åñëè îáîçíà÷èòü ( )í1 2, , ..., , 1, ,m
j j j ja a a j n= =a  — âåêòîðû, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû A, òî ñèñòåìó (6.15) ìîæíî çàïèñàòü â
âåêòîðíîé ôîðìå:

1 2
1 2 ... n

nx x x+ + + =a a a b èëè , 1, ,j
jx j n= =a b

ãäå b — âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáöó ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû, à ìàòðèöà

1 1 1 1
1 2
2 2 2 2
1 2

1 2

|

|

|

|

n

n

m m m m
n

a a a b

a a a b
C

a a a b

 
 
 =  
 
 
 

L

L

L L L L L

L

íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé. Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë ( )1 2, ,..., nα α α  íàçûâà-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, åñëè îíà îáðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â
òîæäåñòâà:

, 1, , 1, .j i j
ia b i n j mα = = =
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Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé èëè íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè
îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà íå èìååò
ðåøåíèé.

Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, è íåîïðåäåëåííîé, åñëè ðåøåíèé áîëåå îäíîãî.

Îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
1) óñòàíîâèòü, ñîâìåñòíà ñèñòåìà èëè íåò;
2) åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî âûÿñíèòü, îïðåäåëåííàÿ îíà èëè

íåò;
3) åñëè ñèñòåìà îïðåäåëåííàÿ, òî íàéòè åå åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå, à åñëè íåîïðåäåëåííàÿ, òî îïèñàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé.
Äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ëþáîå ðåøåíèå ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîé, è íà-
îáîðîò. Â õîäå ðåøåíèÿ ñèñòåìó ïðèõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâûâàòü êàêèì-
ëèáî ñïîñîáîì. Ïðè ýòîì íóæíî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû â õîäå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîëó÷àëèñü ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíûå äàííîé.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà — Êàïåëëè (î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

Åñëè rA = rC, òî ñóùåñòâóåò áàçèñíûé ìèíîð, îáùèé äëÿ ìàòðèö A
è C, â êîòîðûé íå âõîäèò ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ïî òåîðåìå
î áàçèñíîì ìèíîðå ýòîò ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ, ò.å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà ( )1 2, ,..., nα α α  òàêèå, ÷òî

,j i j
ia bα =  ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâìåñòíà è ( )1 2, ,..., nα α α  — åå ðå-

øåíèå.

Îáðàòíî, åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà è ( )1 2, ,..., nα α α  — åå ðåøåíèå,
òî ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ( ),jj i
ib a= α  à ïîòîìó åãî âû÷åðêèâàíèå

èç ðàñøèðåííîé ìàòðèöû íå èçìåíèò ðàíã. Òàê êàê ïîñëå òàêîãî
âû÷åðêèâàíèÿ ïîëó÷èì îñíîâíóþ ìàòðèöó A, òî rang rang .C A=

Ðåøåíèå ñèñòåìû â ñëó÷àå m =====n, D ===== detA ≠≠≠≠≠ 0. Ðàññìîòðèì òðè
ñïîñîáà ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ñïîñîá 1. Ìàòðè÷íûé ìåòîä. Ñèñòåìó çàïèøåì â ôîðìå (6.17):
AX = B.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìàòðèöà A íå âûðîæäåíà, à ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà
(6.17) ìû óæå ðåøèëè (ñì. ïîäðàçä. 6.3) è ïîëó÷èëè

1 .X A B−= (6.18)
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Ïðèìåð 1. Ñèñòåìó 

+ =
 − + =
− − + =

1 2

1 2 3

1 2 3

3 2 1,

2 3 1,

3 5 0

x x

x x x

x x x

 ðåøèòü ìàòðè÷íûì ñïî-

ñîáîì.
Ðåøåíèå. Çàïèñûâàåì ìàòðèöó A ñèñòåìû è íàõîäèì åå îïðåäå-

ëèòåëü:

3 3

3 2 0 3 2 0
3 2

1 2 1 , det 4 3 0 ( 1) 1.
4 3

3 5 1 3 5 1

A D A +
 
 = − = = = − = 
 − − − − 

Òàê êàê det A ≠ 0, òî ïðèìåíèìà ôîðìóëà (6.18). Íàõîäèì îáðàò-
íóþ ìàòðèöó A−1 ñïîñîáîì, óêàçàííûì â ïîäðàçä. 6.3.

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3

3, 2, 2,

4, 3, 3,

11, 9, 8.

A A A

A A A

A A A

= = − =

= − = = −

= − = = −
Ïîëó÷àåì:

1

3 2 2

4 3 3 .

11 9 8

A−
− 

 = − − 
 − − 

Ïî ôîðìóëå (6.18) íàõîäèì

1

2

3

3 2 2 1 3 2 1

4 3 3 1 4 3 1 .

11 9 8 0 11 9 2

x

x

x

− −         
         = − − ⋅ = − + = −         
         − − − + −         

Ìû íàøëè ðåøåíèå ñèñòåìû:

1 2 31, 1, 2.x x x= = − = −
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A−1 åäèíñòâåííà, òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé.

Ñïîñîá 2. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë Êðàìåðà. Ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî
(6.17) çàïèøåì â ðàçâåðíóòîì âèäå

1 21 1
1 1 1
2 22 2
1 2 2

1 2

1 2

1
,

n

n

ni i
i i i

nn n
n n n

A A Ax b

A A Ax b

D A A Ax b

A A Ax b

    
    
    
    
    = ⋅
    
    
    
    
     

L L

L L

L L L L LM M

L L

L L L L LM M

L L
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ãäå k
iA  åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà k

ia  îïðåäåëèòåëÿ
det .A D=  Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö (ñì. ïîäðàçä. 6.1), çàïè-
ñûâàÿ ïîêîîðäèíàòíî, íàõîäèì

1 1 2 2 ...
.

n n
i i i iA b A b A b

x
D

+ + +
=

Â ÷èñëèòåëå ñòîèò ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ Di ïî ñòîëáöó ñ íî-
ìåðîì i; îïðåäåëèòåëü Di ïîëó÷åí èç D çàìåíîé åãî i-ãî ñòîëáöà ñòîëá-
öîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

.i iD
x

D
=

Ïîëàãàÿ 1, 2, ..., ,i n=  íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

1 21 2, , ..., .n nDD D
x x x

D D D
= = = (6.19)

Ôîðìóëû (6.19) íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êðàìåðà. Ïðîèëëþñòðèðó-
åì èõ ïðèìåíåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñèñòåìîé èç ïðåäûäóùåãî ïðè-
ìåðà.

Íàõîäèì:

1

1 2 0 1 2 0

1 2 1 0 4 1 1;

0 5 1 0 5 1

D = − = − =
− −

2

3 1 0 3 1 0

1 1 1 2 0 1 1;

3 0 1 3 0 1

D = = − = −
− −

3

3 2 1 3 2 1

1 2 1 2 4 0 2.

3 5 0 3 5 0

D = − = − − = −
− − − −

Òàê êàê D = 1, òî

1 2 31 1 2
1, 1, 2.

1 1 1
x x x

− −= = = = − = = −

Ñïîñîá 3. Ìåòîä Ãàóññà (ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ). Ïðîèëëþñòðèðóåì
ýòîò ìåòîä íà òîì æå ïðèìåðå.

Çàïèñûâàåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû:

3 2 0 | 1

1 2 1 | 1 .

3 5 1 | 0

C

 
 = − 
 − − 
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Äåéñòâóÿ òîëüêî ñî ñòðîêàìè, ïðèâîäèì åå ê âèäó, ÷òîáû íèæå
(èëè âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿëè íóëè. Íàõîäèì

3 2 0 | 1 3 2 0 | 1 3 2 0 | 1

1 2 1 | 1 0 8 3 | 2 0 8 3 | 2 .

3 5 1 | 0 0 3 1 | 1 0 0 1 | 2

     
     − → − → −     
     − − − −     

Ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà

1 2

2 3

3

  3 2         1,

       8 3 2,

                2,

x x

x x

x

+ =
 − + =
 − =

ýêâèâàëåíòíàÿ äàííîé. Òàê êàê 3 2,x = −  òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íà-
õîäèì −8x2 = 8, x2 = −1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òåïåðü ïîëó÷àåì 1 13 3, 1.x x= =
Ìû íàøëè ðåøåíèå: (1, 1, 2).− −
Èññëåäîâàíèå è ðåøåíèå ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå. Ïðîöåññ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñèñòåìû è åå ðåøåíèÿ ðàçîáüåì íà ýòàïû.
Ýòàï 1. Íàõîäèì ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñèñòå-

ìû. Åñëè îíè íå ðàâíû, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà è íà ýòîì èññëåäîâà-
íèå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ýòàï 2. .A Cr r r= =  Ñèñòåìà îêàçàëàñü ñîâìåñòíîé. Â ìàòðèöå A
âûäåëÿåì áàçèñíûé ìèíîð. Òå óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
íå ïîïàëè â ñîñòàâ áàçèñíîãî ìèíîðà, âû÷åðêèâàåì èç ñèñòåìû, òàê
êàê îíè ïî òåîðåìå î áàçèñíîì ìèíîðå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè óðàâíåíèé, ïîïàâøèõ â ñîñòàâ áàçèñíîãî ìèíîðà.

Ýòàï 3. Âñå íåèçâåñòíûå ñèñòåìû äåëèì íà äâà êëàññà: òå íåèçâå-
ñòíûå, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ ïîïàëè â ñîñòàâ áàçèñíîãî ìèíî-
ðà, íàçîâåì çàâèñèìûìè, à îñòàëüíûå — ñâîáîäíûìè. Ïåðåïèøåì
ñèñòåìó, îñòàâèâ ñëåâà ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå,
à íàïðàâî ïåðåíåñåì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå.
Îáúÿâëÿåì ïðàâûå ÷àñòè íîâûìè ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé, ñîñòîÿùóþ èç r óðàâíå-
íèé ñ r íåèçâåñòíûìè, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ýòàï 4. Ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îäíèì èç ñïîñîáîâ, ðàññìîò-
ðåííûõ â ïîäðàçä. 6.3. Â èòîãå ìû íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþ-
ùèå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå. Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû. Âñÿêîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ
íåèçâåñòíûõ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A Cr r r n= = <  (n — ÷èñëî íåèçâåñòíûõ), òî ñèñòå-
ìà íåîïðåäåëåííà, åñëè æå ,A Cr r n= =  òî ñèñòåìà îïðåäåëåííà.
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Îáû÷íî â ñëó÷àå m ≠ n ïðèìåíÿþò ìåòîä Ãàóññà, ïîçâîëÿþùèé
ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ñèñòåìû è íàéòè åå îáùåå ðåøåíèå. Ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïð è ì åð 2. Íàéòè îáùåå è êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñ-
òåìû

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 3 4 2 3,

2 13 4 5 5 5,

6 3 2,

3 20 7 9 7 8.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− − + + = −
 − − + + = −
 − − + + = −
 − − + + = −

Çàïèñûâàåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è, äåéñòâóÿ òîëüêî
ñî ñòðîêàìè, ïðèâîäèì åå ê óäîáíîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ âèäó:

1 7 3 4 2 | 3 1 7 3 4 2 | 3

2 13 4 5 5 | 5 0 1 2 3 1 | 1
, .

1 6 1 1 3 | 2 0 1 2 3 1 | 1

3 20 7 9 7 | 8 0 1 2 3 1 | 1

C C

   − − − − − −
   − − − −   = =
   − − − −
   

− − − −   

%

Ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà äâà, âû÷ëè èç âòîðîé, èç òðåòüåé
ñòðîêè âû÷ëè ïåðâóþ, à èç ÷åòâåðòîé âû÷ëè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ
íà 3. Ìû ïîëó÷èëè ìàòðèöó ñ òðåìÿ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè. Â ñî-
ñòàâ áàçèñíîãî ìèíîðà ìîæåò âîéòè òîëüêî îäíà èç íèõ, íàïðèìåð
âòîðàÿ. Òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè ìîæíî âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû,
íå ìåíÿÿ åå ðàíã. Âèäèì, ÷òî ðàíã îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö
ðàâåí äâóì. Ñèñòåìà ñîâìåñòíà.

Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî ìèíîðà ìàòðèöû C%  ìîæíî âçÿòü îáâåäåí-
íûé ìèíîð. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð èñõîäíîé ìàòðèöû ðàñïîëîæåí
â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ íå ïîïàëè â ñîñòàâ âûáðàííîãî áàçèñíîãî ìèíîðà, ìîæíî
âû÷åðêíóòü èç ñèñòåìû. Òàê êàê ìû ðàáîòàëè òîëüêî ñî ñòðîêàìè,
òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
êîòîðîé ñëóæèò ìàòðèöà C% . Ñîãëàñíî âûáîðó áàçèñíîãî ìèíîðà íåèç-
âåñòíûå x1 è x2 ïðèíÿòû â êà÷åñòâå çàâèñèìûõ, à x3, x4, x5 îñòàâëåíû
ñâîáîäíûìè.

Ìàòðèöå C%  ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ èç íåå äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîê,
ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà

1 2 3 4 5

2 3 4 5

7 3 4 2 3,

2 3 1.

x x x x x

x x x x

− − + + = −
 + − + =

Ïåðåíåñåì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå, âïðàâî:

1 2 3 4 5

2 3 4 5

7 3 3 4 2 ,

1 2 3 .

x x x x x

x x x x

− = − + − −
 = − + −
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Âûðàæàåì çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ñâîáîäíûå. Ïîëó÷àåì

1 3 4 5

2 3 4 5

4 11 17 9 ,

1 2 3 .

x x x x

x x x x

= − + −
 = − + −

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû.
Èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ÷èñëî ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ïðèäàâ ñâî-
áîäíûì íåèçâåñòíûì êàêèå-ëèáî çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ïîëîæèâ x3 = 1,
x4 = 0, x5 = −1, ïîëó÷èì ðåøåíèå (2, 0, 1, 0, −1).

Óïðàæíåíèÿ

1. Äàíà ñèñòåìà 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4,

2 3 2 4 14,

8 3 2 2 1,

8 5 5 7.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + = −
 + − + = −
 + + − = −
 + + + = −

Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íåèçâåñòíîå
íàéäèòå ïî ôîðìóëå Êðàìåðà. Ðåøèòå ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà.

Îòâåò: (0; 3; 3; 1).−
2. Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1,

2 2 5 3 2,

3 4 2 2,

2 3 3 1.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =
 + − + =
 + − − =
 + − − =

Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íàéäèòå åå îáùåå ðåøåíèå.

6.7. Àëãåáðà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ

Ïóñòü äàíî òðåõìåðíîå òî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ââåäåííûì â íåì
ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè. Âçÿâ çà èñõîäíîå ïîíÿòèå òî÷êè, ìû
ïîñòðîèì åùå îäèí ïðèìåð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû òî÷åê èëè íàïðàâëåííûå
îòðåçêè.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè. Âåêòîðîì (ãåîìåòðè÷åñêèì
âåêòîðîì) â äàííîì òî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ïàðà òî÷åê (A,B). Îáîçíà÷àþò òàêîé âåêòîð AB.

Òî÷êà A íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì âåêòîðà, à B — åãî êîíöîì. Âåêòîð,
íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ êîíöîì, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà-
÷àåòñÿ 0.

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê (A,B) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íàïðàâ-
ëåííûé îòðåçîê AB, çà íà÷àëî êîòîðîãî ïðèíÿòà òî÷êà A.
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Íåíóëåâîé âåêòîð AB èçîáðàæàþò â âèäå íàïðàâëåííîãî îòðåçêà,
óêàçûâàÿ íàïðàâëåíèå îò íà÷àëà ê êîíöó ñòðåëêîé (ðèñ. 6.1).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì âåêòîðà
AB è îáîçíà÷àåòñÿ .AB

Êàê âèäèì, ÷òîáû çàäàòü âåêòîð, íóæíî çàäàòü
åãî íàïðàâëåíèå è ìîäóëü.

Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëîì
è íàïðàâëåíèåì, íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè. Â ôèçè-
êå — ýòî ñèëà, ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, ðàçëè÷íîãî ðîäà
ìîìåíòû ñèë è ò.ä. Âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ

òîëüêî ÷èñëîì, íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè, íàïðèìåð òåìïåðàòóðà, ìàñ-
ñà, ïëîùàäü è ò.ä.

Âåêòîðû AB è MN, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ, íàçûâàþò êîëëèíåàðíûìè (ïèøóò AB MN|| ).

Äâà êîëëèíåàðíûõ âåêòîðà AB è MN ìîãóò áûòü îäèíàêîâî îðè-
åíòèðîâàííûìè (çàïèñûâàþò ↑↑AB MN ) èëè ïðîòèâîïîëîæíî îðè-
åíòèðîâàííûìè (ïèøóò ↑↓AB MN ).

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ïîíÿòèé ìû îïóñêàåì.
Âåêòîðû AB è MN íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îäíîâðåìåííî âû-

ïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
1) ↑↑AB MN ;
2) .=AB MN

Êàê âèäèì, âåêòîðû ìîãóò áûòü ðàâíûìè íåçàâèñèìî îò ïîëîæå-
íèÿ èõ íà÷àëà. Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîðû ìàëûìè áóêâàìè: a, b, c

è ò.ä.
Îòëîæèòü âåêòîð a îò òî÷êè A îçíà÷àåò ïîñòðîèòü âåêòîð AB,

ðàâíûé a. Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðîâ îïðåäåëèì äâå îïåðàöèè:
1) âíóòðåííþþ — ñëîæåíèå âåêòîðîâ;
2) âíåøíþþ — óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.
Ïóñòü äàíû âåêòîðû a1, a2, ..., an.

Îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè O îòëîæèì âåê-
òîð OA1, ðàâíûé a1, îò òî÷êè A1 îòëî-
æèì âåêòîð A1A2, ðàâíûé a2, è ò.ä.
(ðèñ. 6.2).

Îò òî÷êè An−1 îòëîæèì âåêòîð An−1An,
ðàâíûé an. Âåêòîð OAn íàçûâàåòñÿ ñóì-
ìîé âåêòîðîâ a1, a2, ..., an.

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ âåêòîð b, îáîçíà-
÷àåìûé αa è îïðåäåëÿåìûé óñëîâèÿìè:

à) ,α ↑↑a a  åñëè 0;α > â) ;α = αa a

á) ,α ↑↓a a  åñëè 0;α < ã) 0 .⋅ =a 0

 

A 

B 

a 

Ðèñ. 6.1

 

O 

A1 A2 

A3 

a1 

a2 

a3 a1+a2 

a1+a2+a3 

Ðèñ. 6.2
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Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ñëåäóåò,
÷òî åñëè ,= λa b  òî | | .a b  Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ò.å. åñëè

|| ,a b  òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî a = λb. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
âåêòîðû a è b îáà íóëåâûå, òî 0 = λ0 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ. Åñëè æå

b ≠ 0, òî óñëîâèå a = λb âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ =
a

b
è ,↑↑a b  åñëè æå

↑↓a b , òî ïðè .λ = −
a

b

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ è ëþáûõ ÷èñåë ñïðàâåä-
ëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) x + y = y + x;
2) (x + y) + z = x + (y + z);
3) x + 0 = x;
4) äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x íàéäåòñÿ âåêòîð y òàêîé, ÷òî x + y = 0

(äåéñòâèòåëüíî, åñëè x = AB, òî y = BA);
5) 1 ⋅ x = x;
6) α(βx) = (αβ) x;
7) (α + β)x = αx + βx;
8) α(x + y) = αx + αy.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà ÷èñëî, åñëè
ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ïï. 1–8, íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

×åðåç V3 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç V2 — ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ïà-
ðàëëåëüíûõ îäíîé ïëîñêîñòè, ÷åðåç V1 — ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,
ïàðàëëåëüíûõ íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ìíîæåñòâà V3, V2 è V1 îáðàçóþò
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê íà íèõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíè-
ÿì ïï. 1–8.

Ñèñòåìó òðåõ è áîëåå âåêòîðîâ íàçûâàþò êîìïëàíàðíîé, åñëè âñå
îíè ïàðàëëåëüíû îäíîé ïëîñêîñòè. Åñëè æå òàêîé ïëîñêîñòè íå ñó-
ùåñòâóåò, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåêîìïëàíàðíîé.

Áàçèñ è êîîðäèíàòû. Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ
â V3, V2 è V1, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ââî-
äÿò òàê æå, êàê è â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ïîíÿòèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðà â V3 ìîæíî äàòü ñëåäó-
þùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó: ñèñòåìà èç äâóõ âåêòîðîâ a1
è a2 ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû;
ñèñòåìà èç òðåõ âåêòîðîâ a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè êîìïëàíàðíû.



196

Ëþáàÿ íåêîìïëàíàðíàÿ òðîéêà âåêòîðîâ e1, e2, e3 èç V3 íàçûâàåò-
ñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V3. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé
âåêòîð a èç V3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, è ïðè òîì åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè a = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3.

Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 1 1 2 2 3 3,= λ + λ + λa e e e  ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé âåêòîð a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå, íàçûâàþòñÿ
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà. ×èñëà λ1, λ2,
λ3 — ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðà a îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, e2, e3. Ïèøóò

1 2 3( ),= λ λ λa , ,  èëè 1 2 3{ },= λ λ λa , ,  èëè 1 2 3( ).λ λ λa , ,  Ïðè ñëîæåíèè
âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî îäíîãî è òîãî æå áàçèñà ñêëà-
äûâàþòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî — óìíîæàþòñÿ íà ýòî
÷èñëî.

Êîíñòðóêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè O è ïðèëîæåííîãî ê íåé âåê-
òîðíîãî áàçèñà, íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (ðèñ. 6.3).

Âåêòîð OM íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè M. Êîîðäèíàòà-
ìè òî÷êè M íàçûâàþò êîîðäèíàòû åå ðàäèóñà-âåêòîðà.

Äàíû êîîðäèíàòû òî÷åê 1 2 3( , , )A x x x  è 1 2 3( , , ).B y y y

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà AB. Âèäèì, ÷òî OA + AB = OB, ò.å.

1 1 2 2 3 3( , , ).y x y x y x= − = − − −AB OB OA

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà AB, íóæíî èç êîîðäèíàò åãî
êîíöà âû÷åñòü êîîðäèíàòû åãî íà÷àëà.

Âåêòîðíûé áàçèñ íàçûâàþò äåêàðòîâûì, åñëè åãî âåêòîðû ïîïàð-
íî îðòîãîíàëüíû è åäèíè÷íû. Âåêòîðû äåêàðòîâîãî áàçèñà îáîçíà÷à-
þò i, j, k (ðèñ. 6.4).

 

O  

1e  

1 2 3( , , )A x x x  

2e  

3e

 

1 2 3( , , )B y y y  
         

 

O  

k  

j  
i  

x  

y  

z  

Ðèñ. 6.3 Ðèñ. 6.4

Êîíñòðóêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè O è ïðèëîæåí-
íîãî ê íåé äåêàðòîâà áàçèñà, íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò. Åå îñè ïîëó÷èëè ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: îñü Ox — îñü àáñ-
öèññ, Oy — îñü îðäèíàò, Oz — îñü àïïëèêàò.

Ïð è ì åð 1. Äàí âåêòîð AB = (2, −5, 4).
Èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷êè B (−4, 4, 3). Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷-

êè A(x, y, z).
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Ðåøåíèå. Èìååì
( 4 , 4 , 3 ) (2, 5, 4).x y z= − − − − = −AB

Ñëåäîâàòåëüíî:
4 2, 6; 4 5, 9; 3 4, 1.x x y y z z− − = = − − = − = − = = −

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå êîîðäèíàòû ( 6, 9, 1).− −

Ïð è ìåð 2. Äàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà (4, 3, 5),A

(2, 7, 9), (6, 1, 1).B C

Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ÑM, íàïðàâëåííîãî ïî ìåäèàíå òðå-
óãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè M, ðàâíûå ïîëóñóììàì

êîîðäèíàò òî÷åê A è B: 
4 2 3 7 5 9

, , ,
2 2 2

M
+ + + 

 
 

ò.å. (3, 5, 7).M  Êîîð-

äèíàòû âåêòîðà CM íàõîäèì, âû÷èòàÿ èç êîîðäèíàò òî÷êè M ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè C:

(3 6 5 1 7 1), ( 3 4, 6)., , ,= − − − = −CM CM

Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè. Ïóñòü äàí îòðåçîê AB
è òî÷êà M, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé AB. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà M äåëèò
îòðåçîê AB â îòíîøåíèè ( 1),λ λ ≠ −  åñëè .= λAM MB  Ïðè λ > 0 òî÷êà
M ëåæèò âíóòðè îòðåçêà AB, åñëè æå λ < 0, òî òî÷êà M ëåæèò âíå
îòðåçêà AB.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, è ïóñòü îòíîñèòåëüíî ýòîé
ñèñòåìû äàíû êîîðäèíàòû òî÷åê A è B:

1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , ).A x y z B x y z

Íàéäåì êîîðäèíàòû 0 0 0( , , )x y z  òî÷êè M, êîòîðàÿ äåëèò îòðåçîê
AB â îòíîøåíèè ( 1).λ λ ≠ −  Òàê êàê

{ }
{ }

0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0

, , ,

, , ,

x x y y z z

x x y y z z

= λ = − − −

= − − −

AM MB AM

MB

,

òî

0 1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0( ), ( ), ( ).x x x x y y y y z z z z− = λ − − = λ − − = λ −
Ñëåäîâàòåëüíî:

1 2 1 2 1 2
0 0 0, , .

1 1 1

x x y y z z
x y z

+ λ + λ + λ= = =
+ λ + λ + λ

(6.20)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èçâåñòíîå èç ñðåäíåé øêîëû ïîëî-
æåíèå, óæå èñïîëüçîâàííîå íàìè: êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà ðàâ-
íû ïîëóñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî êîíöîâ (â ýòîì ñëó-
÷àå λ = 1).

Ïð è ì åð 3. Ïóñòü çàäàí òðåóãîëüíèê ABC êîîðäèíàòàìè ñâîèõ
âåðøèí: (1, 3, 2), (3, 5, 7), ( 1, 5, 3).A B C− − − −



198

Íàéòè êîîðäèíàòû (x0, y0, z0) òî÷êè D ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí.
Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, òî÷êà D äåëèò ìåäèàíó AM â îòíîøåíèè

λ = 2.  Òàê êàê òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (1, 5, 2), òî ïî ôîðìóëàì
(6.20) íàõîäèì:

0 0 0
1 2 1 3 2 5 7 2 2 2 2

1, , .
1 2 1 2 3 1 2 3

x y z
+ ⋅ − + ⋅ − + ⋅= = = = = =

+ + +

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü. Ïðÿìàÿ ñ çàäàííûìè íà íåé òî÷êîé
è åäèíè÷íûì áàçèñíûì âåêòîðîì e íàçûâàåòñÿ îñüþ.

Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè A íà îñü íàçûâàåòñÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ îñè ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó A.

Ïðîåêöèåé âåêòîðà AB íà îñü íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà A′B′
îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e îñè, ãäå A′ è B′ — ïðîåêöèè òî-
÷åê A è B íà îñü l, ò.å. åñëè ,′ ′ = αA B e  òî ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ ïðîåê-
öèåé âåêòîðà AB íà îñü l. Îáîçíà÷àþò è� .α = eAB

Èç ïðàâèë ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî âåêòîðîâ, çàäàííûõ
ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, ñëåäóåò, ÷òî è� ( è� è� ,α + β = α + βe e ea b a b)

ãäå α è β — ëþáûå ÷èñëà.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è� cos ,α = α ϕe  ãäå ϕ — óãîë ìåæäó âåêòîðà-

ìè e è a, îòñ÷èòàííûé ïî ïðàâèëàì òðèãîíîìåòðèè: îò âåêòîðà e
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äî âåêòîðà a.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå (a, b), ðàâ-
íîå ïðîèçâåäåíèþ èõ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, ò.å.

( , ) cos .= ϕa b a b

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ a èëè b íóëåâîé, òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîðû îðòîãîíàëüíû.

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) (a, b) = (b, a);
2) (a, b + c) = (a, b) + (a, c);
3) (λa, b) = λ(a, b);

4)
2

( , ) 0= >a a a  ïðè ≠a 0  è ( ) .=0 0 0,

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ, çàäàííûõ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè, ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé îäíîèìåííûõ äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî,

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( )x y z , x y z x x y y z z ,+ + + + = + +i j k i j k

òàê êàê ( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) ( , ) 1.= = = = = =i j i k j k i i j j k k
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Ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî íàõîäèòü:
1) äëèíó âåêòîðà x y z= + +a i j k  ïî ôîðìóëå

2 2 2( , ) x y z= = + +a a a ;

2) ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êàìè 1 1 1( , , )A x y z  è 2 2 2( , , )B x y z  ïî
ôîðìóëå

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ;d x x y y z z= = − + − + −AB

3) ïðîåêöèþ îäíîãî âåêòîðà íà íàïðàâëåíèå äðóãîãî ïî ôîðìóëå

( , )
è� ;=a

a b
b

a

4) êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ïî ôîðìóëå � ( , )
cos( , ) ;= a b

a b
a b

5) êîñèíóñû óãëîâ α, β, γ ìåæäó âåêòîðàìè è îñÿìè êîîðäèíàò,
íàçûâàåìûå íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè, ïî ôîðìóëàì

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos , cos , cos ;

x y z

x y z x y z x y z
α = β = γ =

+ + + + + +
6) êîîðäèíàòû îðòà âåêòîðà a, ò.å. êîîðäèíàòû âåêòîðà a0, íà-

ïðàâëåííîãî òàê æå, êàê è âåêòîð a, íî ïî äëèíå ðàâíîãî åäèíèöå.
Êîîðäèíàòû îðòà âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ åãî íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñà-
ìè.

Ï ð è ì å ð 4. Íàéòè ,a  åñëè 4 ,= +a p r  ãäå 1, 2,= =p r
�( ) 45 .= °p r,

Ðåøåíèå. 
2

( ) (4 ) 16( , ) 8( , ) ( , ) 16 1= = + = + + = ⋅ +a a a p r p p p r r r,

2
8 1 2 2 16 8 2 26; 26.

2
+ ⋅ ⋅ ⋅ + = + + = =a

Ïð è ìåð 5. Äàíû òðè âåêòîðà:

3 , , .= − − = + − = − +a i 6j k b i 4j 5k c 3i 4j 12k

Íàéòè è� ( ).+c a b

Ðåøåíèå. Íàõîäèì 
( , )

è� ( ) ,
++ =c

a b c
a b

c
 {4, 2, 6},+ = − −a b

( , ) 12 8 72 52,+ = + − = −a b c  9 16 144 169 13;= + + = =c

52
è� ( ) 4.

13
+ =− =−c a b
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Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Âåêòîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ òðå-
òèé âåêòîð c, îáîçíà÷àåìûé [a,b], ïðè ýòîì:

1) âåêòîð c îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ a è b;
2) åñëè âåêòîðû a, b, c îòëîæåíû îò îäíîé òî÷êè O, òî ñ êîíöà

âåêòîðà c ïîâîðîò îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b íà ìåíüøèé óãîë âèäåí
ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà
a, b, c íàçûâàåòñÿ ïðàâîé;

3) sin ,= ϕc a b  ãäå ϕ — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b. Åñëè âåê-
òîðû a è b ïàðàëëåëüíû, òî ïîëàãàåòñÿ [ , ] .=a b 0

Îòìåòèì ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) [ , ] [ , ];= −a b b a

2) [ , ] [ , ];λ = λa b a b

3) [ , ] [ , ] [ , ];+ = +a b c a c b c

4) âåëè÷èíà [ , ]a b  ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåí-
íîãî íà âåêòîðàõ a è b;

5) åñëè âåêòîðû a è b çàäàíû â ïðàâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò (ïîâîðîò îò âåêòîðà i ê âåêòîðó j íà óãîë 
2
π  ñ êîíöà âåêòîðà k

âèäåí ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), òî

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2

[ , ] ,
y z x z x y

x y z
y z x z x y

x y z

= − + =
i j k

a b i j k

ãäå 1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , ).x y z x y z= =a b

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ a, b, c íàçûâàåòñÿ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâûõ äâóõ âåê-
òîðîâ íà òðåòèé. Îáîçíà÷àåòñÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a, b, c).
Ïî îïðåäåëåíèþ ( )( , , ) [ , ], .=a b c a b c

Îòìåòèì ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ( , , )a b c  òðåõ íåêîìïëà-

íàðíûõ âåêòîðîâ ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ a, b, c. Ïðè ýòîì (a, b, c) > 0, åñëè òðîéêà a, b, c ïðàâàÿ,
è (a, b, c) < 0, åñëè ýòà òðîéêà ëåâàÿ;

2) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , );= = = −a b c b c a c a b b a c

3) åñëè âåêòîðû a, b, c çàäàíû äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè

1 1 1 2 2 2 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , ),x y z x y z x y z= = =a b c òî

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) ;

x y z

x y z

x y z

=a b c
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4) òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñìå-
øàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Ïð è ì åð 6. Íàéòè ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ a = 2p + r è b = p + 3r, ãäå 2, 2= =p r  è �( , ) 45 .ϕ = =p r o

Ðåøåíèå

[ , ] [2 , ] 2[ , ] [ , ] [ , ]

5 [ , ] 5 sin ,

S = = + + = + + =

= = ϕ

a b p r p 3r p p r p 3 r r

p r p r

òàê êàê [ , ] [ , ] , [ , ] [ , ].= = = −p p r r 0 r p p r

Òàêèì îáðàçîì, 
2

5 2 2 10.
2

S = ⋅ ⋅ ⋅ =

Ï ð è ì å ð 7. Äàíî: A(0, −3, −2); B(0, −2, −3), C(−2, −5, −1);
D(−2, 1, 2). Íàéòè:

à) ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ 
1

,
3

DA

1
;

2
DC

á) îáúåì V ïèðàìèäû, ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ AB + DB, DA

è DC.
Ðåøåíèå:

à) [ ]1
, , (2 4 4), (0 6 3),

6
S , , , ,= = − − = − −DA DC DA DC

[ ], 2 4 4 12 6 12 6(2 2 ),

0 6 3

= − − = − + − = − − +
− −

i j k

DA DC i j k i j k

1
6(2 2 ) 6(2 2 ) 4 1 4 3;

6
S = − + = − + = + + =i j k i j k

á) ( )1
, , , (0,1, 1),

6
V = + = −AB DB DA DC AB  (2, 3, 5),= − −DB

(2, 2, 6),+ = − −AB DB  

2 2 6 1 1 3
1

mod 2 4 4 2mod 1 2 2
6

0 6 3 0 2 1

V

− − − −
= − − = − − =

− − − −

1 1 3

2 0 1 1 6.

0 2 1

− −
= − =

− −
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Óïðàæíåíèÿ

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíî: 2 , 8 7 ,= + = −AB p 5q AC p q ãäå p

è q — ïðîèçâîëüíûå íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû. Âûðàçèòå ÷åðåç
p è q âåêòîð BC.

Îòâåò: 6p − 12q.
2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà BC òî÷êàìè M1, M2, M3 ðàçäåëå-

íà íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òî 1 1 2 2 3 3 ,= = =BM M M M M M C  ïðè

ýòîì 1 2, .= =AM a AM b  Âûðàçèòå ÷åðåç a è b âåêòîðû AB, BC, AC.
Îòâåò: 2 4( ) 2 2 ., ,= − = − = −AB a b BC b a AC b a

3. Íàéäèòå ÷èñëà α è β, åñëè èçâåñòíî: 4 2, ,= α + = − βAB p q BC p q

,= β + αAC p q ãäå p, q — íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû.
Îòâåò: 1; 3.
4. Âåêòîð a = (2, −4, 3) îòëîæåí îò òî÷êè A(3, −5, −2). Íàéäèòå êî-

îðäèíàòû òî÷êè B — åãî êîíöà.
Îòâåò: (5, 9, 5).B −
5. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2 3 ,= +a p q

3 4 ,= −b p q ãäå
Îòâåò: 33.

6. Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû âåêòîðà 2 3 4 ,= + +a p q r ãäå p, q, r —

åäèíè÷íûå âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå ìåæäó ñîáîé óãëû, ðàâíûå 
2

.
3

π

Îòâåò: 37.

7. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè (3, 3, 1),=a

(3, 1, 3).= −b
Îòâåò: 9/19.

8. Íàéäèòå êîîðäèíàòû îðòà âåêòîðà 6 3 2 .= − −a i j k

Îòâåò: (6 7, 3 7, 2 7).− −

9. Íàéäèòå ïðîåêöèþ âåêòîðà 4 6= + −a i j k5  íà îñü, îïðåäåëÿå-

ìóþ âåêòîðîì 6 2 2 .= − −b i j k
Îòâåò: 2.
10. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-

òîðàõ 3 2 , 4 5 ,= − = +a p q b p q ãäå

Îòâåò: 92.

� π= = =4, 2, ( , ) .
6

p q p q

� π= = =3, 2, ( , ) .
4

p q p q
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7. Ïðèëîæåíèå ëèíåéíîé àëãåáðû
ê çàäà÷àì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

7.1. Óðàâíåíèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè

Âîçìîæíîñòü õàðàêòåðèçîâàòü ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïëîñêîñòè
è â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ïàðû èëè òðîéêè ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïðè-
ìåíÿòü äëÿ èçó÷åíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé àïïàðàò ëèíåéíîé àë-
ãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåêîòîðàÿ êðèâàÿ L, âûáðàíà äåêàðòî-
âà ñèñòåìà êîîðäèíàò (0,x,y).

Óðàâíåíèå F(x,y) = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êðèâîé L â âûáðàí-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, åñëè êîîðäèíàòû (x,y) ëþáîé òî÷êè êðèâîé L
óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ è ëþáîå ðåøåíèå (x,y) óðàâíåíèÿ
F(x,y) = 0 îïðåäåëÿåò òî÷êó M(x,y), ïðèíàäëåæàùóþ L.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñ-
òè S îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò: óðàâíåíèåì ïî-
âåðõíîñòè S îòíîñèòåëüíî äàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå F(x,y,z) = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäè-
íàòû ëþáîé òî÷êè, ëåæàùèå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, íî íå óäîâëåòâîðÿ-
þò êîîðäèíàòû íè îäíîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè.

Êðèâóþ L â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü êàê ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé:

1

2

( , , ) 0,

( , , ) 0,

F x y z

F x y z

=
 =

ãäå óðàâíåíèÿ 1( , , ) 0F x y z =  è 2( , , ) 0F x y z =  îïðåäåëÿþò íåêîòîðûå
ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êðèâóþ L.

Çàäàíèå êðèâîé â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé íå âñåãäà óäîáíî
ââèäó íåîäíîçíà÷íîñòè ýòîé ñèñòåìû. ×àñòî áîëåå óäîáíûì îêàçûâà-
åòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé:

1 2

( ),

( ), ,

( ),

x t

y t t t t

z t

= ϕ
 = ψ ≤ ≤
 = η

ïðè êîòîðîì ïîëîæåíèå òî÷êè íà êðèâîé õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì
íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà t (â ôèçèêå â êà÷åñòâå ïàðààìåòðà t, êàê ïðà-
âèëî, ïðèíèìàåòñÿ âðåìÿ).

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé
ôîðìå:

( ) ( ) ( ) ( )t t t t= = ϕ + ψ + ηr r i j k,
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èëè â ìàòðè÷íîé:

( )

( ) .

( )

x t

y t

z t

ϕ   
   = ψ   
   η   

Ïàðàìåòðè÷åñêè ìîæíî òàêæå çàäàòü è ïîâåðõíîñòü:

( , ),

( , ),

( , ),

x u v

y u v

z u v

= ϕ
 = ψ
 = η

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,u v u v u v u v= = ϕ + ψ + ηr r i j k

( , )

( , ) .

( , )

x u v

y u v

z u v

ϕ   
   = ψ   
   η   

Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-
íèåì äâóõ ïàðàìåòðîâ: u è v.

Çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè:
1) ïî èçâåñòíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì êðèâîé L èëè ïîâåðõ-

íîñòè S çàïèñàòü èõ óðàâíåíèÿ;
2) èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ óðàâíåíèé êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé,

èçó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû çàäàíèÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé

óðàâíåíèÿìè.

Îêðóæíîñòü. Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
C(a,b) ðàäèóñà R.

Êàê èçâåñòíî, îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ýòîé
ïëîñêîñòè.

Òî÷êà M(x,y) ëåæèò íà äàííîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà R=CM , ò.å.

2 2 2( ) ( )x a y b R− + − = (7.1)
åñòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a,b) ðàäèóñà R. Óðàâ-
íåíèå (7.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2 2 2 2 22 2 0.x y ax ay a b R+ − − + + − = (7.2)

Ïàðàìåòðè÷åñêè îêðóæíîñòü (7.1) ìîæíî çàäàòü â âèäå ñèñòåìû

cos ,
0 2 .

sin ,

x a R t
t

y b R t

= + ≤ < π = +
Ìû ðåøèëè ïåðâóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðè: ïî èçâåñò-

íûì ñâîéñòâàì êðèâîé ïîëó÷èëè åå óðàâíåíèå.
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Âûÿñíèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà

2 2
11 22 12 01 02 002 2 2 0,a x a y a xy a x a y a+ + + + + = (7.3)

ãäå const,ika =  îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè îïðåäåëÿ-
åò îêðóæíîñòü, íàéäåì åå öåíòð è ðàäèóñ.

Ñðàâíèâàÿ (7.2) è (7.3), âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.3) ìîæåò îïðåäå-
ëÿòü îêðóæíîñòü, åñëè a12 = 0, a11 = a22 ≠ 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
(7.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2 2 01 02 00

11 11 11

2 2
0,

a a a
x y x y

a a a
+ + + + =

èëè ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ
2 2 2 2

01 02 01 02 00 11
2

11 11 11

.
a a a a a a

x y
a a a

    + −
+ + + =   

   
(7.4)

Åñëè 2 2
01 02 00 11 0a a a a+ − > , òî óðàâíåíèå (7.4) îïðåäåëÿåò îêðóæ-

íîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí 
2 2
01 02 00 11

11

a a a a

a

+ −
, à öåíòð åå èìååò êî-

îðäèíàòû 01 02

11 11

,
a a

a a

 
− − 
 

. Åñëè 2 2
01 02 00 11 0a a a a+ − = , òî óðàâíåíèþ (7.4)

óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû åäèíñòâåííîé òî÷êè 01 02

11 11

,
a a

a a

 
− − 
 

. Åñëè

æå 2 2
01 02 00 11 0a a a a+ − < , òî óðàâíåíèþ (7.4) íå óäîâëåòâîðÿþò êîîð-

äèíàòû íè îäíîé òî÷êè ïëîñêîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå (7.4) îïðåäåëÿåò ìíèìóþ îêðóæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíå-
íèå (7.3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè a12 = 0, a11 = a22 ≠ 0, 2 2

01 02 00 11 0a a a a+ − > .
×àñòè÷íî ìû ðåøèëè è âòîðóþ çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

çíàÿ óðàâíåíèå (7.3), âûÿñíèëè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíî îïðåäåëÿåò
îêðóæíîñòü. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å. èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ,
êîãäà a12 ≠ 0, a11 ≠ a22, áóäåò ïðîèçâåäåíî ïîçäíåå, ïîñëå èçó÷åíèÿ
ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû.

Ïð è ì åð 1. Íàéòè öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè
2 2 2 4 4 0.x y x y+ + − − = (à)

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, óðàâíåíèå (à) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

2 2( 1) ( 2) 9.x y+ + − = (á)
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Ñðàâíèâàÿ (7.1) è (á), âèäèì, ÷òî öåíòð èìååò êîîðäèíàòû (−1,2),
à ðàäèóñ R = 3.

Ïàðàáîëà. Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêî-
ñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè F è äàííîé ïðÿìîé ýòîé æå
ïëîñêîñòè.

Äàííàÿ òî÷êà F íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû, à äàííàÿ ïðÿ-
ìàÿ — äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäè-

íàò ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñü Îx ïðîâåäåì
÷åðåç ôîêóñ F ïåðïåíäèêóëÿðíî äèðåêòðè-
ñå (ðèñ. 7.1). Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â
òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò ôîêóñà è äèðåê-
òðèñû. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêó-
ñîì è äèðåêòðèñîé ÷åðåç p. Âåëè÷èíó p íà-
çûâàþò ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû.

Ïðè òàêîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò

äëÿ âñåõ òî÷åê äèðåêòðèñû 
2
p

x = −  , à ôî-

êóñ F èìååò êîîðäèíàòû ,0
2
p 

 
 

. Ïóñòü M(x,y) — ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

ïàðàáîëû. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàáîëû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AM = FM, ãäå ,
2
p

A y
 − 
 

 — òî÷êà äèðåêòðèñû.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2 2
2

2 2
p p

x x y
   + = − +   
   

.

Èç ðàâåíñòâà êîðíåé ñëåäóåò ðàâåíñòâî ïîäêîðåííûõ âûðàæå-

íèé, ò.å. 
2 2

2,
2 2
p p

x x y
   + = − +   
   

 èëè 
2 2

2 2 2,
4 4
p p

x px px x y+ + = − + +

èëè 2 2y px= . Ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ AM = FM, òàê
êàê ìû íå ñîâåðøàëè îïåðàöèé, êîòîðûå ìîãëè áû ïðèâåñòè ê ïîòåðå
ðåøåíèé è ê ïîÿâëåíèþ äðóãèõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-
÷èëè èñêîìîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû y2 = 2px, íàçûâàåìîå êàíîíè÷å-
ñêèì.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (7.3) ìîæåò îïðåäåëÿòü ïàðàáîëó,
åñëè 2

11 22 12 0a a a− = . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2
11 22 12 0a a a− =  êðè-

âàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (7.3), ìîæåò ðàñïàñòüñÿ íà ïàðó ïàðàë-
ëåëüíûõ èëè ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ.

y

x

M

F

A

O p

2
p

2

Ðèñ. 7.1
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Ïð è ìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 2 6 6 0y y x− + + =  îïðåäå-
ëÿåò ïàðàáîëó. Íàéòè çíà÷åíèå åå ïàðàìåòðà p è êîîðäèíàòû âåð-
øèíû.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì 2( 3) 3 0y x− + − = .
Åñëè ïîëîæèòü y1 = y − 3, x1 = −x + 3, òî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âè-
äó 2

1 1y x=  . Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì ïàðàáîëû, íàõîäèì, ÷òî 2p = 1 è 
1
2

p = . Âåðøèíà ïàðàáîëû íà-

õîäèòñÿ â òî÷êå (3,3).

Ñôåðà. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a,b,c)
ðàäèóñà R.

Êàê èçâåñòíî, ñôåðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè.

Åñëè M(x,y,z) — ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñôåðû, òî R=MC , ñëåäî-
âàòåëüíî,

2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R− + − + − = (7.5)

åñòü óðàâíåíèå ñôåðû.
Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ îêðóæíîñòè, ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

2 2 2
11 22 33 12 13

01 02 03 00

2 2

2 2 2 0

a x a y a z a xy a xz

a x a y a z a

+ + + + +
+ + + + = (7.6)

îïðåäåëÿåò ñôåðó, åñëè 11 22 33 0,a a a= = ≠  12 13 23 0,a a a= = =  2 2
01 02a a+ +

2
03 00 11 0a a a+ − > , ñ öåíòðîì â òî÷êå 01 02 02

11 11 11

, ,
a a a

a a a

 
− − − 
 

 ðàäèóñà

2 2 2
01 02 03 00 11

11

a a a a a
R

a

+ + −
= .

Åñëè 2 2 2
01 02 03 00 11 0a a a a a+ + − = , òî óðàâíåíèþ (7.6) óäîâëåòâîðÿ-

þò òîëüêî êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ. Ïðè 2 2 2
01 02 03 00 11 0a a a a a+ + − <  óðàâ-

íåíèþ (7.6) íå óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû íè îäíîé òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà — èìååì òàê íàçûâàåìóþ ìíèìóþ ñôåðó.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ êðèâàÿ L
è íåíóëåâîé âåêòîð l. Öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ
ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âñåìè ïðÿìûìè, ïàðàëåëüíûìè âåêòî-
ðó l è ïåðåñåêàþùèìè êðèâóþ L. Ïðè ýòîì êðèâóþ L íàçûâàþò
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íàïðàâëÿþùåé, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå — îáðàçóþùèìè öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå F(x,y) = 0 â ïðîñòðàí-
ñòâå îïðåäåëÿåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþùèå êîòîðîé
ïàðàëëåëüíû îñè Oz, à íàïðàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ â êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè Oxy, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåèåì F(x,y) = 0. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè M0(x0,y0) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
F(x,y) = 0, òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷êè
M(x0,y0,z) ïðè ëþáîì z, ò.å. âñå òî÷êè ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M(x0,y0,0) ïàðàëëåëüíî îñè Oz. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 + y2 = 1
â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò êðóãîâîé öèëèíäð, à óðàâíåíèå y2 = 2px —
ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèå F(y,z) = 0 îïðåäåëÿåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïî-

âåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé 
( , ) 0,

0

F y z

x

=
 =

 è îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé

îñè Ox.
Êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü äàíà â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðàÿ

êðèâàÿ L è òî÷êà M(x0,y0,z0). Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ äâèæåíèåì
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0 è ïåðåñåêàþùåé êðèâóþ L,
íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ âåðøè-
íîé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå F(x,y,z) = 0. Ôóíêöèÿ F(x,y,z) íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíîé ñòåïåíè m (m > 0), åñëè ïðè ëþáîì t âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå ( , , ) ( , , )mF tx ty tz t F x y z= . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå F(x,y,z) = 0
òàêæå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå F(x,y,z) =
= x2 + y2− z2 = 0 îäíîðîäíîå ñòåïåíè 2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå F(x,y,z) = 0 îïðåäåëÿåò êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåð-
øèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. (Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñëå èçó÷å-
íèÿ ïîäðàçä. 7.5.)

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè xOy çàäàíà ëèíèÿ
F(x,y) = 0. Ïðè âðàùåíèè êðèâîé âîêðóã îñè Ox ìû ïîëó÷èì ïîâåðõ-
íîñòü, íàçûâàåìóþ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Åñëè òî÷êà M0(x,y,0)
ëåæèò íà êðèâîé F(x,y) = 0, òî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè Ox îíà
îïèøåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå C(x,0,0), ðàäèóñ êîòîðîé ðà-
âåí y . Ïóñòü M(X,Y,Z) — òî÷êà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà x = X,

2 2y Y Z= ± + . Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ áóäåò èìåòü

âèä ( )2 2, 0F X Y Z± + = . Íàïðèìåð, âðàùàÿ ïàðàáîëó y2 = 2px âî-

êðóã îñè Ox, ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü y2 + z2 = 2px, íàçûâàåìóþ ýëëèï-
òè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ.
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7.2. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Êðîìå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ìàòåìàòèêå ïðèìåíÿåòñÿ
ðÿä äðóãèõ. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïîçíàêîìèìñÿ ñ îäíîé èç íèõ.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîñòîèò èç òî÷êè, íàçûâàåìîé ïî-
ëþñîì, è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåå îñè, íàçûâàåìîé ïîëÿðíîé îñüþ.

×èñëà (r, ϕ) íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè Ì, åñëè
r = OM , à ϕ — óãîë ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è âåêòîðîì OM, îòñ÷è-
òàííûé ïî ïðàâèëàì òðèãîíîìåòðèè (ðèñ. 7.2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
0 r≤ < ∞ , 0 2≤ ϕ < π.

Ïîìåñòèì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû â ïîëþñ O, à îñü Ox íàïðà-
âèì ïî ïîëÿðíîé îñè. Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
÷åðåç ïîëÿðíûå ôîðìóëàìè x = r cosϕ, y = r sinϕ. Â ýòîì æå ñëó÷àå

ñîîòíîøåíèÿ 2 2r x y= + , tg
y

x
ϕ =  ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðåõîäà îò

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì.
Ìíîãèå êðèâûå óäîáíî èçó÷àòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

çàäàâàÿ èõ óðàâíåíèåì F(r,ϕ) = 0. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ íåêîòîðûõ
êðèâûõ:

r = a — îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â ïîëþñå;
r = 2acosϕ — îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå (a,0);
r = asinϕ — îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå (0,a);
r = aϕ — ñïèðàëü Àðõèìåäà;
r2 = a2cos2ϕ — ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè;

(1 cos )r a= + ϕ  — êàðäèîèäà.
Ïîñòðîèì êàðäèîèäó (ðèñ. 7.3).

y
M

O

r

    

Ðèñ. 7.2 Ðèñ. 7.3



210

Ïîëàãàÿ 
2 5

0, , , , , ,
6 3 2 3 6
π π π π πϕ = π è âû÷èñëÿÿ r, ïîñòðîèì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå òî÷êè. Ñîåäèíÿÿ èõ ãëàäêîé êðèâîé, ïîëó÷èì äóãó êàðäè-
îèäû, ëåæàùóþ âûøå ïîëÿðíîé îñè. Â ñèëó ÷åòíîñòè êîñèíóñà, ñòðî-
èì åé ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîé îñè ÷àñòü êàðäèîèäû.
Åå âèä îáúÿñíÿåò íàçâàíèå.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðîèòü îñòàëüíûå èç óêàçàííûõ
êðèâûõ.

7.3. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Çà ä à ÷ à 1. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó M0(x0,y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó N(A,B).

Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M (ðèñ. 7.4) ëåæèò
íà äàííîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà 

0
,⊥M M N  ò.å. êîãäà 0( , ) 0.=M M N  Åñëè

r è r0 ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê M è M0,
òî (M0M) = r − r0 è 0( , ) 0− =r r N åñòü âåêòîð-
íàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Âûðàæåíèå

0 0( ) ( ) 0A x x B y y− + − =         (7.7)

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó M0(x0,y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó N. Îáîçíà÷èì
−Ax0 − By0 = Ñ. Òîãäà (7.7) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

0.Ax By C+ + = (7.8)
Ýòî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îáùåì óðàâíå-

íèè ïðÿìîé êîýôôèöèåíòû À, Â îïðåäåëÿþò âåêòîð N, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûé äàííîé ïðÿìîé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëüíîé
ïðÿìîé.

Ïóñòü B ≠ 0. Îáîçíà÷àÿ 
A

k
B

= − , 
C

b
B

= − , óðàâíåíèå (7.8) ïåðåïè-

øåì â âèäå y = kx + b — óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåí-
òîì. Âåëè÷èíà k ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè Ox,
à âåëè÷èíà b ïî ìîäóëþ ðàâíà äëèíå îòðåçêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé
íà îñè Oy.

Ç à ä à ÷ à 2. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M0(x0,y0) ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r0 ïàðàëëåëüíî çàäàííîìó âåêòîðó
l(m,n). Âåêòîð l íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.

 N  

0M  

M  

y  

x  

0r  

r  

O  

Ðèñ. 7.4
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Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M(x,y) (åå ðàäèóñ-âåêòîð îáîçíà÷èì r(x,y))
ëåæèò íà äàííîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ,−r r l�  ò.å.
åñëè 0 ,t−r r l�  èëè

0 t+r r l= (7.9)
åñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â âåêòîðíîé ôîðìå. Â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèå (7.9) èìååò âèä

0

0

,

.

x x tm

y y tn

= +
 = +

(7.10)

Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.
Óðàâíåíèÿ (7.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

0 0 .
x x y y

m n

− −
= (7.11)

Ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðÿìàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M0(x0,y0) è M1(x1,y1), òî â êà÷åñòâå âåêòîðà l
ìîæíî âçÿòü âåêòîð 1 0 1 0( , )x x y y− −  è óðàâíåíèå (7.11) çàïèñàòü
â âèäå

0 0

1 0 1 0

.
x x y y

x x y y

− −
=

− −

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (x0,y0)
è (x1,y1).

Ç à ä à ÷ à 3. Çàäàíà ïðÿìàÿ L îáùèì
óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0. Íàéòè ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè M1(x1,y1) äî ïðÿìîé.

Ïóñòü M0(x0,y0) — ëþáàÿ òî÷êà íà
ïðÿìîé L (ðèñ. 7.5).

Î÷åâèäíî,

( )
Пр

1 0 1
0 1

1 0 1 0 1 1

2 2

,

( ) ( )
.

d

A x x B y y Ax By C

A B

= = =

− + − + +
= =

+

N M M
M M

N

N

N

Èòàê,

1 1

2 2
.

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
(7.12)

Ï ð è ì å ð 1. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (2,3) äî ïðÿìîé
3x + 4y + 10 = 0.

Ðèñ. 7.5

y

xO

d

N

LM0

M1
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Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (7.12): 
6 12 10 28

59 16
d

+ +
= =

+
.

Ç à ä à ÷ à 4. Îõàðàêòåðèçîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿ-
ìûõ, çàäàííûõ ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x + B1y + C1 = 0 è

2 2 2 0A x B y C+ + = .

Åñëè 1 1

2 2
0

A B

A B
≠ , 1 1 1 2 2 2( , ) ( , ),A B A BN N�  òî ïðÿìûå ïåðåñåêà-

þòñÿ è èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñèñòåìó

1 1 1

2 2 2

0,

0.

A x B y C

A x B y C

+ + =
 + + =

Åñëè 1 1

2 2
0

A B

A B
= , ò.å. 1 1

2 2

A B

A B
= , òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Îíè

ðàçëè÷íû, åñëè 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
= ≠ , è ñîâïàäàþò, åñëè 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
= = .

Ç à ä à ÷ à 5. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Ïóñòü ïðÿìûå ïåðåñå-
êàþòñÿ, ò.å. 1 2 2 1 0A B A B− ≠ . Â êà÷åñòâå óãëà ϕ ìåæäó ïðÿìûìè ïðè-
ìåì óãîë ìåæäó èõ íîðìàëÿìè. Ïîýòîìó

( )1 2 1 2 1 2

2 2 2 21 2 1 1 2 2

,
cos .

A A B B

A B A B

+
ϕ = =

+ +

N N

N N

Åñëè ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

1 1y k x b= +  è 2 2y k x b= + , òî òàíãåíñ îäíîãî èç óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè
ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

2 1

1 2

tg .
1

k k

k k

−
ϕ =

+

Ïð è ìåð 2. Íà îòðåçêå [1,4] çàäàíà ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé
ïðèâåäåí íà ðèñ. 7.6. Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîé ôóíê-
öèè.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìûõ AB, BC è AD. Áóäåì èñêàòü èõ â âèäå 1 1y k x b= + . Íà ïðÿìîé
ÀÂ ëåæàò òî÷êè A(1,0) è B(2,4). Ïîýòîìó

1 1

1 1

0 ,

4 2 .

k b

k b

= + 
= + 

Îòñþäà k1 = 4, b1 = 4. Óðàâíåíèå ÀÂ èìååò âèä y = 4x − 4. Ïðÿìàÿ
ÂÑ èìååò óðàâíåíèå y = 4. Óðàâíåíèå ïðÿìîé CD òàêæå èùåì â âèäå

2 2y k x b= + .
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Èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýòîé
ïðÿìîé òî÷åê C(3,4) è D(4,2) ïîëó÷àåì

ñèñòåìó 2 2

2 2

4 3 ,

2 4 ,

k b

k b

= + 
= + 
 èç êîòîðîé íàõî-

äèì: k2 = −2, b2 = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿ-
ìàÿ CD èìååò óðàâíåíèå 2 10y x= − + .
Àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèþ f(x) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

4 4, ÂÒÎË 1 2;

( ) 4, ÂÒÎË 2 3;

2 10, ÂÒÎË 3 4.

x x

f x x

x x

− ≤ ≤
= < ≤
− + < ≤

Ïð è ìåð 3. Òðåóãîëüíèê (ðèñ. 7.7) çàäàí êîîðäèíàòàìè ñâîèõ
âåðøèí: A(1,−1), B(4,−5), C(−5,−9). Íàéòè óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, íà êî-
òîðûõ ëåæàò: à) âûñîòà AH; á) ìåäèàíà AM; â) áèññåêòðèñà AN.

Ðåøåíèå. à) Òàê êàê ïðÿìàÿ AH
ïåðïåíäèêóëÿðíà ÂÑ, òî â êà÷åñòâå
âåêòîðà íîðìàëè ê ïðÿìîé AH ìîæ-
íî âçÿòü ëþáîé ïàðàëëåëüíûé ÂÑ
âåêòîð: ( 9, 4) (9,4).= − −BC �  Óðàâíåíèå
ïðÿìîé AH ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
9x + 4y + C = 0. Òàê êàê òî÷êà À ëåæèò
íà ïðÿìîé ÀÍ, òî 9 − 4 + C = 0, C = −5.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÍ â âèäå 9 4 5 0x y+ − = .

á) Ñåðåäèíà Ì îòðåçêà ÂÑ èìååò êîîðäèíàòû 
1
, 7

2

 − − 
 

, à âåêòîð

ÀÌ èìååò êîîðäèíàòû 
3
, 6

2

 − − 
 

. Î÷åâèäíî, âåêòîð (1,4) êîëëèíåàðåí

âåêòîðó ÀÌ. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÌ çàïèøåì â êàíîíè÷åñêîì âèäå

1 1

1 4

x y− += , èëè 4 5 0x y− − = .

â) Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé AN ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóì-
ìó îðòîâ âåêòîðîâ ÀÂ è ÂÑ. Òàê êàê AB = (3,−4), à AC = (−6,−8),

òî èõ îðòàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû 1

3 4
,

5 5

 = − 
 

a  è 2

3 4
,

5 5

 = − − 
 

a ;

1 2

8
0,

5

 + = − 
 

a a . Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ AN ïàðàëëåëüíà îñè Oy,

à òàê êàê îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A(1,−1), òî åå óðàâíåíèå x = 1.

Ðèñ. 7.6

y

xO

B C

A

D

1 2 3 4

1

4

2

3

B

A C

H
N

M

Ðèñ. 7.7
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7.4. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

Ç à ä à ÷ à 1. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M0(x0,y0,z0) ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r0(x0,y0,z0) ïåðïåíäèêóëÿðíî
âåêòîðó N(A,B,C). (Âåêòîð N íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè ïëîñêî-
ñòè.)

Êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1 èç ïîäðàçä. 7.3, ïîëó÷àåì

0( , ) 0,− =r r N (7.13)
ò.å. âåêòîðíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ãäå r = (x,y,z) — ðàäèóñ-
âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (7.13)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − =  èëè, îáîçíà÷àÿ

0 0 0Ax By Cz D− − − = , ïîëó÷èì îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
0.Ax By Cz D+ + + =

Çà äà÷à 2. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êó M0(x0,y0,z0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì 1 1 1 1( , , )m n p=l  è 2 2 2 2( , , )m n p=l ,

l l1 2.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü [ ]1 2,=N l l , èç (7.13) ïîëó÷èòü
èñêîìîå óðàâíåíèå â âåêòîðíîé ôîðìå

0 1 2( , , ) 0− =r r l l (7.14)
èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

0 0 0

1 1 1

2 2 2

0.

x x y y z z

m n p

m n p

− − −
= (7.15)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M0(x0,y0,z0),
M1(x1,y1,z1) è M2(x2,y2,z2), òî ìîæíî â (7.14) è (7.15) ïîëî-
æèòü 1 0 1=l M M , 2 0 2=l M M , ò.å. 1 1 0,m x x= −  1 1 0,n y y= −  1 1 0;p z z= −

2 2 0,m x x= −  2 2 0n y y= − , 2 2 0p z z= − .

Ç à ä à ÷ à 3. Îõàðàêòåðèçîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ ðàç-
ëè÷íûõ ïëîñêîñòåé ,i i i iA x B y C z D+ + =  1,2,3i = .

Òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè èõ âåêòîðû íîð-
ìàëåé ( , , ), 1,2,3,i i i iA B C i =N  êîìïëàíàðíû, ò.å. 1 2 3( , , ) 0.≠N N N
Åñëè æå (N1, N2, N3) = 0 è ñðåäè âåêòîðîâ Ni íåò ïàðàëëåëüíûõ,
òî ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïî òðåì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì,
ëèáî ïî îäíîé ïðÿìîé.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñðå-
äè âåêòîðîâ Ni åñòü ïàðàëëåëüíûå.

Ç à ä à ÷ à 4. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1(x1,y1,z1) äî ïëîñêîñòè
Ax + By + Cz + D = 0.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, êàê è ïðè âûâîäå ôîðìóëû (7.12), ïî-
ëó÷àåì

1 1 1

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
.

7.5. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ç à ä à ÷ à 1. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êó M0(x0,y0,z0) ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r0 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l(m,n,p).
(Âåêòîð l íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.) Ïóñòü r —
ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðÿìîé. Òîãäà 0 ,−r r l�  ïîýòîìó

0 t= +r r l
åñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â âåêòîðíîé ôîðìå. Âûðà-
æàÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

0

0

0

,

,

.

x x tm

y y tn

z z tp

= +
 = +
 = +

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ âåêòîðîâ
(èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû), íàõîäèì

0 0 0 ,
x x y y z z

m n p

− − −
= =

ò.å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè M0(x0,y0,z0), M1(x1,y1,z1), òî â êà÷åñòâå âåêòîðà l ìîæíî
âçÿòü âåêòîð 0 1 1 0 1 0 1 0( , , )x x y y z z− − −M M , ò.å. 1 1 0,m x x= −  1 1 0,n y y= −

1 1 0.p z z= −
Ïðÿìóþ ëèíèþ ìîæíî çàäàòü òàê æå, êàê ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ

äâóõ ïëîñêîñòåé:

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0,

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

(7.16)

åñëè âåêòîðû N1 = (A1,B1,C1) è N2 = (A2,B2,C2) íåïàðàëëåëüíû. Ñîîò-
íîøåíèÿ (7.16) íàçûâàþò îáùèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé.

×òîáû ïåðåéòè îò îáùèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé (7.16) ê êàíîíè÷å-
ñêèì è ïàðàìåòðè÷åñêèì, íóæíî íàéòè íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è òî÷-
êó M0(x0,y0,z0), ëåæàùóþ íà ïðÿìîé. Â êà÷åñòâå l ìîæíî ïðèíÿòü
âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé [N1,N2], à òî÷êó M0(x0,y0,z0) îïðåäåëèòü èç
ñèñòåìû (7.16), íàéäÿ åå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
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Çà ä à ÷ à 2. Íàéòè ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè M1 ñ ðàäèóñîì-âåêòî-
ðîì r1 äî ïðÿìîé r = r0 + tl (ðèñ. 7.8).

O

H

d

M0

M1 M2

M3

r0
r1

Ðèñ. 7.8

Èñêîìîå ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî âûñîòå M1H ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ r1 − r0 è l, à ïîòîìó

[ ]1 0,
.d

−
=

r r l

l

Çà ä à ÷ à 3. Íàéòè ðàññòîÿíèå d ìåæäó äâóìÿ íåïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè 1 1,t= +r r l  2 2,t= +r r l  1 2l l�  (ðèñ. 7.9).

O

H

d

M1

M2

M3

M4

M5

M6

r1
r2 l1

l2

M1M4 l1= , M2M3 l2= ,

M1M2= , M1M5 l2=r2 r1

Ðèñ. 7.9

Èñêîìîå ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî âûñîòå M3H ïàðàëëåëåïè-
ïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ r2 − r1, l1, l2, à ïîòîìó

[ ]
[ ]

1 0 1 2

1 2

.
, ,

d
,

−
=

r r l l

l l
(7.17)

Ç à ä à ÷ à 4. Îõàðàêòåðèçîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ

1 1

2 2

,

.

t

t

= +
= +

r r l

r r l
(7.18)
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Åñëè âåêòîðû l1, l2 ïàðàëëåëüíû, òî ïðÿìûå (7.18) ëèáî ïàðàë-
ëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò. Åñëè ïðÿìûå ñîâïàäàþò, òî âåêòîð r2 − r1
ïàðàëëåëåí îáùåìó íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó ýòèõ ïðÿìûõ. Åñëè

1 2l l� , òî ïðÿìûå ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùè-
ìèñÿ. Åñëè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàññòîÿíèå d ìåæäó íèìè ðàâíî
íóëþ. Èç (7.17) ïîëó÷àåì óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

( )2 1 1 2 1 2, , 0, .− =r r l l l l�

Åñëè ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ, òî d ≠ 0, ò.å.

( )2 1 1 2, , 0− ≠r r l l
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òîãî, ÷òî ïðÿìûå (7.18) ñêðåùèâàþòñÿ.

Êàê âèäèì, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Â ïîñëåäóþùèõ ïîäðàçäå-
ëàõ èçó÷èì êðèâûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò:

2 2
11 22 12 01 01 002 2 2 0,a z a y a xy a x a y a+ + + + + = (7.19)

ãäå aik — êîíñòàíòû. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ îêðóæíîñòü, ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáî-
ëà. Ê èçó÷åíèþ ýòèõ êðèâûõ ìû è ïåðåõîäèì.

7.6. Ýëëèïñ

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê ýòîé æå ïëîñêîñòè, íà-
çûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, áîëüøàÿ, ÷åì ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýëëèïñà.
Ïóñòü F1 è F2 — ôîêóñû (ðèñ 7.10). Ïîëîæèì 1 2 2 .c=F F  Äåêàð-

òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñü Ox íàïðà-
âèì ïî ïðÿìîé F1F2, à íà÷àëî ïîìåñòèì â ñåðåäèíó îòðåçêà F1F2.
Òîãäà F1(−c,0), F2(c,0). Ïóñòü M(x,y) — ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýëëèïñà.
Òîãäà 1 2 2a+ =F M F M  (âåëè÷èíà a äàíà, ïðè÷åì a > c). Èìååì

2 2
1 1 ( ) ,r x c y= = + +F M  2 2

2 2 ( ) .r x c y= = − +F M  Cëåäîâàòåëüíî, óðàâ-

íåíèå ýëëèïñà èìååò âèä

2 2 2 2
1 2 ( ) ( ) 2 .r r x c y x c y a+ = + + + − + =

×èñëà r1 è r2 íàçûâàþò ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè ýëëèïñà.
Óïðîñòèì ýòî óðàâíåíèå. Òàê êàê 2 2

1 2 4r r cx− = , 1 2 2r r a+ = , òî

1

c
r a x

a
= + , 2

c
r a x

a
= − , ò.å. 2 2( )

c
a x x c y

a
± = ± + . Âîçâåäåì îáå



218

÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Ïîëó÷èì 
2 2

2 2 2 2

2

a c
x y a c

a

− + = − .

Òàê êàê a > c, òî ìîæíî îáîçíà÷èòü a2 − c2 = b2 è çàïèñàòü
2

2 2 2

2

b
x y b

a
+ = , èëè

2 2

2 2
1,

x y

a b
+ = (7.20)

ò.å. ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå
èñõîäíîìó.

Îñè Ox è Oy ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè, à òî÷êà O(0,0) — öåíò-
ðîì ñèììåòðèè. Òî÷êè A1(−a,0), A2(a,0), B1(0,b) è B2(0,−b) íàçûâàþò-
ñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà. Òàê êàê x a≤ , y b≤ , òî ýëëèïñ — êðèâàÿ,
ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ ïðÿìûå x = ±a, y = ±b (ðèñ. 7.11).

y

xOF1 F2

M x y( , )

         

y

x

M

B1

A2

B2

A1

F2F1

Ðèñ. 7.10 Ðèñ. 7.11

×èñëî a â óðàâíåíèè (7.20) íàçûâàþò áîëüøîé, à b — ìàëîé ïîëó-
îñüþ ýëëèïñà. Ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ôîêóñû ýëëèïñà,
íàçûâàþò ôîêàëüíîé îñüþ.

Âåëè÷èíà 
2 2c a b

a a

−ε = =  íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèï-

ñà. Òàê êàê c < a, òî ε < 1.

Ïðÿìûå 
a

x = ±
ε

 íàçûâàþò äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà. Ïðåäëàãàåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî 1r

d
= ε, ãäå d — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì ýëëèïñà äî áëè-

æàéøåé îò ôîêóñà F1 äèðåêòðèñû 
a

x = −
ε

, è ÷òî 2r

d
= ε , ãäå d —
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ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì ýëëèïñà äî äèðåêòðèñû 
a

x =
ε

, à 1r a x= + ε ,

2r a x= − ε  — ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè Ì. Åñëè c = 0, òî a2 = b2

è ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü, ïðè ýòîì ε = 0.

Ïð è ì åð. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 2 24 4 16 4 0x x y y+ + − − =  îïðå-
äåëÿåò ýëëèïñ. Íàéòè êîîðäèíàòû åãî öåíòðà è ýêñöåíòðèñèòåò.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå, âûäåëèâ ïîëíûå êâàä-

ðàòû: 2 2( 2) 4( 2) 4 4 16 24x y+ + − = + + = . Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

x1 = x + 2, y1 = y − 2. Òîãäà 2 2
1 14 24,x y+ =  èëè 

2 2
1 1 1

24 6

x y+ = . Ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ýëëèïñ, ïðè÷åì a2 = 24, b2 = 6. Öåíòð åãî íàõî-

äèòñÿ â òî÷êå (−2,2). Òàê êàê 2 2 ,c a b= −  òî â íàøåì ñëó÷àå

24 6 18c = − = , à ïîýòîìó 
18 3

224
ε = = .

7.7. Ãèïåðáîëà

Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êî-
òîðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê
F1 è F2 ýòîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòî-
ÿííàÿ, ìåíüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè.

Òî÷êè F1 è F2 íàçûâàþò ôîêóñàìè ãèïåðáîëû.
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû.
Ïîëîæèì 1 2, 2c=F F . Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðåì òàê æå, êàê

è â ñëó÷àå ýëëèïñà. Òîãäà F1(−c,0), F2(c,0). Åñëè M(x,y) — ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà ãèïåðáîëû, òî

2 2 2 2( ) ( ) 2 ,x c y x c y a+ + − − + =

a = const, c > a. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó. Ïðîâå-
äÿ åãî óïðîùåíèå, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, îáîçíà÷èâ b2 = c2 − a2, ïî-
ëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

2 2

2 2
1.

x y

a b
− =

Ãèïåðáîëà — êðèâàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäè-
íàò (ðèñ. 7.12). Òî÷êè A1(−a,0), A2(a,0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãè-
ïåðáîëû. Òàê êàê x a≥ , òî ãèïåðáîëà íàõîäèòñÿ âíå ïîëîñû, îãðà-
íè÷åííîé ïðÿìûìè x = ±a. Îñü Oy íàçûâàþò ìíèìîé îñüþ ãèïåðáîëû,
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à îñü Ox — äåéñòâèòåëüíîé. Ïðÿìûå 
b

y x
a

= ±  ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòà-

ìè ãèïåðáîëû. ×èñëî a íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ ãèïåðáî-
ëû, à ÷èñëî b — ìíèìîé ïîëóîñüþ.

y

x

–b

b

F1 F2
A1(– ,0)a A2( ,0)a

Ðèñ. 7.12

Âåëè÷èíà 
c

a
ε =  íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû, ε > 1,

à ïðÿìûå 
a

x = ±
ε

 — åå äèðåêòðèñàìè. Îíè îáëàäàþò òåìè æå ñâîé-

ñòâàìè, ÷òî è äëÿ ýëëèïñà.

Ï ð è ì å ð. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 2 24 24 9 36 36x x y y− − + =
îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëó. Íàéòè åå öåíòð ñèììåòðèè è àñèìïòîòû.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå 2 24( 3) 9( 2) 36x y− − − =  èëè 
2 2( 3) ( 2)

1
9 4

x y− −− = .

Ïîëîæèì x1 = x − 3, y1 = y − 2. Òîãäà 
2 2
1 1 1
9 4

x y− = . Äàííàÿ êðèâàÿ —

ãèïåðáîëà ñ öåíòðîì â òî÷êå x1 = x − 3 = 0, y1 = y − 2 = 0, ò.å. â òî÷êå

(3,2). Óðàâíåíèå àñèìïòîò ãèïåðáîëû èìååò âèä 
2

2 ( 3)
3

y x− = ± − , èëè

2 3 0x y− = , 2 3 12 0x y+ − = .

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà: ýëëèïñ, ýêñöåíò-
ðèñèòåò êîòîðîãî ìåíüøå åäèíèöû, ãèïåðáîëó, ýêñöåíòðèñèòåò êîòî-
ðîé áîëüøå åäèíèöû. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ýêñöåíòðèñèòåò êîòî-
ðîé ðàâåí åäèíèöå, ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé (ðàññìîòðåíà â ïîäðàçä. 7.1).
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7.8. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2 2 2
11 22 33 12 13

23 01 02 03 00

2 2

2 0,

a x a y a z a xy a xz

a yz a x a y a z a

+ + + + +
+ + + + + = (7.21)

ãäå aik — êîíñòàíòû. Ïóòåì ñïåöèàëüíîãî âûáîðà äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò óðàâíåíèå (7.21) ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü è ïðè-
âåñòè ê îäíîìó èç âèäîâ, êîòîðûå ðàññìîòðèì íèæå.

1. Ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (a,b,c) ðàäèóñà R:
2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R− + − + − =

(ðàññìîòðåíà â ïîäðàçä. 7.1).

2. Ýëëèïñîèä. Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ îòíîñèòåëüíî êàêîé-
ëèáî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óðàâíåíèåì

2 2 2

2 2 2
1,

x y z

a b c
+ + =

íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì (ðèñ. 7.13), à âåëè÷èíû a, b, c — åãî ïîëó-
îñÿìè.

x

y

z

O

c

a

b

Ðèñ. 7.13

Èññëåäóåì ýòó ïîâåðõíîñòü ñ ïîìîùüþ ñå÷åíèé. Ñå÷åíèåì ýëëèï-
ñîèäà ïëîñêîñòüþ z = h áóäåò ýëëèïñ (ïðè h c< )

2 2 2

2 2 2

,

1

z h

x y h

a b c

=



+ = −


èëè
2 2

2 2
2 2

2 2

,

1.

1 1

z h

x y

h h
a b

c c

=

 + =      − −   
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Ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñà 
2

1 2
1

h
a a

c
= −  è 

2

1 2
1

h
b b

c
= −  áóäóò íàè-

áîëüøèìè ïðè h = 0. Ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëü-
íûìè êîîðäèíàòíûì, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè.

Åñëè äâå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà ðàâíû, òî ýòî ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ.
Ïðè a = b = c èìååì ñôåðó.

3. Îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä. Åñëè ãèïåðáîëó 
2 2

2 2
1

y z

b c
− =  ïëîñ-

êîñòè zOy âðàùàòü âîêðóã îñè Oz, òî ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü
2 2 2

2 2 2
1

x y z

b b c
+ − = , íàçûâàåìóþ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðà-

ùåíèÿ.
Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

2 2 2

2 2 2
1,

x y z

b b c
+ − =

íàçûâàåòñÿ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì
(ðèñ. 7.14).

Â ñå÷åíèÿõ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè

z = h ïîëó÷èì ýëëèïñû 2 2 2

2 2 2

,

1

z h

x y h

a b c

=



+ = +


ñ ïîëó-

îñÿìè
2

1 2
1

h
a a

c
= + è

2

1 2
1

h
b b

c
= + .

Â ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè x = h èëè y = h ïîëó÷èì ãèïåðáîëû.

4. Äâóïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä. Âðàùàÿ ãèïåðáî-

ëó 
2 2

2 2
1

y z

b c
− =  ïëîñêîñòè yOz âîêðóã îñè Oz, ïîëó÷èì

ïîâåðõíîñòü 
2 2 2

2 2 2
1.

z x y

c b b
− − =

Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì
2 2 2

2 2 2
1,

x y z

a b c
+ − = −

íàçûâàåòñÿ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì (ðèñ. 7.15).

Ðèñ. 7.14

Ðèñ. 7.15

z

y

x

b

a
O

z

y

x

O
a

–a
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Ñå÷åíèÿìè ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè z = h áóäóò ýëëèïñû

2 2 2

2 2 2

( ),

1.

z h h c

x y h

a b c

 = >



+ = −


Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x =0 ïîëó÷èì ãèïåðáîëó 2 2

2 2

0,

1.

z

x y

c b

=



− =


5. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Ïðè âðàùåíèè
ïàðàáîëû y2 = 2pz ïëîñêîñòè yOz âîêðóã îñè Oz
ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü x2 + y2 = 2pz. Ïîâåðõíîñòü,
îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

2 2

2 2
2 ( 0),

x y
pz p

a b
+ = >

íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì
(ðèñ. 7.16). Ïðè ñå÷åíèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáî-
ëîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h > 0 ïîëó÷èì ýëëèïñû,
à ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿì xOz
è yOz, — ïàðàáîëû.

6. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ
óðàâíåíèåì

2 2

2 2
2 ( 0),

x y
pz p

a b
− = >

íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì (ðèñ. 7.17).

z

y

xO

Ðèñ. 7.17

Åãî ñå÷åíèÿ 2 2

2 2

0,

2

z h

x y
ph

a b

= ≠



− =


 — ãèïåðáîëû; 2 2

2 2

,

2

y h

x y
pz

a b

=



= +


 — ïà-

ðàáîëû; 2 2

2 2

,

2

x h

x y
pz

b a

=



= − +


 — ïàðàáîëû.

Ðèñ. 7.16

z

y

x

O
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7. Êîíóñû âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíè-
åì

2 2 2

2 2 2
0,

x y z

a b c
+ − =

íàçûâàåòñÿ êîíóñîì âòîðîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 7.18). Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíûì âòîðîé ñòåïåíè. Â ñå÷åíèè ïëîñ-
êîñòÿìè z = h ïîëó÷èì ýëëèïñû

2 2 2

2 2 2

,

.

z h

x y h

a b c

=



+ =


Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = 0 ïîëó÷èì äâå ïåðåñåêà-

þùèåñÿ ïðÿìûå 
,

.

z h

y z

b c

=

 = ±

8. Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèÿ
2 2

2 2
1,

x y

a b
+ =  

2 2
2

2 2
2 , 1

y y
y px

a b
= − =

íà ïëîñêîñòè xOy îïðåäåëÿþò ýëëèïñ, ïàðàáîëó è ãèïåðáîëó, à â ïðî-
ñòðàíñòâå — ýëëèïòè÷åñêèé, ïàðàáîëè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé öè-
ëèíäðû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 7.19, 7.20, 7.21 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáðàçóþùèå öèëèíäðîâ ïàðàëëåëüíû îñè àïïëèêàò, à íàïðàâëÿ-
þùèìè ñëóæàò íàçâàííûå êðèâûå.

z

y

x

O

x2

a2

y2

b 2
+ =1

      

z

y

x

O

y  px=22

Ðèñ. 7.19 Ðèñ. 7.20

Ðèñ. 7.18

z

y

x

O
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z

y

x

O

a2

y2

b 2
– =1

y2

Ðèñ. 7.21

Åñëè óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ
ïåðâîé ñòåïåíè, òî îíè áóäóò îïðåäåëÿòü ïàðó ëèáî ïåðåñåêàþùèõñÿ,
ëèáî ïàðàëëåëüíûõ, ëèáî ñëèâøèõñÿ ïëîñêîñòåé.

Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 2x − 5y + 10 = 0
ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Îòâåò: (−5,0), (0,−2).
2. Äàíà ïðÿìàÿ 3x − 2y + 1 = 0. Ñîñòàâüòå îáùåå óðàâíåíèå ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(3,−4):
à) ïàðàëëåëüíî äàííîé ïðÿìîé;
á) ïåðïåíäèêóëÿðíî äàííîé ïðÿìîé.
Îòâåò: à) 3x − 2y − 17 = 0; á) 2x + 3y + 6 = 0.
3. Çàïèøèòå îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

M1(1,2), M2(3,−7).
Îòâåò: 9x + 2y − 13 = 0.
4. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(2,1), B(−4,−1), C(−6,2). Çàïè-

øèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû:
à) âûñîòà AH òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ;
á) ìåäèàíà ÂÌ.
Îòâåò: à) 10x + 3y − 23 = 0; á) 5x − 16y + 4 = 0.
5. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó óãëà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè 3x −y +5 =0

è 2x + y − 7 = 0.
Îòâåò: 45°.
6. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü êâàäðàòà, äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàñïîëî-

æåíû íà ïðÿìûõ 2x −3y −6 =0 è 2x −3y +7 =0.
Îòâåò: 13.
7. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−10,−13), B(−2,−3), C(2,1).

Âû÷èñëèòå äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû Â íà ìå-
äèàíó ÑÌ.

Îòâåò: 4.
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8. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M(−1,2,−3) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó N(3,−2,5).

Îòâåò:  3x − 2y + 5z + 22 = 0.
9. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

M1(0,−1,2), M2(2,0,3), M3(−3,4,0).
Îòâåò: 7x − y − 13z + 25 = 0.
10. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

M1(−2,1,4), M2(0,3,1) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè 4x + 3y − 5z + 4 = 0.
Îòâåò: x + 2y + 2z − 8 = 0.
11. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

M0(1,4,3) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì { } { }1 22, 3,4 , 1,4, 1 .= − = −e e
Îòâåò: 13x − 6y − 11z + 40 = 0.
12. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0(1,4,5) äî ïëîñêîñòè x − 2y −

− 2z + 3 = 0.
Îòâåò: 14/3.
13. Çàïèøèòå êàíîíè÷åñêèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(2,−1,4), M2(3,5,2).

Îòâåò: 
2 1 4

; 2, 6 1, 2 4.
1 6 2

x y z
x t y t z t

− + −= = = + = − = − +
−

14. Çàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

3 2 3 8 0;

3 2 5 4 0.

x y z

x y z

− + − =
 + − − =

Îòâåò: 

2 2,

7 1,

4 .

x t

y t

z t

= +
 = −
 =

15. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 
2 1

2 3 4

x y z+ −= =
−

, 
3 1 7

3 4 2

x y z− − −= =

ïåðåñåêàþòñÿ, è çàïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îíè ðàñ-
ïîëîæåíû.

Îòâåò: 22x − 8y − 17z + 61 = 0.

16. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 
1 1

1 2 6

x y z− += =
−

 è ïëîñ-

êîñòè 2x + 3y + z − 1 = 0.
Îòâåò: (2,−3,6).
17. Íàéäèòå òî÷êó Q, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P(1,3,−4) îòíîñèòåëü-

íî ïëîñêîñòè 3x + y − 2z = 0.
Îòâåò: (−5,1,0).
18. Íàéäèòå òî÷êó Q, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P(2,−5,7) îòíîñèòåëü-

íî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(5,4,6), M2(−2,−17,−8).
Îòâåò: (4,1,−3).
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19. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P(2,3,−1) äî ïðÿìîé

5 25

3 2 2

x y z− += =
−

.

Îòâåò: 21.

20. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè 
7 4 3

3 4 2

x y z+ + += =
−

,

21 5 2

6 4 1

x y z− + −= =
− −

.

Îòâåò: 13.
21. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2 2 2 4 20 0x y x y+ − + − =  îïðåäåëÿ-

åò îêðóæíîñòü, íàéäèòå êîîðäèíàòû åå öåíòðà è ðàäèóñ.
Îòâåò: C(1,−2), R = 5.
22. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2 25 9 30 18 9 0x y x y+ − + + =  îïðå-

äåëÿåò ýëëèïñ è íàéäèòå:
à) êîîðäèíàòû åãî öåíòðà;
á) ïîëóîñè;
â) ýêñöåíòðèñèòåò.
Ïîñòðîéòå äàííûé ýëëèïñ.
Îòâåò: à) (3,−1); á) 3, 5 , â) 2/3.
23. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2 216 9 64 54 161 0x y x y− − − − =  îïðå-

äåëÿåò ãèïåðáîëó è íàéäèòå:
à) êîîðäèíàòû åå öåíòðà;
á) ïîëóîñè;
â) ýêñöåíòðèñèòåò;
ã) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò.
Îòâåò: à) (2,−3); á) 3,4; â) 5/3; ã) 4 3 17 0x y− − = , 4 3 1 0x y+ + = .
24. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 24 8 7y x x= − +  îïðåäåëÿåò ïàðàáî-

ëó, è íàéäèòå êîîðäèíàòû åå âåðøèíû è âåëè÷èíó åå ïàðàìåòðà.
Îòâåò: A(1,3), p = 2.
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Êîíòðîëüíûå ðàáîòû

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ¹ 1

Çàäà÷à 1

Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P, åñëè
À = {0,2,3,7,8}; Â = {1,3,6,7,9}; Ñ = {0,1,4,7,8,9}; I = {0,1,2,…,9}.

1.1 (ÇÀÃ). .P B C A C A B= I U I U I

1.2 (977). .P B C A C A B= I U I U I

1.3 (ÅËÎ). .P B C A C A B= I U I U I

1.4 (ÂÎÂ). .P B C A C A B= I U I U I

1.5 (ÒÎ×). .P B C A C A B= I U I U I

1.6 (154). .P B C A C A B= I U I U I

1.7 (296). .P B C A B A B= I U I U I

1.8 (ÂÀÍ). .P B C A C A B= I U I U I

1.9 (Ä87). .P B C B C A C= I U I U I

1.10 (ÇÀÉ). .P B C B C A B= I U I U I

1.11 (ÇÅÐ). .P A C A B B C= I U I U I

1.12 (830). .P B C A C A B= I U I U I

1.13 (039). .P B C A C A B= I U I U I

1.14 (332). .P B C A C A B= I U I U I

1.15 (ÝÃÎ). .P B C A C A B= I U I U I

1.16 (256). .P B C A C A B= I U I U I

1.17 (537). .P B C A C A B= I U I U I

1.18 (ÐÈÔ). .P B C A B A C= I U I U I

1.19 (372). .P A B B C A B= I U I U I

1.20 (ËÓÐ). .P A C A C B C= I U I U I

Çàäà÷à 2

Íàéäèòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P, åñëè
À = {0, 3, 4, 9}, Ñ = {0, 1, 2, 4, 7, 8, 9},

Â = {1, 3, 4, 7}, I = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

2.1 (ÁÂÊ). .P A C A B B C A B= I U I U I U I

2.2 (ÝÕÈ). .P A B B C A B A C= I U I U I U I
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2.3 (280). .P A B A B A C B C= I U I U I U I

2.4 (ß81). .P A B A C A B B C= I U I U I U I

2.5 (ÐÇÕ). .P A C A C B C A B= I U I U I U I

2.6 (ÔÎÇ). .P B C A B A C A B= I U I U I U I

2.7 (ÒÁ5). .P A B A C B C A C= I U I U I U I

2.8 (236). .P A C A B B C A C= I U I U I U I

2.9 (ÒßË). .P A C B C A B B C= I U I U I U I

2.10 (8Ð8). .P A C A C B C A B= I U I U I U I

2.11 (À39). .P A B A C B C A C= I U I U I U I

2.12 (ÁÁÁ). .P B C A B A C A B= I U I U I U I

2.13 (7ÑÑ). .P A C A B B C A B= I U I U I U I

2.14 (ÀÓÒ). .P B C B C A B A C= I U I U I U I

2.15 (ÒÓÔ). .P A B A B B C A C= I U I U I U I

2.16 (ÇÓÕ). .P A C A B B C A B= I U I U I U I

2.17 (ÝËË). .P B C A B B C A C= I U I U I U I

2.18 (569). .P A C A C A B B C= I U I U I U I

2.19 (ÅÒÌ). .P A C A C B C A B= I U I U I U I

2.20 (ÕÂÏ). .P B C A B A C A C= I U I U I U I

Çàäà÷à 3

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò n-ðàçðÿäíûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ
öèôðà a âñòðå÷àåòñÿ k ðàç (÷èñëà ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ïðè ñëå-
äóþùèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë n, a, k ñîîòâåòñòâåííî?

3.1 (75Ã). 5, 3, 2. 3.8 (ÈÅÐ). 6, 7, 3. 3.15 (ÊÎÇ). 6, 6, 2.
3.2 (ÅÅÔ). 6, 5, 4. 3.9 (ÀÉÍ). 5, 4, 4. 3.16 (ÀÎÍ). 7, 6, 4.
3.3 (ÁÁ7). 7, 9, 6. 3.10 (ÈßÊ). 4, 4, 2. 3.17 (Ñ99). 9, 2, 7.
3.4 (168). 8, 5, 6. 3.11 (ÄÈÀ). 7, 4, 5. 3.18 (ÊÐÅ). 9, 4, 6.
3.5 (À60). 8, 1, 5. 3.12 (ÒÅÐ). 8, 3, 7. 3.19 (ÈÐÀ). 11, 9, 9.
3.6 (917). 4, 6, 0. 3.13 (873). 9, 5, 8. 3.20 (ÈÔÀ).6, 3, 5.
3.7 (ÒÎÃ). 5, 8, 3. 3.14 (ÍÀÐ). 10, 4, 8.

Çàäà÷à 4

4.1 (2ÁÔ). Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû 3 ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ ñëîâà
«äèôôóçèÿ», åñëè â êàæäîì èç ñëîâ âñå áóêâû ðàçíûå?

4.2 (ÍÀÒ). Èç àëôàâèòà âûäåëèëè k çíàêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî èç íèõ
òðè çíàêà ìîæíî âûáðàòü 1140 ñïîñîáàìè. Íàéäèòå k.
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4.3 (ÈÖÊ). Ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñåìü öèôð. Èç áóëåàíà ýòîãî
ìíîæåñòâà óäàëèëè âñå òå åãî ýëåìåíòû, êîòîðûå ñîäåðæàò òðè öèô-
ðû, è óäàëèëè âñå ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå ïî ÷åòûðå öèôðû. Ñêîëüêî
ýëåìåíòîâ îñòàëîñü?

4.4 (ÖÀÈ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèôðû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðà-
ñòàíèÿ èëè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ (ñ íóëÿ ÷èñëà íà÷èíàòüñÿ íå ìîãóò)?

4.5 (521). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîñüìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå, íåò öèôð 0 è 9 è ÷åðåäóþòñÿ
÷åòíûå è íå÷åòíûå öèôðû?

4.6 (ÀÌÌ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçíûå, íåò öèôð 0, 8, 9 è ÷åðåäóþò-
ñÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå öèôðû?

4.7 (ÒÓÊ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ öèôðû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ?

4.8 (ÀÀÒ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ïî ïÿòü
ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà P, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 84 ïîäìíî-
æåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà P?

4.9 (ÎÍÀ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ, ÑÄÍÔ êîòîðûõ ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ìèí-
òåðìîâ?

4.10 (ÂÐÒ). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà øàøå÷-
íîé äîñêå ÷åðíóþ è áåëóþ øàøêè, åñëè íè îäíî èç ÷åòûðåõ êðàéíèõ
ïîëåé íå çàíèìàòü?

4.11 (ÒÐÆ). Ìíîæåñòâî À ñîñòîèò èç äåñÿòè öèôð, ìíîæåñòâî
Â — èç ñåìè áóêâ. Èç ìíîæåñòâà À âçÿëè òðè öèôðû, èç ìíîæåñòâà
Â — äâå áóêâû è îáðàçîâàëè èç íèõ ìíîæåñòâî Ñ. Ñêîëüêî ñóùåñòâó-
åò òàêèõ ìíîæåñòâ?

4.12 (304). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë,
â êàæäîì èç êîòîðûõ íåò ÷åòíûõ öèôð è íåò öèôð, ÿâëÿþùèõñÿ
ïðîñòûìè ÷èñëàìè?

4.13 (ÂßË). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, íà÷èíàþùèõñÿ ñ êàêîé-ëèáî èç öèôð 5, 6, 7, 8 è îêàí÷èâàþùèõ-
ñÿ íóëåì ëèáî öèôðîé 9?

4.14 (ÐÀÖ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, â êàæäîì èç êîòîðûõ öèôðû äâóõ ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ
÷åòíûìè, à âñå îñòàëüíûå — íå÷åòíûìè?

4.15 (65Ó). Ñêîëüêî ñëîâàðåé íàäî èçäàòü, ÷òîáû ìîæíî áûëî
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåâîäèòü ñ ëþáîãî èç ñåìè ÿçûêîâ íà ëþáîé äðó-
ãîé èç ýòèõ æå ñåìè ÿçûêîâ?

4.16 (Ñ23). Íåêòî çàáûë ïîñëåäíèå ÷åòûðå öèôðû òåëåôîííîãî
íîìåðà ôèðìû, íî ïîìíèò, ÷òî â íîìåðå íåò íóëåé è äåâÿòîê è åñòü
îäíà öèôðà 5. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íîìåðîâ åìó ïðèäåòñÿ
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íàáðàòü, åñëè îí ïîïûòàåòñÿ äîçâîíèòüñÿ äî ôèðìû ïóòåì ïðîá
è îøèáîê?

4.17 (ÞÂÇ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîñüìèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, åñëè â êàæäîì èç íèõ òðè ðàçà âñòðå÷àåòñÿ öèôðà 3, òðè ðàçà -
öèôðà 5 è äâà ðàçà - öèôðà 9?

4.18 (ÝÕÀ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ äåñÿòè÷íûõ ÷è-
ñåë, åñëè â êàæäîì ÷èñëå öèôðû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ è åñëè êàæäîå ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû è îêàí÷èâàåòñÿ äå-
âÿòêîé?

4.19 (À8Â). Ïî îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíî 12 òî÷åê. Âûáðàëè ïÿòü
ðÿäîì ñòîÿùèõ òî÷åê è êàæäóþ èç íèõ ñîåäèíèëè ïðÿìûìè ëèíèÿ-
ìè ñ êàæäîé èç îñòàëüíûõ ñåìè òî÷åê. Íàéäèòå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ, åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðîõîäÿò òîëüêî äâå
ïðÿìûå.

4.20 (ÒÐ5). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âîñüìèçíà÷íûõ êîäîâ ìîæíî
ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íå÷åòíûå äåñÿòè÷íûå öèôðû è øåñòü áóêâ
íåêîòîðîãî àëôàâèòà, åñëè êàæäûé êîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî÷åòà-
íèå ÷åòûðåõ öèôð è ÷åòûðåõ áóêâ, ãäå öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ è óïî-
ðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, à áóêâû òàêæå íå ïîâòîðÿþòñÿ è óïîðÿäî-
÷åíû ïî àëôàâèòó?

Çàäà÷à 5
5.1. Èç áóêâ ðàçðåçíîé àçáóêè ñîñòàâëåíî ñëîâî «öèâèëèçàöèÿ».

Èç ýòîãî ñëîâà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè 4 áóêâû è ðàñïîëîæèëè
èõ â ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ:

à) (ÐÎÎ) ñëîâî «âèçà»;
á) (ÕÒÌ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé âñå áóêâû îäèíàêîâûå;
â) (ÀÎÎ) ñëîâî «çàÿö».
5.2. Â óðíå 10 øàðîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0, 1, 2, …, 9. Íàóãàä âûíèìàþò îäíîâðåìåííî 2 øàðà. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü:

à) (Ê13) ÷òî íîìåðà îáîèõ øàðîâ áóäóò ïðîñòûìè ÷èñëàìè;
á) (Æ38) ñóììà íîìåðîâ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîñòîå ÷èñëî;
â) (ÆÆÅ) íîìåðà øàðîâ áóäóò ðàçëè÷íûìè.
5.3. Àáîíåíò, íàáèðàÿ íîìåð òåëåôîíà, çàáûë ïîñëåäíèå òðè öèô-

ðû, íî ïîìíèò, ÷òî ñðåäè íèõ íåò ÷åòíûõ öèôð è îäíà èç öèôð âñòðå-
÷àåòñÿ òî÷íî äâà ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (4ÑÏ) ÷òî ñëó÷àéíî âûáèðàÿ öèôðû, àáîíåíò ñ ïåðâîé ïîïûò-
êè íàáåðåò ïðàâèëüíûé íîìåð;

á) (463) ïðàâèëüíûé íîìåð îí íàáåðåò ñ ïîñëåäíåé ïîïûòêè èç
âîçìîæíûõ;

â) (Ó29) ïðàâèëüíûé íîìåð áóäåò óãàäàí â ðåçóëüòàòå âòîðîé ïî-
ïûòêè.
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5.4. Äëÿ ãîòîâûõ èçäåëèé ïîñòàâèëè 5 ÿùèêîâ. Êàæäîå ãîòîâîå
èçäåëèå êëàäóò â ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ÿùèê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïîñëå èçãîòîâëåíèÿ òðåõ èçäåëèé:

à) (ÒÅÄ) 3 ÿùèêà áóäóò ïóñòûìè;
á) (ÌÒÑ) 4 ÿùèêà áóäóò ïóñòûìè;
â) (ÕÀË) â êàæäîì ÿùèêå áóäåò íå áîëåå îäíîãî èçäåëèÿ.
5.5. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò 6 ðàç è êàæäûé ðàç çàïèñû-

âàþò âûïàâøèå öèôðû. Ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øåñòè öèôð.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

à) (ÄÝÒ) ÷åòíûå è íå÷åòíûå öèôðû ÷åðåäóþòñÿ;
á) (ÈÈÊ) ñíà÷àëà èäóò äâå ÷åòíûå öèôðû, çàòåì — äâå íå÷åòíûå

è ïîñëå ýòîãî — ñíîâà äâå ÷åòíûå;
â) (ÁÀÐ) ñîäåðæàòñÿ òîëüêî öèôðû 3 è 5, âñòðå÷àþùèåñÿ íå ìå-

íåå îäíîãî ðàçà êàæäàÿ.
5.6. Äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîî÷åðåäíî âûäàåò äåñÿòè÷íûå öèô-

ðû. Äàò÷èê çàïóñêàþò, è ïîñëå òîãî êàê îí âûäàñò ÷åòûðå öèôðû,
îñòàíàâëèâàþò. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûäàííûõ ÷å-
òûðåõ öèôð:

à) (ÕÒÎ) òî÷íî äâå êðàòíû òðåì;
á) (ÆÈÊ) òî÷íî äâà íóëÿ è íåò íå÷åòíûõ öèôð;
â) (Ò54) íåò öèôð 7 è 8, à èìåþùèåñÿ öèôðû èäóò â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ.
5.7. Íåêòî íàóãàä íàçûâàåò òðè ãëàñíûå áóêâû. Íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî îí:
à) (ÅËÑ) íè ðàçó íå íàçîâåò áóêâó À;
á) (ËÁÊ) òî÷íî îäèí ðàç íàçîâåò áóêâó À;
â) (ÓÂÍ) òî÷íî äâà ðàçà íàçîâåò áóêâó À.
5.8. Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 36 êàðò, óäàëèëè âñå êàðòû ïè-

êîâîé ìàñòè. Èç îñòàâøèõñÿ êàðò ñëó÷àéíûì âûáîðîì èçâëåêàþò
4 êàðòû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ:

à) (Ñ27) òî÷íî äâà òóçà;
á) (ÀÃÓ) òî÷íî òðè êîðîëÿ;
â) (ÊÛÐ) íåò êàðò îäèíàêîâîé ìàñòè.
5.9. Èìååòñÿ äåñÿòü 100-âàòòíûõ îñâåòèòåëüíûõ ëàìï è ïÿòü —

200-âàòòíûõ. Íàóãàä áåðóò 5 ëàìï. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âûáðàííûå ëàìïû:

à) (ÌÎß) âñå ÿâëÿþòñÿ 100-âàòòíûìè;
á) (ÓÓÇ) âñå ÿâëÿþòñÿ 200-âàòòíûìè;
â) (ÃÅÊ) 3 — 100-âàòòíûå è 2 — 200-âàòòíûå.
5.10. Â ÿùèêå 6 ñòàëüíûõ çàêëåïîê, 4 ìåäíûõ è 5 àëþìèíèå-

âûõ. Íàóãàä áåðóò 3 çàêëåïêè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçüìóò:
à) (ÂÅÏ) âñå íå ñòàëüíûå;
á) (ÈÅÑ) äâå ñòàëüíûå è îäíó ìåäíóþ;
â) (ÀÂÈ) òî÷íî îäíó èç íèõ ñòàëüíóþ.
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5.11. Íåêòî ñëó÷àéíî âûáèðàåò è çàïèñûâàåò öèôðó èç ìíîæå-
ñòâà {0,1}. Òàê ïîñòóïàåò 12 ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåò 12-çíà÷íîå
äâîè÷íîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÂÈÉ) ÷òî ÷èñëî áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ òðåõ åäèíèö è îêàí÷è-
âàòüñÿ òðåìÿ íóëÿìè;

á) (329) â ÷èñëå áóäåò 4 åäèíèöû, ïðè÷åì ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ
ñ åäèíèöû è îêàí÷èâàåòñÿ åäèíèöåé, è â ÷èñëå íåò ðÿäîì ñòîÿùèõ
åäèíèö;

â) (ÌÂÇ) ñðåäè ñòàðøèõ øåñòè ðàçðÿäîâ åäèíèö áóäåò áîëüøå,
÷åì ñðåäè øåñòè ìëàäøèõ.

5.12. Â êîðîáêå 20 îñâåòèòåëüíûõ ëàìï. Èç íèõ 6 — 100-âàòò-
íûõ è 14 — 200-âàòòíûõ. Âî âðåìÿ ïåðåâîçêè òðè ëàìïû áûëè ïî-
âðåæäåíû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîâðåæäåíû:

à) (ËÎÒ) òîëüêî 100-âàòòíûå ëàìïû;
á) (ÒÛÌ) òîëüêî 200-âàòòíûå ëàìïû;
â) (561) îäíà 100-âàòòíàÿ ëàìïà è äâå 200-âàòòíûå.
5.13. Äëÿ çà÷åòà ïðèãîòîâëåíî 20 âîïðîñîâ. Íà 15 èç íèõ ñòóäåíò

çíàåò îòâåòû, à íà 5 — íå çíàåò. Ïðåïîäàâàòåëü çàäàë ñòóäåíòó
5 âîïðîñîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü çà÷åò, äîñòàòî÷íî ïðàâèëüíî îòâåòèòü
íå ìåíåå ÷åì íà òðè âîïðîñà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò:

à) (6Ã7) ñäàñò çà÷åò (ïðàâèëüíî îòâåòèò áîëåå ÷åì íà äâà âî-
ïðîñà);

á) (859) ïðàâèëüíî îòâåòèò òîëüêî íà 2 âîïðîñà;
â) (ÖÅÕ) íå îòâåòèò íè íà îäèí âîïðîñ.
5.14. Íà ïîëêå 10 êíèã: 4 êíèãè — ó÷åáíèêè ïî ôèçèêå, 4 — ïî

õèìèè è 2 — ïî àñòðîíîìèè. Íàóãàä áåðóò 4 êíèãè. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ:

à) (ÄÐÓ) åñòü ó÷åáíèêè ïî õèìèè, ôèçèêå è àñòðîíîìèè;
á) (ÎÑÀ) íåò ó÷åáíèêîâ ïî àñòðîíîìèè;
â) (ÕÕ×) òî÷íî äâà ó÷åáíèêà ïî õèìèè.
5.15. Â óðíå 6 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Íàóãàä ïîñëåäîâàòåëüíî

âûíèìàþò âñå øàðû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé:
à) (ÄÛÍ) ñíà÷àëà áóäóò âûíóòû âñå áåëûå øàðû, à çàòåì — âñå

÷åðíûå;
á) (167) ïåðâûì áóäåò âûíóò ÷åðíûé øàð;
â) (ÅÑÒ) ïðåäïîñëåäíèì áóäåò âûíóò ÷åðíûé øàð.
5.16. Êóáèê, ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû îäíèì öâåòîì, ðàñïèëè-

ëè íà 64 îäèíàêîâûõ êóáèêà. Çàòåì âñå êóáèêè ïåðåìåøàëè è íàóãàä
áåðóò îäèí êóáèê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó êóáèêà:

à) (Ó×À) òî÷íî äâå ãðàíè îêðàøåíû;
á) (ÒÝÏ) òðè ãðàíè îêðàøåíû;
â) (78Ò) ÷åòûðå ãðàíè îêðàøåíû.
5.17. Â êîðçèíå 6 áåëûõ ãðèáîâ è 5 ïîäîñèíîâèêîâ. Íàóãàä áåç

âîçâðàòà âûíèìàþò ïî îäíîìó ãðèáó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:



234

à) (ÍÀÍ) ÷òî ïåðâûì áóäåò áåëûé ãðèá, âòîðûì è òðåòüèì —
ïîäîñèíîâèêè;

á) (ÎËÓ) ïåðâûå 4 áóäóò áåëûå ãðèáû;
â) (ÂÈÐ) ïåðâûå 4 ãðèáà áóäóò ïîäîñèíîâèêè.
5.18. Â ÿùèêå 4 îäíîàìïåðíûõ äèîäà, 6 — äâóõàìïåðíûõ è 5 —

ïÿòèàìïåðíûõ. Íàóãàä áåðóò 3 äèîäà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âîçüìóò:

à) (ÀßÖ) òî÷íî äâà èç íèõ îäíîãî òèïà;
á) (ÞËÊ) âñå òðè äèîäà îäíîãî òèïà;
â) (ÃÅÍ) âñå äèîäû ðàçíûõ òèïîâ.
5.19. Íà 25 ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ ñòóäåíò çíàåò îòâåòû,

à íà 5 — íå çíàåò. Íà ýêçàìåíå ñòóäåíò ïîëó÷èë 3 âîïðîñà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò:

à) (260) íà âñå òðè âîïðîñà çíàåò îòâåòû;
á) (ÈËÜ) íà äâà âîïðîñà çíàåò îòâåòû, à íà îäèí — íå çíàåò;
â) (Þ44) íå çíàåò îòâåòîâ íè íà îäèí âîïðîñ.
5.20. Òðè ïàññàæèðà ïîêóïàþò áèëåòû íà îäèí è òîò æå ïîåçä, â

êîòîðîì 10 ïàññàæèðñêèõ âàãîíîâ. Êàæäûé ïàññàæèð âûáèðàåò âà-
ãîí ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ, íè ñ êåì íå ñîâåòóÿñü. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïàññàæèðû:

à) (932) òîëüêî äâîå èç òðåõ îêàæóòñÿ â îäíîì âàãîíå;
á) (ÅÂÀ) âñå îêàæóòñÿ â îäíîì âàãîíå;
â) (ÂÀÏ) âñå îêàæóòñÿ â ðàçíûõ âàãîíàõ.
5.21. Â òàðåëêå 3 êîíôåòû «Âåñíà», 4 êîíôåòû «Ïèëîò» è 5 êîí-

ôåò «Ñíåæèíêà». Íàóãàä áåðóò 4 êîíôåòû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè íèõ:

à) (ÞÊ8) òî÷íî äâå êîíôåòû «Ïèëîò»;
á) (25È) õîòÿ áû îäíà êîíôåòà «Ïèëîò»;
â) (2ÅÅ) íåò êîíôåò «Âåñíà».
5.22. Â ïàêåò â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ñëîæèëè 11 ðåïðîäóêöèé.

Èç íèõ 6 ðåïðîäóêöèé ñ êàðòèí È.È. Øèøêèíà, 3 — È.Å. Ðåïèíà
è 2 — À.À. Ïëàñòîâà. Èç ïàêåòà íàóãàä áåðóò 5 ðåïðîäóêöèé. Íàéäè-
òå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ áóäóò:

à) (ÕÈÒ) äâå ðåïðîäóêöèè ñ êàðòèí È.È. Øèøêèíà, äâå —
È.Å. Ðåïèíà è îäíà À.À. Ïëàñòîâà;

á) (ÍÍÍ) òî÷íî äâå ðåïðîäóêöèè ñ êàðòèí È.È. Øèøêèíà;
â) (ÎÒÀ) õîòÿ áû îäíà ðåïðîäóêöèÿ ñ êàðòèí À.À. Ïëàñòîâà.
5.23. Äâà ðàçà ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ïóñòü à — ÷èñëî,

âûïàâøåå ïðè ïåðâîì áðîñêå, b — ïðè âòîðîì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
âàðèàíòà:

à) (ÊÂÑ) ÷èñëî a b−  äåëèòñÿ íà 3 áåç îñòàòêà;
á) (ËÅÏ) a b−  — ïðîñòîå ÷èñëî;
â) (ÄÐÓ) ïðîèçâåäåíèå à ⋅ b ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.
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5.24. Íà 9 êàðòî÷êàõ çàïèñàíû öèôðû: 1, 2, 3, …, 9, ïî îäíîé
öèôðå íà êàæäîé êàðòî÷êå. Íàóãàä èçâëåêëè îäíó êàðòî÷êó, çàïîì-
íèëè åå öèôðó, à êàðòî÷êó âåðíóëè â ïà÷êó è âñå êàðòî÷êè ïåðåìå-
øàëè. Íàóãàä âûíóëè åùå îäíó êàðòî÷êó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âàðè-
àíòîâ:

à) (ÃÓË) öèôðû íà èçâëåêàâøèõñÿ êàðòî÷êàõ íå ñîâïàäàþò;
á) (ÄÍß) öèôðû íà èçâëåêàâøèõñÿ êàðòî÷êàõ â ñóììå ðàâíû 15;
â) (ÏÐÅ) ÷èñëî íà ïåðâîé êàðòî÷êå ìåíüøå, ÷åì íà âòîðîé.
5.25. Â ÿùèêå 3 øåñòèãðàííûõ ãàéêè, 6 êâàäðàòíûõ è 4 êðóã-

ëûõ. Èç ÿùèêà íàóãàä áåðóò 6 ãàåê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñðåäè âûáðàííûõ:

à) (ÀÓØ) íå áóäåò êâàäðàòíûõ ãàåê;
á) (ØËÎ) íå áóäåò íè øåñòèãðàííûõ, íè êðóãëûõ ãàåê;
â) (ÍÛÐ) áóäåò õîòÿ áû îäíà øåñòèãðàííàÿ ãàéêà è õîòÿ áû îäíà

êðóãëàÿ.
5.26. Â êîðîáêå 3 ñèíèõ êàðàíäàøà, 3 çåëåíûõ è 5 êðàñíûõ. Íà-

óãàä áåðóò 4 êàðàíäàøà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÊÀÌ) ÷òî âñå îíè áóäóò íå ñèíèå;
á) (ÍÀÔ) òî÷íî äâà èç íèõ áóäóò êðàñíûå;
â) (ÐÅÏ) õîòÿ áû äâà êàðàíäàøà áóäóò êðàñíûå.
5.27. Â íàáîðå 12 øàðèêîâûõ ðó÷åê. Èç íèõ 7 ðó÷åê ñ ñèíåé ïà-

ñòîé è 5 — ñ çåëåíîé. Ïîî÷åðåäíî íàóãàä áåðóò 5 ðó÷åê. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ØÍÕ) ÷òî öâåòà ðó÷åê áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ çåëå-
íîé;

á) (ÓÇÛ) âñå ïÿòü ðó÷åê áóäóò îäíîãî öâåòà;
â) (ÌÈØ) ñíà÷àëà áóäóò âçÿòû äâå ñèíèå ðó÷êè, à çàòåì — òðè

çåëåíûå.
5.28. Â ïàêåòå 7 íîæîâî÷íûõ ïîëîòåí ñ ìåëêîé íàñå÷êîé è 5

ñ êðóïíîé. Íàóãàä èç ïàêåòà âûíóëè 5 ïîëîòåí. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè âûíóòûõ ïîëîòåí:

à) (ÀËÅ) ñ ìåëêîé íàñå÷êîé áóäåò áîëüøå, ÷åì ñ êðóïíîé;
á) (ÌÅÂ) ñ êðóïíîé íàñå÷êîé áóäåò áîëüøå, ÷åì ñ ìåëêîé;
â) (ÏÏÎ) õîòÿ áû îäíî áóäåò ñ ìåëêîé íàñå÷êîé è õîòÿ áû îä-

íî — ñ êðóïíîé.
5.29. Äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ îäèí ó÷åáíèê

ïî õèìèè, îäèí — ïî ôèçèêå è îäèí — ïî èñòîðèè, â ñëó÷àéíîì
ïîðÿäêå ïîñòàâèëè íà ïîëêó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÓËÓ) ÷òî ó÷åáíèêè ïî ôèçèêå è õèìèè îêàæóòñÿ ðÿäîì;
á) (903) ðÿäîì áóäóò ñòîÿòü òðè ó÷åáíèêà: ñëåâà — ó÷åáíèê ïî

õèìèè, ñïðàâà îò íåãî — ïî ôèçèêå, åùå ïðàâåå — ïî èñòîðèè;
â) (ÃÈÍ) ó÷åáíèêè ïî ôèçèêå, õèìèè è èñòîðèè íèãäå íå áóäóò

ñòîÿòü ðÿäîì.
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5.30. Â óðíå 7 áåëûõ øàðîâ, 1 ñèíèé, 1 êðàñíûé è 1 çåëåíûé —
âñåãî 10 øàðîâ. Âñå èõ íàóãàä âûíóëè èç óðíû è ðàñïîëîæèëè â îäèí
ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (129) ÷òî ñëåâà îêàæåòñÿ ñèíèé øàð, ñïðàâà — çåëåíûé;
á) (Å22) âñå íåáåëûå øàðû ðàñïîëîæàòñÿ ñëåâà;
â) (ÎÇÎ) ïåðâûå òðè øàðà è ïîñëåäíèå òðè áóäóò áåëûìè.
5.31. Èç ðàçðåçíîé àçáóêè âçÿëè 3 êàðòî÷êè ñ áóêâîé À è 7 êàð-

òî÷åê ñ öèôðîé 6. Èç íèõ ïóòåì ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñîñòàâèëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èç 6 êàðòî÷åê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè:

à) (ÐÓË) áóäóò 3 áóêâû è 3 öèôðû;
á) (7ÈÂ) áóêâ áóäåò áîëüøå, ÷åì öèôð;
â) (214) íå áóäåò áóêâ.
5.32. Ðåáåíîê, íå óìåþùèé ÷èòàòü, ðàññûïàë ñîáðàííîå èç áóêâ

ðàçðåçíîé àçáóêè ñëîâî «áàðàáàí». Ïîñëå ýòîãî èç òåõ æå áóêâ îí
ñòàë ñîñòàâëÿòü ñâîè ñëîâà, ðàññûïàÿ è ñîñòàâëÿÿ íîâûå. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ÓÇÀ) ÷òî âçÿâ 3 êàðòî÷êè, îí ïîëó÷èò ñëîâî, â êîòîðîì âñå
áóêâû ãëàñíûå;

á) (ÒÐÐ) âçÿâ 4 êàðòî÷êè, îí ïîëó÷èò ñëîâî, ãäå äâå ãëàñíûå áóê-
âû è äâå ñîãëàñíûå;

â) (ÈÌÏ) âçÿâ âñå êàðòî÷êè, îí ñíîâà íàáåðåò ñëîâî «áàðàáàí».
5.33. Â êîðîáêó â áåñïîðÿäêå ñëîæèëè 6 ïÿòèàìïåðíûõ òèðèñòî-

ðîâ è 4 äâóõàìïåðíûõ. Ñëó÷àéíî âûíèìàþò 5 òèðèñòîðîâ. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ØÊÅ) ÷òî âñå èçâëå÷åííûå òèðèñòîðû áóäóò ïÿòèàìïåðíûìè;
á) (32Ö) ñðåäè èçâëå÷åííûõ õîòÿ áû îäèí áóäåò ïÿòèàìïåðíûé

òèðèñòîð;
â) (ØÐØ) áóäåò èçâëå÷åíî ÷åòíîå ÷èñëî äâóõàìïåðíûõ òèðèñ-

òîðîâ.
5.34. Â èíñòðóìåíòàëüíûé ÿùèê â áåñïîðÿäêå ñëîæèëè òóïûå

è îñòðûå ñâåðëà: 5 òóïûõ è 8 îñòðûõ. Íàóãàä áåðóò 5 ñâåðë. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ØÓÌ) ÷òî òóïûõ ñâåðë ñðåäè âçÿòûõ áóäåò áîëüøå, ÷åì îñòðûõ;
á) (ÏÝÐ) îñòðûõ ñâåðë áóäåò áîëüøå, ÷åì òóïûõ;
â) (Â22) â ÿùèêå îñòàíóòñÿ 3 òóïûõ ñâåðëà è 5 îñòðûõ.
5.35. Äâà ÷åëîâåêà íàóãàä çàïèñàëè ïî îäíîìó äâîè÷íîìó ÷èñëó

èç äèàïàçîíà 0000–1111 (òî åñòü îò 0 äî 15 â äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè) âêëþ÷èòåëüíî. Çàòåì îäíî ÷èñëî ïðèñòàâèëè ê äðóãîìó. Ïîëó-
÷èëîñü âîñüìèçíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (Ë27) ÷òî â âîñüìèçíà÷íîì ÷èñëå áóäóò 4 åäèíèöû è 4 íóëÿ;
á) (ÍÅ6) âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò ñèììåòðè÷íûì, òî åñòü îäè-

íàêîâî ÷èòàòüñÿ êàê ñëåâà íàïðàâî, òàê è ñïðàâà íàëåâî;
â) (ÝÍÑ) çàïèñàííûå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà áóäóò ðàâíûìè.
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5.36. Äåòè õîäèëè çà ãðèáàìè è íàøëè 3 áåëûõ ãðèáà, 6 ïîäîñè-
íîâèêîâ è 4 ïîäáåðåçîâèêà. Âñå ãðèáû â áåñïîðÿäêå ñëîæèëè â îäíó
êîðçèíó. Äîìà èç êîðçèíû íàóãàä èçâëåêëè 6 ãðèáîâ. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü:

à) (ÊÎÆ) ÷òî ñðåäè èçâëå÷åííûõ íå áóäåò ïîäîñèíîâèêîâ;
á) (ËÎÉ) ñðåäè èçâëå÷åííûõ íå áóäåò áåëûõ ãðèáîâ, à ïîäîñèíî-

âèêîâ áóäåò áîëüøå, ÷åì ïîäáåðåçîâèêîâ;
â) (ÀÎÈ) ñðåäè èçâëå÷åííûõ íå áóäåò áåëûõ ãðèáîâ, à ïîäîñèíî-

âèêîâ áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïîäáåðåçîâèêîâ.
5.37. Øóðóïû áûâàþò ñ ïîëíîé íàðåçêîé (óñëîâèìñÿ èõ íàçû-

âàòü Ï-øóðóïàìè) è íåïîëíîé (Í-øóðóïû). Â ÿùèê â ñëó÷àéíîì
ïîðÿäêå ïîëîæèëè 5 Ï-øóðóïîâ è 8 Í-øóðóïîâ. Çàòåì íàóãàä áåðóò
èç ÿùèêà 4 øóðóïà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÏÑ1) ÷òî ïîëîâèíà èç íèõ áóäóò Ï-øóðóïû è ïîëîâèíà —
Í-øóðóïû;

á) (Õ86) Ï-øóðóïîâ áóäåò áîëüøå, ÷åì Í-øóðóïîâ;
â) (ÓÌ7) â ÿùèêå îñòàíåòñÿ Ï-øóðóïîâ áîëüøå, ÷åì Í-øóðóïîâ.
5.38. Ïðèãîòîâèëè 7 êàðòî÷åê. Íà êàæäîé èç íèõ çàïèñàëè åå

ïîðÿäêîâûé íîìåð. Âñå êàðòî÷êè ïåðåìåøàëè è ïî îäíîé íàóãàä âû-
íèìàþò, çàïèñûâàþò èõ íîìåðà è êàæäûé ðàç êàðòî÷êó âîçâðàùà-
þò â ïà÷êó è ïåðåìåøèâàþò. Êàðòî÷êè èçâëåêàþò 5 ðàç. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5 öèôð, â êîòîðîé ìîãóò áûòü ëþáûå
ïîâòîðû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

à) (ÁÝÍ) ïåðâûå òðè öèôðû âîçðàñòàþò;
á) (ÌÝÒ) íåò íè îäíîé öèôðû, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì;
â) (79ß) ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ öèôðû íå ðàâíû.
5.39. Èç êîëîäû êàðò, íàñ÷èòûâàþùåé 36 ëèñòîâ, íàóãàä âûíè-

ìàþò 4 êàðòû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûíóòûõ êàðò:
à) (ÎÄÀ) èìååòñÿ òîëüêî îäèí òóç;
á) (83Ä) èìååòñÿ ïèêîâûé òóç (äðóãèõ òóçîâ íåò);
â) (ÏÀÆ) èìåþòñÿ äâà êîðîëÿ, îäèí âàëåò è îäèí òóç.
5.40. Íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 4 çåëåíûõ, 3 êðàñíûõ è 5 ñèíèõ êà-

ðàíäàøåé, ðàññûïàëè, ïîñëå ÷åãî íàóãàä áåðóò 4 êàðàíäàøà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ:

à) (ÊÈÌ) áóäóò êàðàíäàøè âñåõ òðåõ öâåòîâ;
á) (ÃÐß) áóäóò òî÷íî äâà êðàñíûõ êàðàíäàøà;
â) (ÁÁÔ) ñèíèõ êàðàíäàøåé íå áóäåò.
5.41. Ðåáåíêó ïîäàðèëè ïà÷êó ëèñòîâ öâåòíîãî êàðòîíà. Â ïà÷êå

7 êðàñíûõ ëèñòîâ è 5 çåëåíûõ. Ðåáåíîê íàóãàä âûíóë èç ïà÷êè îäèí
çà äðóãèì 6 ëèñòîâ è ðàñïîëîæèë èõ â îäèí ðÿä. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî â ðÿäó:

à) (ÀÈ×) ïåðâûå òðè ëèñòà áóäóò êðàñíûå, îñòàëüíûå — çåëåíûå;
á) (ÀÎÇ) ïåðâûé è âòîðîé ëèñòû áóäóò êðàñíûå;



238

â) (ÍßØ) òðè ëèñòà áóäóò êðàñíûå è òðè — çåëåíûå (â ëþáîì
ïîðÿäêå).

5.42. Â ÿùèêå 11 òåííèñíûõ ìÿ÷åé. Ñðåäè íèõ 6 íîâûõ è 5 ñòà-
ðûõ (ïîáûâàâøèõ â èãðå). Íàóãàä áåðóò 7 ìÿ÷åé. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü:

à) (ÓØÒ) ÷òî â ÿùèêå îñòàíóòñÿ òîëüêî íîâûå ìÿ÷è;
á) (ÁÓÍ) íîâûõ ìÿ÷åé ñðåäè âûáðàííûõ áóäåò áîëüøå, ÷åì

ñòàðûõ;
â) (5ËË) â ÿùèêå íîâûõ ìÿ÷åé îñòàíåòñÿ áîëüøå, ÷åì ñòàðûõ.
5.43. Â íàáîðå 12 äåêîðàòèâíûõ ãàåê. Èç íèõ 6 êðóãëûõ è 6 øå-

ñòèãðàííûõ. Íàóãàä áåðóò 6 ãàåê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðå-
äè âûáðàííûõ:

à) (ÊÐÐ) òî÷íî äâå ãàéêè øåñòèãðàííûå;
á) (ÝÔÀ) øåñòèãðàííûõ ãàåê áîëüøå, ÷åì êðóãëûõ;
â) (ÌÒÕ) ñîäåðæàòñÿ õîòÿ áû òðè êðóãëûå ãàéêè.
5.44. Íàóãàä çàïèñàíî ÷åòûðåõçíà÷íîå øåñòåðè÷íîå ÷èñëî (ñ íóëÿ

÷èñëà íå íà÷èíàþòñÿ). Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ÷èñëå:
à) (ÀÔÎ) ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ öèôðû ñîâïàäàþò;
á) (ÓÉÄ) âòîðàÿ è òðåòüÿ öèôðû ÷åòíûå, îñòàëüíûå — ëþáûå;
â) (873) ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ öèôðû ÷åòíûå, à âòîðàÿ è òðåòüÿ —

íå÷åòíûå.
5.45. Íåêòî ïðîèçâîëüíî çàïèñûâàåò øåñòèçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå

÷èñëî, êîòîðîå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â çàïèñàííîì ÷èñëå:

à) (ÎÑØ) òî÷íî òðè öèôðû áóäóò îäèíàêîâûìè, à âñå îñòàëüíûå —
ðàçíûìè;

á) (ÎÐÀ) öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ;
â) (ÊÈË) íå áóäåò ÷åòíûõ öèôð.
5.46. Ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 12 ðàç è êàæäûé ðàç çàïèñûâàþò åäè-

íèöó, åñëè ìîíåòà ïàäàåò ãåðáîì ââåðõ. Åñëè æå ìîíåòà ïàäàåò ãåð-
áîì âíèç, òî çàïèñûâàþò íóëü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ 12-çíà÷íîå
äâîè÷íîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âàðèàíòà:

à) (2ÍÂ) ÷èñëî äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 32;
á) (Ø51) åäèíèö â ÷èñëå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è íóëåé;
â) (Ò54) åäèíèö â ÷èñëå íà 2 áîëüøå, ÷åì íóëåé.
5.47. ×åòûðåì âûïóñêíèêàì âóçà ïðåäëàãàþò ðàáîòó 5 çàâîäîâ.

Îáîçíà÷èì ýòè çàâîäû áóêâàìè A, B, C, D, E. Êàæäûé èç âûïóñêíè-
êîâ âûáèðàåò çàâîä ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ, íè ñ êåì íå ñîâåòóÿñü.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (2ÖÊ) ÷òî íèêòî íå âûáåðåò çàâîä Å;
á) (ÊÀÌ) òî÷íî äâà çàâîäà íå ïîëó÷àò âûïóñêíèêîâ;
â) (Ø95) íà çàâîä Â ðàñïðåäåëÿòñÿ òî÷íî òðè âûïóñêíèêà èç ÷å-

òûðåõ.
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5.48. Â ïàêåòå ëåæàò ñåìåíà ôàñîëè — 6 øò., è ñåìåíà áîáîâ —
5 øò. Íàóãàä áåðóò 5 ñåìÿí. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:

à) (ÍÀÏ) ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ áóäóò è áîáû, è ôàñîëü;
á) (ÌÅÃ) â ïàêåòå îñòàíåòñÿ ïîðîâíó áîáîâ è ôàñîëè;
â) (×ÅÐ) áîáîâ áóäåò âçÿòî áîëüøå, ÷åì ôàñîëè.
5.49. Íà êóõîííîì ñòîëå â áåñïîðÿäêå ëåæàò 5 ñåðåáðÿíûõ ëî-

æåê è 4 çîëîòûõ. Íàóãàä ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþò 5 ëîæåê áåç
âîçâðàòà è çàïèñûâàþò áóêâó Ç, åñëè ëîæêà çîëîòàÿ, è Ñ, åñëè ñåðåá-
ðÿíàÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïÿòèáóêâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóêâ Ç è Ñ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

à) (ÌÈÕ) áóêâû ÷åðåäóþòñÿ;
á) (ÛËÅ) áóêâû Ñ íèãäå íå ñòîÿò ðÿäîì;
â) (ÊÀÑ) áóêâ Ñ áîëüøå, ÷åì áóêâ Ç.
5.50. Â ïàêåò â áåñïîðÿäêå ñëîæèëè 5 ÷åðíî-áåëûõ ôîòîñíèìêîâ

è 7 öâåòíûõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè íàóãàä:
à) (ÃÐÓ) âûíóòü 4 ñíèìêà, òî âñå îíè áóäóò öâåòíûå;
á) (ÒÊË) âûíóòü 5 ñíèìêîâ, òî öâåòíûìè èç íèõ áóäóò òîëüêî 2;
â) (ÐÊÀ) âûíóòü 6 ñíèìêîâ, òî ñðåäè íèõ áóäóò è öâåòíûå,

è ÷åðíî-áåëûå.
5.51. Ñòðåëîê ïðîèçâîäèò 4 âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü

ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñòðåëîê:

à) (ÖÏÓ) äâà ðàçà ïîïàäåò â ìèøåíü, ïðè ýòîì ïðîìàõíåòñÿ ïðè
ïåðâîì è ïîñëåäíåì âûñòðåëàõ;

á) (32Ñ) ïîïàäåò â ìèøåíü òî÷íî òðè ðàçà;
â) (Í35) òîëüêî îäèí ðàç ïîïàäåò â ìèøåíü.
5.52. Â êîðîáêå 12 ðàçíîöâåòíûõ êóáèêîâ: 4 ôèîëåòîâûõ, 5 êðàñ-

íûõ è 3 æåëòûõ. Èç êîðîáêè íàóãàä âûíèìàþò 2 êóáèêà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü:

à) (ÀÅÐ) ÷òî èçâëå÷åííûå êóáèêè áóäóò ðàçíîãî öâåòà;
á) (26Ô) êóáèêè áóäóò îäíîãî öâåòà;
â) (ÂÊÊ) ñðåäè âçÿòûõ íå áóäåò æåëòûõ êóáèêîâ.
5.53. Â êîðîáêå 4 àëþìèíèåâûõ çàêëåïêè, 5 ñòàëüíûõ è 4 ìåä-

íûõ. Íàóãàä âûíèìàþò 3 çàêëåïêè ïî îäíîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÎØÀ) ÷òî ïåðâîé áóäåò àëþìèíèåâàÿ çàêëåïêà, âòîðîé — ìåä-

íàÿ, òðåòüåé — ñòàëüíàÿ;
á) (ÈÈÉ) ïåðâîé áóäåò íå ñòàëüíàÿ çàêëåïêà, âòîðîé — íå ìåä-

íàÿ;
â) (599) ñðåäè íèõ áóäåò è ìåäíàÿ çàêëåïêà, è ñòàëüíàÿ, è àëþ-

ìèíèåâàÿ.
5.54. Â êîðçèíå 4 ãðóøè è 9 ÿáëîê. Íàóãàä áåðóò 6 ïëîäîâ. Íàé-

äèòå âåðîÿòíîñòü:
à) (ÂßÒ) ÷òî ñðåäè âçÿòûõ áóäóò 3 ãðóøè è 3 ÿáëîêà;
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á) (ÀÅÆ) â êîðçèíå íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ãðóøè;
â) (Ë88) ÿáëîê áóäåò âçÿòî áîëüøå, ÷åì ãðóø.
5.55. Àáîíåíò çàáûë 4 ïîñëåäíèå öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà

è íà÷àë íàáèðàòü åãî, ïðîèçâîëüíî âûáèðàÿ öèôðû. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü:

à) (Ð23) ÷òî äâà ðàçà îí íàáåðåò öèôðó 8 (îñòàëüíûå ëþáûå, íî
íå âîñüìåðêè);

á) (ÕÍÛ) äâà ðàçà íàáåðåò öèôðó 8, îäèí ðàç — öèôðó 7 è îäèí
ðàç äðóãóþ, íî íå 7 è íå 8;

â) (33Í) íè ðàçó íå íàáåðåò ÷åòíóþ öèôðó.
5.56. Èç 10 ñòóäåíòîâ, ñäàâøèõ ýêçàìåí, 3 îòëè÷íèêà, 4 õîðî-

øèñòà è 3 òðîå÷íèêà. Èç íèõ ïðîèçâîëüíî âûáðàëè 5 ÷åëîâåê. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ:

à) (ÉÎÃ) áóäåò õîòÿ áû îäèí îòëè÷íèê;
á) (ÏÀÐ) áóäåò õîòÿ áû îäèí õîðîøèñò;
â) (ÅÅË) íå îêàæåòñÿ íè îäíîãî òðîå÷íèêà.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ¹ 2

Çàäà÷à 1
Íàéäèòå âñå ïðîñòûå öåïè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû 1 è 6 ãðàôà.

Â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðèâåäåíû íîìåðà âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðà-
ìè. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêàæèòå ÷èñëî ïðîñòûõ öåïåé, ñîäåðæàùèõ
äâà ðåáðà; òðè ðåáðà; ÷åòûðå ðåáðà; ïÿòü ðåáåð.

1.1 (ÑÓÕ). {{1,2}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5},
{5,6}}.

1.2 (ÎÂÍ). {{1,2}, {1,3}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.3 (ÀÑÊ). {{1,2}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5},
{5,6}}.

1.4 (ÅÙ¨). {{1,2}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5},
{5,6}}.

1.5 (ÈÔÎ). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.6 (ÊÀÍ). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,6}, {4,5},
{5,6}}.

1.7 (ÊÀÑ). {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5},
{5,6}}.

1.8 (ÈÅË). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5}, {4,6}, {5,6}}.
1.9 (ÃËÓ). {{1,2}, {1,4},{2,3}, {2,4}, {2,5},{3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6}, {5,6}}.
1.10 (ÊÓÁ). {{1,2}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5}, {4,6}}.
1.11 (ÏÂÎ). {{1,2}, {1,3}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {4,6},

{5,6}}.
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1.12 (ÎÑÝ). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.13 (ÀÑÑ). {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5},
{4,6}, {5,6}}.

1.14 (ÈÝÕ). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5},
{4,6},  {5,6}}.

1.15 (ÄÀÊ).{{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,5}, {3,4}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.16 (ÂÀÏ).{{1,2}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.17 (ÍÀË). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}.

1.18 (ÈßÑ). {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,6}, {3,4}, {3,6}, {4,5},
{4,6}, {5,6}}.

1.19 (ÕÂÒ). {{1,2}, {1,3}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,6},
{5,6}}.

1.20 (ÆÓÇ). {{1,2}, {1,4}, {2,3}, {2,5}, {2,6}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6},
{5,6}}.

Çàäà÷à 2
Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû áóëå-

âûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ÑÄÍÔ â âèäå íàáîðîâ íîìåðîâ ìèí-
òåðìîâ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêàæèòå ÷èñëî ïðî-
ñòûõ èìïëèêàíò, ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ è ÷èñëî ïðîñòûõ
èìïëèêàíò, ñîäåðæàùèõ òî÷íî ïî äâå áóêâû. Íàïðèìåð, ïóñòü â ðå-
çóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå

f = AB + AC + BCD + AD.
Â ýòîì âûðàæåíèè ÷åòûðå èìïëèêàíòû, äåâÿòü âõîæäåíèé àðãó-

ìåíòîâ è òðè ïðîñòûå èìïëèêàíòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâå
áóêâû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñàìîêîíòðîëå îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âèäà 4 9 3.

2.1 (ÅÓÐ). f = (1,5,6,7,11,12,13,15).
2.2 (ÍÎÎ). f = (1,3,5,6,7,8,9,10,11,13,15).
2.3 (ÅÅÒ). f = (0,1,3,4,5,10,11,13,14,15).
2.4 (Ý63). f = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,15).
2.5 (ÎÊÎ). f = (0,2,3,5,6,7,9,10,11,12,14,15).
2.6 (93Ø). f = (0,1,3,4,5,6,7,8,10,12,14).
2.7 (ÖÎÍ). f = (0,1,2,3,6,7,8,9,10,11,12,15).
2.8 (Ñ56). f = (1,3,4,5,6,7,9,10,11,13,14).
2.9 (ÖÍÁ). f = (1,3,4,5,9,10,11,12,13,15).
2.10 (ÎÄÄ). f = (1,2,4,5,6,7,8,9,11,13,15).
2.11 (Í20). f = (0,1,3,4,5,7,8,10,11,12,14,15).
2.12 (5ÒÀ). f = (0,4,5,6,7,8,9,11, 12,13,15).
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2.13 (Ò36). f = (1,3,6,7,8,10,11,13,15).
2.14 (Ë5È). f = (2,4,5,7,9,11,13,14,15).
2.15 (Î×Ó). f = (3,4,5,7, 8,9,10,11,12).
2.16 (396). f = (0,1,3,4,5,9,10,11,15).
2.17 (75Ó). f = (3,5,6,7,9,10,13,15).
2.18 (Ð93). f = (0,3,4,5,6,7,9,10,11,13).
2.19 (ÐÅÃ). f = (0,2,3,5,6,7,10,11,12).
2.20 (5ßÍ). f = (0,3,6,7,9,10,11,13,15).

Çàäà÷à 3
Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ èíâåðñèé áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàí-

íûõ íàáîðàìè ìèíòåðìîâ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
óêàæèòå ÷èñëî ïðîñòûõ èìïëèêàíò è ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ.

3.1 (ÊÐÀ). f = (6,7,10,15).
3.2 (864). f = (0,1,6,10,13,14).
3.3 (ÖÎÁ). f = (0,1,4,5,8,9,10,12,15).
3.4 (ÈÂÊ). f = (0,4,5,6,8,9,10,15).
3.5 (×Ò5). f = (3, 15).
3.6 (120). f = (2,5,6,9,10,11,13,14,15).
3.7 (ÒÀË). f = (0,2,4,8,9,11,12,14).
3.8 (ÌßÓ). f = (2,5,6,8,9,14).
3.9 (ÁÅÇ). f = (0,1,4,5,7,8,9,10,11,12,14,15).
3.10 (ÝÂÀ). f = (0,1,2,3,4,6,9,11,12,14).
3.11 (ÊÎÂ). f = (0,6,7,8,10,15).
3.12 (ÍÈÐ). f = (0,1,2,4,5,6,8,9,10).
3.13 (9ÌÈ). f = (0,4,7,8,11,12,15).
3.14 (ÔÎÌ). f = (4,5,8,9,12).
3.15 (Ý26). f = (1,2,3,5,6,10,13,14).
3.16 (ß79). f = (1,3,4,7,8,12).
3.17 (ÖÎÕ). f = (1,3,7,11,13,15).
3.18 (470). f = (5,6,8,10,11,13).
3.19 (Ö20). f = (0,1,4).
3.20 (ÏÄ7). f = (0,1,8,10,14,15).

Çàäà÷à 4
Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ ôóíêöèé, çàäàííûõ íàáîðàìè ìèí-

òåðìîâ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêàæèòå ÷èñëî âõîæ-
äåíèé àðãóìåíòîâ è ÷èñëî çíàêîâ äèçúþíêöèè. Íàïðèìåð, åñëè ìè-
íèìàëüíàÿ ÊÍÔ èìååò âèä f = (A + D)(A + C)(D + C + D), òî îòâåòîì ïðè
ñàìîêîíòðîëå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà 74, òàê êàê ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ñåìü âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ è ÷åòûðå
çíàêà äèçúþíêöèè.

4.1 (ÓÔÔ). f = (0, 1, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 14).
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4.2 (736). f = (0, 1, 4, 8, 9, 11, 12, 14).
4.3 (ÁÁË). f = (5, 7, 8, 10, 12, 14).
4.4 (232). f = (3, 6, 7, 8, 12).
4.5 (534). f = (1, 2, 3, 9, 10, 13, 14).
4.6 (Â53). f = (0, 1, 2, 6, 8, 10, 11, 12).
4.7 (ÎÐÊ). f = (0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13).
4.8 (ÓÍÍ). f = (1, 2, 6, 10, 11, 14).
4.9 (ÐÅÄ). f = (2, 6, 9, 10, 11, 13, 14).
4.10 (ÄÀÔ). f = (0, 7, 8, 10, 11, 14, 15).
4.11 (ÔÓÌ). f = (1, 5, 6, 7, 9, 10).
4.12 (855). f = (0, 1, 2, 5, 6, 9, 11, 13, 15).
4.13 (ÀÕÑ). f = (1, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 15).
4.14 (ÀÐÒ). f = (0, 3, 4, 8, 11, 12, 14).
4.15 (ÑÏÈ). f = (1, 5, 8, 11, 13, 14, 15).
4.16 (ÀÀÇ). f = (0, 4, 7, 8, 11, 12).
4.17 (550). f = (0, 1, 2, 8, 9, 10, 12, 14).
4.18 (2Ç2). f = (1, 2, 6, 7, 9, 10).
4.19 (ÓÀ1). f = (1, 4, 8, 10, 11, 12, 14).
4.20 (ÒÎÍ). f = (0, 4, 6, 10, 12, 13, 15).

Çàäà÷à 5
Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íàáî-

ðàìè ìèíòåðìîâ ÷åòûðåõ àðãóìåíòîâ (îíè ïåðå÷èñëåíû â êðóãëûõ
ñêîáêàõ). Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàíû íåîïðåäåëåííûå ñîñòîÿíèÿ.
Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêàæèòå äåñÿòè÷íûå íîìåðà íàáîðîâ, íà êîòîðûõ
Âû äîîïðåäåëèòå ôóíêöèþ åäèíèöàìè, è ÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåí-
òîâ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ.

5.1 (ÒÀÂ). f = (4, 6, 10, 11), [0, 2, 7, 13, 15].
5.2 (ØÈÔ). f = (3, 5, 7, 11), [2, 4, 6, 10, 14].
5.3 (Ò15). f = (3, 4, 5, 10, 11, 12), [0, 2, 9, 13].
5.4 (62Ò). f = (1, 6, 7, 9, 11), [0, 5, 10, 13, 15].
5.5 (Õ14). f = (0, 7, 11, 15), [1, 2, 4, 8, 12].
5.6 (351). f = (1, 3, 12, 14), [5, 9, 10, 11, 15].
5.7 (Õ64). f = (5, 6, 7, 15), [3, 10, 11, 13, 14].
5.8 (ßÐÊ). f = (1, 9, 14, 15), [3, 5, 6, 7].
5.9 (479). f = (2, 13, 15), [5, 6, 7, 8, 9, 12].
5.10 (ÑÒÌ). f = (1, 2, 6, 7, 14), [3, 5, 10, 11, 13, 15].
5.11 (ÀÇÓ). f = (4, 7, 11, 14), [1, 3, 9, 10, 15].
5.12 (Ê95). f = (1, 4, 7, 10, 15), [5, 13].
5.13 (9ÌÒ). f = (7, 9, 11, 14, 15), [0, 3, 4, 5].
5.14 (ÁÖÊ). f = (7, 10, 14, 15), [2, 3, 5, 6, 13].
5.15 (ÕÀÎ). f = (3, 6, 7, 13, 15), [2, 5, 11].
5.16 (ØÅÈ). f = (5, 10, 11, 13, 15), [3, 6, 7].
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5.17 (ÐÅ1). f = (3, 4, 9, 11), [5, 7, 10, 15].
5.18 (67Ð). f = (3, 7, 12, 15), [0, 4, 5, 6, 9].
5.19 (ÏÕÂ). f = (0, 4, 15), [1, 2, 3, 7, 8, 12].
5.20 (ÒÀÞ). f = (11, 13, 14, 15), [3, 5, 7, 10].

Çàäà÷à 6

Íàéäèòå ìèíèìàëüíûå êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû áóëå-
âûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íàáîðàìè ìèíòåðìîâ. Â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ óêàçàíû íåîïðåäåëåííûå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ óêàæèòå
÷èñëî âõîæäåíèé àðãóìåíòîâ ìèíèìàëüíîé ÊÍÔ è ÷èñëî çíàêîâ
äèçúþíêöèè.

6.1 (Ê78). f = (0, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14), [1, 2, 7, 15].
6.2 (ÃÒÎ). f = (0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13), [14, 15].
6.3 (ÎÒÑ). f = (1, 2, 6, 9, 10, 13, 14, 15), [7, 11, 12].
6.4 (ÓÐÌ). f = (2, 5, 8, 13, 14), [6, 7, 12, 15].
6.5 (ÐÒÒ). f = (2, 4, 8, 12), [3, 5, 6, 14].
6.6 (2ÒÎ). f = (0, 4, 9, 10, 12, 14), [3, 7, 8, 15].
6.7 (213). f = (1, 2, 8, 10, 12, 15), [0, 4, 6, 9, 11].
6.8 (ÈËÎ). f = (3, 7, 8, 9, 11, 13), [0, 1, 5, 12, 15].
6.9 (ÒÅÕ). f = (6, 8, 10, 12, 13), [0, 1, 2, 5, 7].
6.10 (ÔÑÓ). f = (1, 2, 4, 7, 8, 9, 10, 12), [3, 5, 11, 14, 15].
6.11 (ÒÁØ). f = (2, 4, 10, 12, 13), [0, 3, 11, 14, 15].
6.12 (ÔÓÌ). f = (2, 3, 4, 9, 10, 12), [1, 7, 13, 15].
6.13 (ÀÒ7). f = (6, 9, 10, 11, 13, 14), [2, 3, 5, 7, 15].
6.14 (Ð38). f = (1, 2, 6, 9, 10, 13, 14), [0, 3, 12, 15].
6.15 (ÇÛØ). f = (3, 7, 9, 13), [1, 2, 11, 15].
6.16 (273). f = (2, 7, 9, 13, 14), [1, 4, 5, 6, 8, 10].
6.17 (ÓÄÝ). f = (0, 2, 4, 8, 14), [3, 5, 7, 13, 15].
6.18 (Ó51). f = (3, 6, 9, 13), [5, 7, 15].
6.19 (8ßÐ). f = (0, 4, 10, 12, 15), [5, 7, 14].
6.20 (ÀÅÒ). f = (0, 2, 12, 14), [1, 5, 7, 9, 10, 13].

Çàäà÷à 7

Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:

1 2 4 1 2 3 2 1 3 3 2 3

1 2 3 , 3 1 3 , 2 3 3 , 3 1 4 ,

1 4 2 2 1 3 1 1 4 1 1 3

A B C D

− − − −       
       = − − = − − = − = − −
       −       

1 2 3 3 2 3 1 4 3

3 1 3 , 3 1 3 , 3 1 3 ,

1 4 3 1 4 3 1 1 3

E F K

− −     
     = − − = − − = − −
     − −     
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1 2 3 4 2 3 2 2 3

3 1 4 , 3 1 3 , 3 1 3 .

1 1 3 1 1 4 1 2 3

L M N

− −     
     = − = − − = − − −
     −     

7.1 (ÈÂÍ). AB. 7.9 (52Ò). BE. 7.17 (ÁØÂ). CM.
7.2 (ÂÌÌ). BC. 7.10 (ÕÛÍ). AE. 7.18 (ËÒÕ). DN.
7.3 (35Ä). CD. 7.11 (ÇØÈ). CE. 7.19 (ØÈÊ). AC.
7.4 (ÁÂÖ). DE. 7.12 (ËÀÍ). DF. 7.20 (ØØØ). DM.
7.5 (ÉÊÊ). EF. 7.13 (ÀÀÏ). EK. 7.21 (ØØØ). EN.
7.6 (ÂÅÑ). FK. 7.14 (ÆÒÄ). FL. 7.22 (ØØØ). BK.
7.7 (ÓÍÓ). KL. 7.15 (ËÈË). KM. 7.23 (ØØØ). CN.
7.8 (ÎÂÃ). LM. 7.16 (ÊÂÌ). LN. 7.24 (ØØØ). MN.

Çàäà÷à 8
Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà. Îòâåò

ïðåäñòàâüòå â âèäå:
x = …; y = …; z = …

Ïðè ñàìîêîíòðîëå óêàæèòå ÷èñëà, êîòîðûå áóäóò ïîäñòàâëåíû
âìåñòî òî÷åê.

8.1 (29Ñ). 3x + 2y − 4z = −1; 5x − 3y + 3z = 20; 4x + 4y − 3z = −14.
8.2 (ÑÊÊ). 3x − 6y + 2z = −21; 2x + 3y − 4z = −2; 3x − 3y + 2z = −9.
8.3 (ÒÒÍ). 3x − 2y − 4z = −14; x − 3y + 3z = 26; 2x + 2y − 3z = −18.
8.4 (39Ë). 4x − 5y − 3z = −30; x − 3y + 7z = 32; 8x − 3y − z = −2.
8.5 (ÈÈÈ). 2x + y − 3z = −8; x + 2y − 5z = −5; 3x + 2y − 6z = −13.
8.6 (ÈÕÕ). 3x + 2y − 7z = 14; 4x + 3y − 2z = 5; 5x + 2y − 6z = 8.
8.7 (ÊÂÅ). 2x + 2y − 3z = 0; x + 3y + 4z = −9; 3x + 4y − 5z = 2.
8.8 (ÆÊÒ). −2x − y − 2z = 9; −3x + 2y − 3z = 24; x + 3y + 4z = −9.
8.9 (ÅÍÓ). 6x − 3y − z = 2; −5x + 4y − 2z = −23; 4x + 4y + 3z = −21.
8.10 (75Â). −3x − 2y − 5z = 5; 2x − 4y + 4z = −22; −2x + 3y − 2z = 11.
8.11 (ÈÂÂ). −3x + 3y + 2z = 11; −4x + 2y + 4z = 6; −6x + 3y − 5z = 31.
8.12 (ÊØÊ). 3x + 3y + 2z = 4; −4x − 4y + 2z = −24; 2x + 5y − 4z = 30.
8.13 (ÓÐÏ). 6x − 5y − 4z = 4; 5x + 3y − 5z = −16; −4x + 2y + 2z = −2.
8.14 (ÈËÎ). −3x + 2y +3z = −1; −3x − 3y − 4z = −19; 4x − 2y − 2z = 8.
8.15 (ÌÈÑ). −2x − 5y + 2z = −9; 2x − 6y + 3z = 10; 3x − 2y + 5z = 7.
8.16 (ÒÅÍ). 2x + 3y − 3z = 3; 4x + 4y + 2z = 2; −2x + 5y − 5z = −11.
8.17 (ÌÍÍ). −2x − 3y + 2z = −5; −4x − y + 3z = 6; −3x − 2y + z = 2.
8.18 (ØÊÈ). 5x + 2y − 4z = −2; 2x + 3y − 5z = 9; 2x + 2y − 3z = 5.
8.19 (ÌÂÐ). −2x + 3y + 2z = −17; 3x + 4y + 2z = 5; −2x + 5y − 3z = −28.
8.20 (ÊÎÔ). 3x + 2y + 4z = −6; −2x + 3y − 5z = −5; 3x − 2y + 3z = −4.
8.21 (ÐßÍ). 2x + 3y + 6z = 0; −3x − 4y − 7z = −3; 6x − 2y + 5z = 5.
8.22 (ÍÓÌ). 3x + 2y + 3z = 10; −2x + y − 2z = −2; 2x + 3y + 4z = 4.
8.23 (ÄÈÈ). 3x +5y −3z = −12; −2x + 2y + 3z = −4; −3x + 3y + 4z = −8.
8.24 (ÈÖÕ). −4x +4y +3z=0; −3x +2y −2z=−16; −2x − 3y −3z = −13.
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Çàäà÷à 9

Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâ-
íåíèÿìè y1 è y2. Îòâåò ïðåäñòàâüòå â âèäå:

x = …; y = …
Ïðè ñàìîêîíòðîëå óêàæèòå ÷èñëà, êîòîðûå áóäóò ïîñòàâëåíû

âìåñòî òî÷åê. Äðîáíûå ÷èñëà ââîäèòå â âèäå îáûêíîâåííîé íåñîêðà-

òèìîé äðîáè áåç âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè, íàïðèìåð: 
2

3
; 
7

4
; 
14

5
 è ò.ä.

9.1 (ßÐÑ). y1 = −2x + 4; y2 = −3x + 4.
9.2 (ËÀÒ). y1 = 3x − 5; y2 = 2x − 4.
9.3 (ÝÉÐ). y1 = −6x + 4; y2 = −3x + 4.
9.4 (ÐÏÌ). y1 = −5x + 3; y2 = 7x − 5.
9.5 (219). y1 = 2x + 4; y2 = −3x + 2.
9.6 (ÈÅÑ). y1 = 3x + 2; y2 = −8x = 4.
9.7 (ÒÇÓ). y1 = −3x + 6; y2 = 5x − 1.
9.8 (576). y1 = −3x + 5; y2 = 6x + 4.
9.9 (ËÕÒ). y1 = 3x + 4; y2 = 2x + 3.
9.10 (ËÝÓ). y1 = 3x + 1; y2 = −3x + 5.
9.11 (ÂÂÂ). y1 = −6x − 4; y2 = 3x − 4.
9.12 (ÕÕÐ). y1 = 5x − 4; y2 = −7x + 4.
9.13 (ÅËÅ). y1 = 4x + 4; y2 = −3x + 7.
9.14 (63Ä). y1 = −2x − 4; y2 = −8x + 1.
9.15 (ÈÅÈ). y1 = −3x + 4; y2 = 2x − 4.
9.16 (ÅÍØ). y1 = −7x − 4; y2 = −3x − 3.
9.17 (ÒÊÔ). y1 = 6x + 4; y2 = 4x − 4.
9.18 (ÎÄÎ). y1 = 6x − 4; y2 = −5x + 2.
9.19 (ÓÌÁ). y1 = −7x + 4; y2 = 3x − 4.
9.20 (ÌÂÒ). y1 = 3x + 4; y2 = 6x − 1.

Çàäà÷à 10

Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (5; 7) ïà-
ðàëëåëüíî çàäàííîé ïðÿìîé. Îòâåò ïðåäñòàâüòå â âèäå

y = …,
ãäå âìåñòî òî÷åê çàïèñûâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü èñêîìîãî óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé. Ïðè ñàìîêîíòðîëå íàáèðàéòå òîëüêî ïðàâóþ ÷àñòü. Íàïðèìåð,
åñëè y = −2x + 9, òî íàáèðàåì: −2x + 9.

10.1 (77Ð). y = −2x + 4. 10.6 (ÁÐÈ). y = 3x + 2.
10.2 (55Â). y = 3x − 5. 10.7 (632). y = −3x + 6.
10.3 (ÀËÎ). y = −6x + 4. 10.8 (ÊÅÄ). y = −3x + 5.
10.4 (ÀÐÊ). y = −5x + 3. 10.9 (ÏÅØ). y = 8x + 4.
10.5 (ÈËÈ). y = 2x + 4. 10.10 (ÅÊÏ). y = 9x + 1.
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10.11 (ÑÒÑ). y = −6x − 4. 10.16 (ÝÕÈ). y = −7x − 4.
10.12 (ÅÌÃ). y = 5x − 4. 10.17 (ÕÕÖ). y = 6x + 4.
10.13 (ÄÁÍ). y = 4x + 4. 10.18 (ÂÂÑ). y = 6x − 4.
10.14 (579). y = −2x − 4. 10.19 (ÔÓË). y = −7x + 4.
10.15 (ÈÍÈ). y = −3x + 4. 10.20 (ÝÄÎ). y = x + 8.

Çàäà÷à 11

Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïåðïåíäèêóëÿðíî çàäàííîé ïðÿìîé. Îòâåò ïðåäñòàâüòå â âèäå

y = …,
ãäå âìåñòî òî÷åê çàïèñûâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü èñêîìîãî óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé. Ïðè ñàìîêîíòðîëå íàáèðàéòå òîëüêî ïðàâóþ ÷àñòü. Íàïðèìåð,

åñëè 
1

,
2

y x= −  òî íàáèðàåì 
1

,
2

x−  íî íå 
2

x− .

11.1 (ÆËÂ). y = −2x + 4. 11.11 (ÈÊÐ). y = −6x − 4.
11.2 (ÊÌÃ). y = 3x − 5. 11.12 (ËÈÄ). y = 5x − 4.
11.3 (ÍÛÔ). y = −9x + 4. 11.13 (87Õ). y = 4x + 4.
11.4 (ÁÌÖ). y = −5x + 3. 11.14 (ßÂÈ). y = −8x − 4.
11.5 (ËØØ). y = 2x + 4. 11.15 (23Ê). y = −3x + 4.
11.6 (ÊÍË). y = 9x + 2. 11.16 (ÊÓÌ). y = −7x − 4.
11.7 (ÍÀÍ). y = −8x + 6. 11.17 (ËÝÎ). y = 6x + 4.
11.8 (ÄÅÏ). y = −3x + 5. 11.18 (ßÌÁ). y = 5x − 4.
11.9 (75Ò). y = 8x + 4. 11.19 (Ì51). y = −2x + 4.
11.10 (ÞÍÊ). y = 9x + 1. 11.20 (ËÈÌ). y = 7x + 8.
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Ñïèñîê âîïðîñîâ äëÿ ýêçàìåíà

1. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

1. Êàêîé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ â òåðìèí «ìíîæåñòâî» ïî Ã. Êàí-
òîðó?

2. ×òî òàêîå ïóñòîå ìíîæåñòâî è êàê îíî îáîçíà÷àåòñÿ?
3. ×òî íàçûâàåòñÿ ñèíãëåòîíîì?
4. Êàêèå äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè?
5. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè?
6. ×åì îòëè÷àþòñÿ ïîíÿòèÿ «ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ» è «ýêâèâàëåí-

òíîñòü ìíîæåñòâ»?
7. ×òî íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâà?
8. ×òî íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì çàäàííîãî ìíîæåñòâà?
9. ×òî òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî?
10. ×òî íàçûâàåòñÿ áóëåàíîì ìíîæåñòâà?
11. Êàê íàéòè âñå ýëåìåíòû áóëåàíà?
12. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè?
13. Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâ

ïðîèëëþñòðèðóéòå ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà — Âåííà.
14. Â ÷åì îòëè÷èå îïåðàöèé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ è ñèììåòðè÷å-

ñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ?
15. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû ïîãëîùåíèÿ, ñêëåèâàíèÿ è äå Ìîð-

ãàíà.
16. ×åì îòëè÷àåòñÿ àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü îò ïîòåíöèàëüíîé?
17. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè?
18. ×òî òàêîå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà?
19. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñ÷åòíûìè?
20. ×òî íàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì?
21. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ?
22. ×òî òàêîå êîíòèíóóì?
23. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ ãèïîòåçà êîíòèíóóìà?
24. Êàê äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà òî÷åê îòðåçêîâ ðàçëè÷íîé äëè-

íû ýêâèâàëåíòíû?
25. ×òî òàêîå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëî-

âîãî ìíîæåñòâà?
26. Êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò ìíèìûìè?
27. Êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò êîìïëåêñíûìè? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
28. Êàêèå êîðíè ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ

óðàâíåíèé ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì?
29. Êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè? Ïðèâå-

äèòå ïðèìåð.
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30. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè?
31. Ïîÿñíèòå ïðèìåðàìè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ êîìï-

ëåêñíûõ ÷èñåë.
32. Ïîÿñíèòå ïðèìåðîì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë.
33. Êàê íàéòè ÷àñòíîå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?
34. Êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà ãåîìåòðè÷åñêè?
35. ×òî òàêîå ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
36. ×òî òàêîå àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?
37. Ïîÿñíèòå ïðèìåðàìè çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â àëãåáðàè-

÷åñêîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå.
38. Ïîÿñíèòå ïðèìåðîì îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü êîìïëåê-

ñíîãî ÷èñëà.

2. Êîìáèíàòîðèêà

39. ×òî òàêîå ôàêòîðèàë?
40. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ è ïðàâèëî ñóììû.
41. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê, ðàç-

ìåùåíèé è ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé.
42. Êàê ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëó ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíè-

ÿìè?
43. Êàê ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ïðÿìîóãîëüíèêàõ, î ðàñïèñàíèè,

î ÷èñëå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ?
44. Â ÷åì ñóòü çàäà÷è î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà?

3. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

45. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ äîñòîâåðíûìè, íåâîçìîæíûìè,
ñëó÷àéíûìè? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

46. ×òî íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì? Ïîëåì ñîáûòèé?
47. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé? Ñóììîé ñîáûòèé?
48. ×òî íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì ñîáûòèÿ?
49. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíûìè, íåñîâìåñòíûìè,

ïðîòèâîïîëîæíûìè?
50. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó?
51. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè?
52. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì? Ãåî-

ìåòðè÷åñêèì? Ñòàòèñòè÷åñêèì?
53. ×òî íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ?
54. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè è êàêèå — íåçàâè-

ñèìûìè?
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55. Êàê ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû óìíîæåíèÿ äëÿ çàâèñèìûõ
è íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé?

56. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñ-
òåé.

57. ×òî òàêîå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü?
58. Çàïèøèòå ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
59. Çàïèøèòå ôîðìóëó Áàéåñà. Êàêóþ âåðîÿòíîñòü íàõîäÿò ïðè

ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû?
60. Âåðîÿòíîñòü êàêèõ ñîáûòèé íàõîäÿò ïðè ïîìîùè ñõåìû èñ-

ïûòàíèé Áåðíóëëè? Çàïèøèòå ôîðìóëó ýòîé âåðîÿòíîñòè.
61. Êàê îïðåäåëèòü íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ

â ñõåìå Áåðíóëëè?
62. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
63. ×òî òàêîå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà?
64. Êàê çàäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà?
65. ×òî òàêîå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû? Ïîÿñ-

íèòå íà ïðèìåðå.
66. ×òî òàêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?
67. ×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?
68. ×òî òàêîå äèñïåðñèÿ è ìîäà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

4. Àëãåáðà ëîãèêè (áóëåâà àëãåáðà)

69. ×òî òàêîå âûñêàçûâàíèå?
70. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ?
71. ×òî òàêîå äèçúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ, èíâåðñèÿ?
72. Ïåðå÷èñëèòå àêñèîìû áóëåâîé àëãåáðû äëÿ êîíúþíêöèè,

äèçúþíêöèè è èíâåðñèè.
73. Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå òåîðåìû îäíîé ïåðåìåííîé.
74. ×òî òàêîå äèçúþíêòèâíàÿ è êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíûå ôîð-

ìû (ÄÍÔ è ÊÍÔ)?
75. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû ïîãëîùåíèÿ, ñêëåèâàíèÿ, äå Ìîð-

ãàíà.
76. ×òî òàêîå áóëåâà ôóíêöèÿ?
77. Íàçîâèòå ñïîñîáû çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû.
78. ×òî òàêîå ìèíòåðì?
79. ×òî òàêîå ÑÄÍÔ?
80. Â ÷åì ñóòü ìåòîäà Êâàéíà? Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîèëëþñòðè-

ðóéòå ïðèìåðîì.
81. ×òî òàêîå èìïëèêàíòà áóëåâîé ôóíêöèè?
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82. ×òî òàêîå ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà?
83. ×òî òàêîå ñîêðàùåííàÿ, òóïèêîâàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ?
84. Êàê íàéòè ÑÄÍÔ, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà â âèäå áóëåâîé ôîð-

ìóëû?
85. Êàê íàéòè ÑÊÍÔ, ñîêðàùåííóþ, òóïèêîâóþ è ìèíèìàëüíóþ

ÊÍÔ íà îñíîâå çàäàííîé ÑÄÍÔ ëèáî ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ?
86. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ÊÍÔ.
87. Êàêèå áóëåâû ôóíêöèè íàçûâàþò íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííû-

ìè?
88. Êàê íàõîäÿòñÿ ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ è ìèíèìàëüíûå ÊÍÔ áó-

ëåâûõ ôóíêöèé ñ ó÷åòîì íåîïðåäåëåííûõ ñîñòîÿíèé?

5. Òåîðèÿ ãðàôîâ

89. ×òî òàêîå ãðàô â îáùåì ñëó÷àå?
90. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïñåâäîãðàôà è ìóëüòèãðàôà.
91. Êàê îïðåäåëèòü ÷èñëî ïîäãðàôîâ? Íàäãðàôîâ? ×àñòè÷íûõ

ãðàôîâ?
92. ×òî íàçûâàåòñÿ íóëü-ãðàôîì? Ïóñòûì ãðàôîì?
93. ×òî òàêîå ñìåæíîñòü? Èíöèäåíòíîñòü?
94. ×òî òàêîå ñòåïåíü âåðøèíû?
95. Êàêèå âåðøèíû ãðàôà íàçûâàþòñÿ âèñÿ÷èìè?
96. Êàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè? Íå÷åòíûìè?
97. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè? Ïîëíûìè?
98. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþò òóðíèðàìè?
99. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ðåáåð îäíîðîäíîãî

ãðàôà.
100. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ðåáåð ïîëíîãî

ãðàôà.
101. ×òî òàêîå äîïîëíåíèå ãðàôà? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
102. Êàê ïîñòðîèòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè? Ïîÿñíèòå ïðèìåðîì.
103. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì? Öåïüþ? Öèêëîì?
104. ×òî òàêîå ïðîñòàÿ öåïü? Ïðîñòîé öèêë?
105. ×òî òàêîå âåðøèííîå ïðåäñòàâëåíèå öåïè?
106. ×òî íàçûâàåòñÿ äëèíîé öåïè?
107. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ ñâÿçíûìè? Íåñâÿçíûìè?
108. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûìè?
109. ×òî òàêîå ñòåïåíü ñâÿçíîñòè ãðàôà?
110. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþò ýéëåðîâûìè? Ïîëóýéëåðîâûìè?
111. ×òî òàêîå óíèêóðñàëüíàÿ ëèíèÿ? Êàê îïðåäåëèòü, åñòü ëè

â äàííîì ãðàôå óíèêóðñàëüíàÿ ëèíèÿ?
112. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþò ãàìèëüòîíîâûìè?
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113. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå.
114. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ äâóäîëüíûìè? Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû.
115. ×òî òàêîå ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
116. Ïðèâåäèòå ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ðåáåð â ïîëíîì

äâóäîëüíîì ãðàôå, ñîäåðæàùåì n âåðøèí.
117. Êàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì?
118. Êàêèå ãðàôû íàçûâàþò ëåñîì?
119. Êàêîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâîì?
120. ×òî íàçûâàåòñÿ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà?
121. ×òî òàêîå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô?
122. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîëíûõ îðãðàôîâ? Ïðèâåäèòå ôîðìóëó.
123. ×òî íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà?
124. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà?
125. ×òî íàçûâàåòñÿ òðàíñïîðòíîé ñåòüþ?

6. Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû

126. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñëîâîé ìàòðèöû.
127. ×òî òàêîå ïîðÿäîê ìàòðèöû?
128. Êàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè, òðåóãîëüíûìè,

êâàäðàòíûìè?
129. Ïîÿñíèòå íà ïðèìåðàõ ïîíÿòèÿ ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãî-

íàëåé ìàòðèöû.
130. Êàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè?
131. Ïîÿñíèòå íà ïðèìåðàõ, êàê âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè íàä ìàò-

ðèöàìè: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå.
132. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé?
133. ×òî òàêîå òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà?
134. Ïîÿñíèòå íà ïðèìåðàõ ïîíÿòèÿ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ïåðåñòà-

íîâîê.
135. ×òî íàçûâàåòñÿ èíâåðñèåé (áåñïîðÿäêîì)?
136. ×òî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì) ìàòðèöû?
137. Êàê íàéòè îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà, òðåòüåãî ïîðÿä-

êà? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
138. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.
139. Â ÷åì îòëè÷èå ìèíîðà îò àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ? Ïî-

ÿñíèòå íà ïðèìåðàõ.
140. ×òî òàêîå îáðàòíàÿ ìàòðèöà? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
141. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé? Ïðèâåäèòå

ïðèìåð.
142. ×òî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì?
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143. ×òî òàêîå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ?
144. Êàêèå ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-

ìè è êàêèå — ëèíåéíî çàâèñèìûìè?
145. ×òî òàêîå ðàíã ìàòðèöû?
146. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î áàçèñíîì ìèíîðå.
147. Ïåðå÷èñëèòå âèäû ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
148. ×òî òàêîå îñíîâíàÿ è ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé?
149. Êàêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ñîâìåñò-

íûìè è êàêèå — íåñîâìåñòíûìè?
150. Êàêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè?
151. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Êðîíåêåðà — Êàïåëëè î ñîâìåñòíî-
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155. Íà ïðèìåðå ïîÿñíèòå, êàê íàéòè ìîäóëü âåêòîðà.
156. Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè è êàêèå — êîì-

ïëàíàðíûìè?
157. ×òî òàêîå áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà?
158. Êàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ àôôèííîé?
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Ïîÿñíèòå íà ïðèìåðàõ.
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íîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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