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В учебном пособии в первой части приводится системное из-
ложение одного из разделов прикладной математики, связанного 
с устойчивыми методами и алгоритмами решения систем линей-
ных алгебраических уравнений, возникающих при параметриче-
ской идентификации моделей. Основное внимание уделяется по-
строению решений с минимальной ошибкой или с требуемыми 
точностными характеристиками, а также учету имеющейся апри-
орной информации об искомом решении. Во второй части при-
водится описание лабораторных работ по созданию алгоритмов 
построения нормального псевдорешения и регуляризированных 
решений.  

Учебное пособие предназначено для магистрантов направле-
ния «Прикладная математика и информатика». Результаты будут 
полезны также широкому кругу студентов, магистрантов, аспи-
рантов, исследователей, занимающихся решением задач пара-
метрической идентификации и обработки экспериментальных 
данных. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Многие задачи идентификации, дающие необходимую ин-

формацию при решении задач физики, экономики,  проектирова-
ния и расчетов конструкций и сооружений и др. , сводятся к ре-
шению систем линейных алгебраических уравнений и с точки 
зрения причинно-следственной связи являются обратными зада-
чами. Эта особенность делает большинство задач идентификации 
некорректно поставленными. При этом могут быть нарушены все 
три условия корректности по Адамару (но чаще всего, условия 
существования и устойчивости решения).  

В последние три десятилетия предложены методы регуля-
ризации решения некорректно поставленных задач. Однако в 
существенной части работ используются детерминированные ме-
тоды введения априорной информации как о самом решении, так 
и о погрешностях исходных данных задачи. Необоснованно ма-
лое внимание уделяется выбору оптимальных значений парамет-
ров алгоритмов, что позволило бы получать решения с наимень-
шей ошибкой, а также построению алгоритмов с заданными точ-
ностными характеристиками. Отсутствуют эффективные алго-
ритмы, позволяющие учитывать имеющуюся априорную инфор-
мацию об искомом решении (например, о диапазоне возможных 
значений коэффициента идентифицируемой модели). Отсутствие 
программного обеспечения, разработанного в среде универсаль-
ного математического пакета (например, Mathcad) создает суще-
ственные затруднения у инженеров и экспериментаторов (не яв-
ляющихся программистами) в использовании регуляризирующих 
алгоритмов на практике. 

В данном учебном пособии рассмотрены регуляризирую-
щие методы и алгоритмы, позволяющие строить устойчивые ре-
шения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 
возникающих в задачах параметрической идентификации и по-
зволяющие достаточно полно использовать имеющуюся априор-
ную информацию об искомом решении. Изложение результатов 
ведется в ясной, доступной для инженеров форме и, по возмож-
ности, с опусканием громоздких математических доказательств и 
выводов. Большое внимание уделяется содержательной трактов-
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ке и графической интерпретации излагаемых методов и алгорит-
мов.  

Вычислительной основой предлагаемых регуляризирую-
щих алгоритмов является сингулярное разложение (singular value 

decomposition, SVD) матрицы решаемой СЛАУ. Использование 
сингулярного разложения (в дальнейшем именуемого SVD-разло-

жением) позволяет существенно уменьшить вычислительные за-
траты на построение регуляризированных решений, выбор пара-
метра регуляризации, а также дает возможность достаточно про-
сто проанализировать особенности (несовместность, вырожден-
ность, плохую обусловленность) решаемой СЛАУ. 

Для ряда алгоритмов приводится их программная реализа-
ция в виде разработанных в пакете Mathcad подпрограмм-
функций с решением конкретных задач. Это позволит читателю 
либо использовать эти программные разработки для решения 
собственных задач, либо на основе этих программных модулей 
создать (с минимальными затратами времени) «свое» программ-
ное обеспечение.  

Все это позволяет надеяться на востребованность изложен-
ных в работе алгоритмов для решения практических задач пара-
метрической идентификации.  
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Глава 1  
 

НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫЕ ЗАДАЧИ  
И ЗАДАЧИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 
В этой главе рассмотрены задачи идентификации математи-

ческих моделей различных систем. Сформулированы задачи вы-
числительной математики, к которой приводят задачи идентифи-
кации моделей. При рассмотрении задач идентификации боль-
шое вникание уделяется влиянию погрешности исходных данных 
на точность решения соответствующих задач. 

 
§ 1.1. Корректно и некорректно поставленные задачи 

 
В этом параграфе дается определение корректно поставлен-

ных математических задач и приводится пример некорректно по-
ставленной задачи. 

 
1.1.1. Прямые и обратные задачи 

В математической физике принято деление задач на прямые 
и обратные в зависимости от их ориентации относительно при-
чинно-следственной связи. 

В прямых задачах необходимо по причине определить след-
ствие, в обратных задачах, наоборот, – по следствию нужно вос-
становить причину. 

Поясним это на примере системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) вида: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

M M

M M

N N NM M N

k k k f

k k k f

k k k f

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ + + =

+ + + =

+ + + =

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

   (1.1.1) 

или в матричном виде 

K fϕ = ,        (1.1.2) 
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где K  – матрица размером N M×  (N строк и M  столбцов),  
ϕ  – вектор размерности M  (содержит M  проекций), f  – век-
тор размерности N. 

Для этой системы уравнений прямая задача заключается 
в вычислении правой части f  по заданной матрице K  и вектору 

φ. Обратная задача – по заданным K, f  определить вектор φ, т.е. 
решить систему (1.1.2) относительно вектора решений φ. Из «жи-
тейского опыта» и курса линейной алгебры можно ожидать, что 
решение обратной задачи окажется более сложным, чем решение 
прямой задачи. Это действительно так. 

Более компактной записью соотношений (1.1.1) является 
операторная (матричная) форма вида: 

K fϕ = ,        (1.1.3) 

которую в дальнейшем будем называть операторным уравнени-
ем. Оператор K  отображает элемент ϕ  пространства Φ  в эле-

мент f  пространства F. Для (1.1.1) оператор K  является матри-

цей, а Ф, F  – векторными пространствами ME , NE размерности 
M  и N  соответственно.  
 

 

1.1.2. Некорректно поставленные задачи 
Основная трудность решения обратных задач связана с на-

рушением требований корректности по Адамару. Французский 
математик Ж. Адамар в 1932 г. [84 определил задачу решения 
уравнения (1.1.3) корректно поставленной, если для каждой пра-
вой части f F∈  решение φ: 

1) существует; 
2) единственно (однозначно определяется в пространстве 

Ф); 
3) устойчиво в пространстве Ф, т.е. непрерывно зависит от 

правой части f. 
Если первые два условия понятны, то третье необходимо по-

яснить. Для этого воспользуемся нормами соответствующих про-
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странств. Условие устойчивости предполагает, что для любого 
0ε >  можно указать такое ( ) 0δ ε > , что из неравенства 

( )f f δ ε− ≤ɶ  следует ϕ ϕ ε− ≤ɶ ,    (1.1.4) 

где ϕɶ  – решение уравнения (1.1.3), соответствующее правой час-

ти fɶ . Словами это означает, что малым ошибкам задания правой 
части соответствуют малые ошибки построенного решения. 

Задачи, не удовлетворяющие всем перечисленным выше 
требованиям 1)–3) являются, по Адамару, некорректно постав-

ленными. К таким задачам относится большинство обратных за-
дач, в том числе и  задачи идентификации. 

В качестве такого примера рассмотрим решение плохо обу-

словленной СЛАУ. Дана система из двух уравнений 

1
5 5

2

11 0
.

0 10 10

ϕ

ϕ− −
× =      (1.1.5) 

Очевидно, что решением системы является вектор 1,1
Tϕ = , где 

T  – символ транспонирования. «Исказим» точную правую часть 
51,10

T

f −=  шумом 0.01, 0.01
Tη = − , среднее значение проек-

ций которого равно 0. Близость векторов f , 

1.01, 0.00999
T

f f η= + = −ɶ  будем определять евклидовой нор-

мой ( )
1 22 2

1

0.014i i

i

f f f f
=

 
− = − = 

 
∑ɶ ɶ . Решение 

1.01, 999
Tϕ = −ɶ , найденное по вектору fɶ , существенно отлича-

ется от точного решения ϕ :  ( )
1 22

2

1

1000i i

i

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

 
− = − = 

 
∑ɶ ɶ . 

Такая большая ошибка решения обусловлена неустойчивостью 

проекции 5
2 2 10fϕ −= ɶɶ  к шуму 2η . Низкая устойчивость вектора 

решения к погрешностям исходных данных (в том числе к по-
грешностям задания элементов матрицы K ) является отличи-
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тельным признаком так называемых плохо обусловленных СЛАУ 
(подробнее см. п. 2.1.3). 

Вопрос: можно ли повысить устойчивость решения плохо 
обусловленной СЛАУ? 

Ответ: да, если имеется априорная информация об искомом 

решении ϕ . Например, в виде ограниченности  нормы 

2
Cϕϕ ≤ .       (1.1.6) 

Очевидно, что Cϕ  должно быть выбрано таким, чтобы искомое 

решение ϕ  удовлетворяло условию (1.1.6). Для нашего примера 

полагаем 2Cϕ = . Тогда приближенное решение cϕɶ , удовлетво-

ряющее (1.1.6), имеет проекции 1.01, 0.99−  и ошибку 

1.99cϕ ϕ− =ɶ , что существенно меньше ошибки решения 

1.01, 999
Tϕ = −ɶ . Взяв 5Cϕ = , получаем решение с проекциями 

1.01, 1.99−  и ошибкой 3cϕ ϕ− =ɶ . Видно, что априорная досто-

верность в задании Cϕ  существенно сказывается на точности по-

лучаемых приближенных решений. 
Подведем неожиданный итог: несмотря на предсказываемые 

сложности решения некорректных задач, удалось получить ус-
тойчивые (правда, приближенные) решения СЛАУ (1.1.5). Одна-

ко этого удалось достигнуть только благодаря «сужению» 

множества возможных решений на основе априорной информа-

ции об искомом решении. Сознательно или интуитивно введение 
априорной информации (в той или иной форме) в алгоритм ре-
шения позволило многим практикам получить разумные резуль-
таты, не подозревая о том, что они решают некорректно постав-
ленную задачу. Достоверность используемой априорной инфор-
мации (в нашем примере – предельное значение нормы Cϕ ) су-

щественно влияет на точность получаемых приближенных ре-

шений. 
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1.1.3. Корректность по Тихонову и множество корректности 

Идея поиска решения ϕ  на некотором множестве, являю-
щемся «сужением» исходного пространства Ф, легло в основу 
определения корректности по Тихонову1. 

Задача решения операторного уравнения (1.1.3) называется 
корректно поставленной по Тихонову, если выполнены следую-
щие условия [44; 69; 70]: 

1. Априори известно, что решение задачи существует и 
принадлежит некоторому множеству KΦ  пространства решений 

Φ , т.е. Kϕ∈Φ ⊂Φ . 

2. Решение единственно на множестве KΦ , т.е. для любой 

правой части Kf F∈  существует единственный элемент Kϕ∈Φ . 

Множество KF  состоит из элементов  Kϕ , где Kϕ ∈Φ . В опера-

торном виде множество KF  можно определить соотношением 

K KF K= Φ . 
3. Если вариации правой части не выводят ее за пределы 

множества KF  (следовательно, соответствующие ϕ  принадлежат 

KΦ ), то существует непрерывная зависимость решения от пра-

вой части и обратный оператор 1K −  существует и он непреры-
вен, а следовательно, и ограничен. 

Множество KΦ , на образе которого KF  оператор 1K −  суще-
ствует и непрерывен, называется множеством корректности. 

Сравнивая условия корректности по Адамару и Тихонову, 
видим, что корректность по Тихонову может быть достигнута за 
счет сужения исходного пространства Φ  до множества коррект-
ности KΦ . Поэтому задачу корректную по Тихонову (которая, 

                                                      
1 Тихонов Андрей Николаевич – академик РАН, выдающийся советский 
математик, пионерские работы которого явились теоретической осно-
вой для разработки методов и алгоритмов решения некорректно по-
ставленных задач. 
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возможно, некорректна по Адамару) часто называют условно 

корректной задачей  [46; 69]. 
Общие принципы построения множества корректности и 

выбора из него подходящего (по определенным критериям) ре-
шения рассматриваются в так называемых методах регуляриза-

ции некорректно поставленных задач [4; 44; 54; 56; 66; 67; 69; 
71; 74; 75]. Эти методы используются в последующих главах для 
решения рассматриваемых задач идентификации. 

 
§ 1.2. Параметрические модели динамических систем 

 

В этом параграфе рассмотрены модели различных систем, в 
которых необходимо оценить несколько параметров. Такие мо-
дели называются параметрическими. Показывается, что задачи 
оценивания параметров сводятся к решению систем линейных 
алгебраических уравнений. 

 
1.2.1. Множественные регрессионные модели 

В эконометрическом моделировании в качестве модели вы-
ступает множественная регрессия, используемая в решении про-
блем спроса, доходности акций, при изучении функций издержек 
производства и целого ряда других вопросов эконометрики. Рег-
рессионные модели возникают также при исследовании техноло-
гических процессов и идентификации динамических систем [39]. 

Часто в качестве регрессионной модели принимают линей-
ную множественную регрессию  вида: 

0 1 1 2 2 ... k kY x x xβ β β β ε= + + + + +ɶ ,   (1.2.1) 

где Yɶ – зависимая переменная, где 0 1, ,..., kβ β β  – коэффициенты 

регрессионной модели, ε  – случайное слагаемое, называемое 
возмущением. Обозначим i -е наблюдение зависимой перемен-
ной как iyɶ , а наблюдаемые значения объясняющих переменных – 

1 2, ,...,i i ikx x x , т.е. в обозначении ijx  первый индекс i  определяет 

номер измерения, а второй j  – номер переменной. Тогда имеет 
место следующая модель наблюдений: 
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0 1 1 2 2 ...i i i k ik iy x x xβ β β β ε= + + + + +ɶ , 1,2,...,i n= .  (1.2.2) 

Запишем модель (1.2.2) в матричном виде. Для этого введем 
вектор y  (матрицу-столбец), состоящий из n  проекций, и мат-

рицу X  размером ( )1n k× + , состоящую из n  строк и 1k +  

столбцов: 

1

2
1n

n

y

y
y

y

× =

ɶ

ɶ
ɶ

⋮

ɶ

 ;  ( )

11 12 1

21 22 2
1

1 2

1

1

1

k

k

n k

n n nk

x x x

x x x
X

x x x

× + =

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⋯

, 

а также векторы: 

( )

0

1

1 1k

k

β

β
β

β

+ × =
⋮

 – вектор параметров;   

1

2
1n

n

× =
⋮

ε

ε
ε

ε

 – случайный вектор 

возмущений, где нижние индексы в обозначениях указывают 
размеры векторов и матриц. В дальнейшем матрицы обозначают-
ся прописными буквами, а векторы – строчными. 

Тогда в матричном виде модель наблюдений (1.2.2) примет 
вид 

y X β ε= +ɶ .        (1.2.3) 

Обычно относительно модели (1.2.3) делают следующие 
предположения (которые часто называют условия Гаусса – Мар-
кова): 

Р1. Матрица X  – неслучайная матрица, а ε  – случайный 
вектор. 

Р2. Математическое ожидание   

( ) 0nM ε = ,        (1.2.4) 

где 0n  – вектор, n  проекций которого равны нулю (т.е. нулевой 
вектор). 

Р3. Матрица ковариации 
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2TV M Iε εε σ = =  ,      (1.2.5) 

размера n n× ; I  – единичная матрица размера n n× . Напомним, 
что ,i i -й элемент ковариационной матрицы Vε  определяет дис-

персию i -й проекции вектора ε , а ,i j -й элемент равен корреля-

ционному моменту ( ),i j i jMµ ε ε= ⋅ . Если проекции iε  и jε  ста-

тистически независимы, то , 0i jµ =  и матрица Vε  является диаго-

нальной. 
Р4. Случайный вектор ε  подчиняется n -мерному нормаль-

ному распределению ( )20 ,nN Iσ . 

Р5. Ранг ( )rank X  матрицы X   удовлетворяет условию 

( ) 1rank X k n= + ≤ .      (1.2.6) 

Таким образом, построение оценок для коэффициентов β  
регрессионной модели сводится к решению системы уравнений 
(1.2.3). При этом система (1.2.3) может быть несовместной (т.е. 
не иметь решения), иметь не единственное решение, а матрица 
X  может быть плохо обусловленной. Следовательно, задача 
оценивания вектора параметров β  будет являться некорректно 
поставленной. 

 
1.2.2. Регрессионная модель временного ряда 

Во многих технических и экономических явлениях наблю-
даемый процесс ( )Y τɶ  может быть представлен моделью 

                                      ( ) ( ) ( )Y tτ τ ε τ= +ɶ ,          (1.2.7) 

где τ – чаще всего время. Функция ( )t τ  называется трендовой 

составляющей, и ее знание позволяет осуществлять долгосрочное 
прогнозирование поведения исследуемого процесса. Функция 

( )ε τ является случайной составляющей, называемой возмущени-

ем модели. 
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В качестве функции ( )t τ  часто принимают полином k -го 

порядка: 

( ) 2
0 1 2 ... k

kt τ β β τ β τ β τ= + + + + .     (1.2.8) 

Наблюдаемый процесс измеряется в дискретные моменты 
времени iτ , 1,...,i n= , и тогда приходим к следующей модели 
измерений: 

2
0 1 2 ... k

i i i k i iy β β τ β τ β τ ε= + + + + +ɶ , 1,...,i n= ,  (1.2.9) 

где ( )i iy Y τ=ɶ , ( )i iε ε τ= . Измерения (1.2.9) часто называют вре-

менным рядом.  
Возникает задача выделения трендовой составляющей вре-

менного ряда, т.е. необходимо оценить коэффициенты 

0 1, ,..., kβ β β  по данным { },i ix yɶ , 1,2,...,i n= . По аналогии с (1.2.2) 

введем в рассмотрение векторы: 

1

2
1n

n

y

y
y

y

× =

ɶ

ɶ
ɶ

⋮

ɶ

; ( )

0

1
1 1k

k

β

β
β

β

+ × =
⋮

;   

0

1
1n

n

ε

ε
ε

ε

× =
⋮

 

и матрицу 

( )

2
1 1 1

2
2 2 2

1

2

1

1

1

k

k

n k

k

n n n

T

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ

× + =

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⋯

.     (1.2.10) 

 

Тогда модель наблюдений (1.2.9) можно записать в матричном 
виде: 

y Tβ ε= +ɶ         (1.2.11) 

Таким образом, вновь оценивание коэффициентов функции 
тренда сводится к решению системы алгебраических уравнений 
(1.2.11). Следует заметить, что матрица Т с элементами (1.2.10) 
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имеет плохую обусловленность (числа обусловленности могут 
достигать ~1010 и больших значений). Кроме этого возможны 
случаи, когда нарушается предположение Р3: ковариационная 
матрица перестанет быть диагональной в силу наличия статисти-
ческой связи между проекциями iε  и jε , i j≠ . 

 
1.2.3. Модели динамических систем  

в пространстве состояний 
Пространство состояний часто используется для описания 

поведения динамических систем [28; 50; 63]. Предположим, что 
состояние системы характеризуется m -мерным вектором 

1 2, ,...,
T

mβ β β β= . Информация об этом векторе получается из 

косвенных измерений 

i i iy k β ε= +ɶ , 1,2,...i =      (1.2.12) 

где ik  – вектор строка с элементами 1 2, ,...,i i i imk k k k= , iε – по-

грешности i -го измерения. Характерной особенностью модели 
(1.2.12) является то, что измерения iyɶ  выполняются последова-
тельно. Очевидно, что, «накопив» n измерений, можно сформи-
ровать систему алгебраических уравнений 

y Kβ ε= +ɶ ,        (1.2.13) 

где K  – матрица размером n m×  следующей структуры:  

1

2
n m

n

k

k
K

k

× =
⋮

. 

Тогда оценивание вектора состояния β  сводится к решению 
системы (1.2.13). Однако такой подход к оцениванию вектора со-
стояния неудобен: при поступлении нового измерения 1ny +ɶ  не-

обходимо формировать новую матрицу размером ( )1n m+ ×  и 

решать новую систему уравнений. Поэтому следует использовать 
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рекуррентные алгоритмы оценивания вектора β (или, иначе, ре-
куррентные алгоритмы решения СЛАУ, матрица которых, как 
правило, плохо обусловлена). В таких алгоритмах при поступле-
нии нового 1n +  измерения приближенное решение, соответст-
вующее n -му измерению, корректируется в соответствии с но-
вым измерением 1ny +ɶ .  

Если заданы априорное распределение случайного вектора 
β  и числовые характеристики помехи iε , то для оценивания 

вектора β  используются рекуррентные алгоритмы, получившие 

название фильтра Калмана [50; 63]. Если вектор β  не является 
случайным, то можно использовать рекуррентный регуляризи-
рующий  алгоритм, рассмотренный в работах [26; 28]. 
Таким образом, при оценивании вектора состояния вновь необ-
ходимо решать систему алгебраических уравнений вида (1.2.13), 
но с использованием рекуррентных алгоритмов. Как правило, 
получаемая при этом матрица K  имеет плохую обусловленность 
(большое число обусловленности), а сама система уравнений яв-
ляется несовместной. Эти обстоятельства делают задачу оцени-
вания вектора состояния динамической системы некорректно по-
ставленной. 
  

Обобщая содержание этого параграфа, делаем вывод: иден-

тификация параметров распространенных параметрических 

моделей  связаны с решением систем  алгебраических уравнений 

при нарушении условий корректности Адамара.  
Подробно эти моменты обсуждаются в § 2.1 данной работы. 
 
 
Вопросы для самопроверки 
 

1. Какие задачи называют прямыми, а какие – обратны-
ми? 

2. Назовите условия корректности задачи по Адамару 
3. Дайте определение корректности по Тихонову и ука-

жите множество корректности 
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4. Запишите множественную регрессионную модель 
5. Запишите регрессионную модель временного ряда 
6. Запишите модель динамических систем в пространст-

ве состояний 
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Глава 2  
 

УСТОЙЧИВЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ АЛГОРИТМЫ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 
В этой главе обсуждаются трудности решения систем ли-

нейных алгебраических уравнений (СЛАУ), возникающих при 
параметрической идентификации (см. § 1.2). Строятся регуляри-
зирующие алгоритмы решения таких систем при различной ап-
риорной информации, и оценивается точность получаемых регу-
ляризированных решений. Особое внимание уделяется алгорит-
мам выбора параметра регуляризации (как из условия минимума 
среднеквадратической ошибки решения, так и по заданным точ-
ностным характеристикам). Предлагается рекуррентный алго-
ритм построения регуляризированного решения СЛАУ. 

 
§ 2.1. Вырожденные, несовместные, плохо обусловленные   

СЛАУ и их сингулярный анализ 
 
В этом параграфе рассматриваются трудности, возникающие 

при решении СЛАУ, вводится понятие нормального псевдоре-
шения СЛАУ и, используя сингулярное разложение матрицы 
системы, исследуются причины неустойчивости этого решения 
[10; 19; 40]. 

 
2.1.1. Вырожденные СЛАУ и нормальное решение 

Напомним: что: а) матрица K  является вырожденной, если 
ее определитель равен 0, т.е. det( ) 0K = , и наоборот, если 

det( ) 0K ≠ , то матрица K  является невырожденной; б) матрица 
K  не вырождена тогда и только тогда, когда ее строки (столбцы) 
линейно независимы; в) система уравнений K fϕ =  с квадратной 
матрицей K  имеет единственное решение тогда и только тогда, 
когда K  не вырождена и решение определяется формулой 

1K fϕ −= . 
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Возникает вопрос: как определить для вырожденной систе-

мы единственное  решение. Из-за наличия множества решений у 
вырожденной системы для отбора единственного  решения необ-
ходимо ввести некоторое правило или критерий отбора. Таким 
критерием может служить требование минимальной длины век-

тора решения. 

Нормальным решением вырожденной системы называется 
вектор Hϕ , имеющий минимальную норму ϕ  среди всех ре-

шений системы K fϕ = . Если матрица K  не вырождена, то 
нормальное решение совпадает с обычным решением системы. 
Обобщенным нормальным решением является вектор, минимизи-

рующий  функционал 
2

ϕϕ ω−  среди всех решений системы, где 

ϕω  – вектор, названный «пробным» решением. 

 
2.1.2. Несовместные СЛАУ и псевдорешение 

Система алгебраических уравнений называется несовмест-
ной, если для заданной правой части не существует вектора ϕ , 
обращающего СЛАУ в тождество, т.е. не выполняется первое  
условие корректной постановки задачи. Несовместность может 
быть вызвана неточностью задания правой части или неточно-
стью задания элементов матрицы системы. Следует заметить, что 
несовместными могут быть СЛАУ с хорошо обусловленными 
матрицами. Возникает вопрос: как определить решение для несо-

вместных СЛАУ? Аналогичный вопрос возникает для СЛАУ с 
прямоугольными матрицами, для которых не определена обрат-
ная матрица 1K − . Во всех этих ситуациях обращаются к методу 
наименьших квадратов (МНК). 

Предположим, что матрица K  имеет размеры MN × . Век-
тор HKϕ  размерностью M  называют псевдорешением (или ре-
шением МНК), если он доставляет минимум следующему функ-
ционалу 

2
( ) ( ) ( )T

HK f K f K f Kϕ ϕ ϕ ϕΨ = − = − −    (2.1.1) 
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среди всех векторов евклидова пространства ME . Используя 
правила векторного дифференцирования, получаем необходимое 
и достаточное условие минимума: 

M( ) ( ) ( ) 0T Td
f K f K K f K

d
ϕ ϕ ϕ

ϕ
 − − = − =  ,  (2.1.2) 

из которого следует система уравнений (называемая системой 
нормальных уравнений) вида: 

T T

HKK K K fϕ = .      (2.1.3) 

В отличие от исходной системы K fϕ =  эта система всегда раз-

решима, т.е. для любой правой части f  существует псевдоре-

шение HKϕ . Если матрица K  имеет ранг, равный M , то  

1( )T T

HK K K K fϕ −= .      (2.1.4) 

В случае вырожденной матрицы K  для получения единственного 
решения обращаемся к «старому» правилу, а именно: за решение 
принимается вектор ϕ + , называемый нормальным псевдорешени-

ем, имеющий минимальную норму среди всех решений HKϕ . 
Возникает вопрос: существует ли матрица (обозначаемая 

+K ) размером NM × , однозначно определяемая матрицей K  
и такая, что  

K fϕ + += .       (2.1.5) 
Такая матрица действительно существует, и она называется псев-

дообратной матрицей для матрицы K . Если K  имеет полный 
ранг, то 

1

1

( ) , ;

( ) , .

T T

T T

K K K если N M
K

K KK если N M

−
+

−

 ≥
= 

<
 

Псевдообратная матрица удовлетворяет следующим условиям: 
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, ;

( ) ; ( ) .T T T

KK K K K KK K

KK KK K K K K

+ + + +

+ + +

= =

= =
    (2.1.6) 

Построение псевдообратной матрицы на основе сингулярно-
го разложения будет рассмотрено позже, а здесь заметим, что 
псевдообратная матрица – полезное математическое понятие (как 
и понятие обратной матрицы), но при нахождении ϕ +  ее, как 
правило, не вычисляют. 

Казалось бы, используя введенное понятие нормального 
псевдорешения ϕ + , можно построить решение для вырожденной 
или несовместной СЛАУ. К сожалению, алгоритм построения  
ϕ +  является неустойчивым по отношению к погрешностям ис-
ходных данных, что является следствием плохой обусловленно-
сти решаемых СЛАУ. 

 
2.1.3. Плохо обусловленные СЛАУ и число обусловленности 

Число обусловленности cond(K) является важной характери-
стикой матрицы K. Если матрица K имеет  K–1 , то  

1( )cond K K K −= ⋅ ,      (2.1.7) 

где K  – согласованная норма матрицы. Так, для евклидовой нор-

мы вектора существует несколько согласованных норм матриц [3]: 

– евклидова норма 
E

K , определяемая как 

1/ 2

2

1 1

N M

i jE
i j

K k
= =

 
=  
 
∑∑ ;      (2.1.8) 

– спектральная норма   
S

K , определяется как 
1/ 2
maxS

K µ= ,        (2.1.9) 

где maxµ  – максимальное собственное число KT
 K. 

Для последней нормы (2.1.10) имеем  

1/ 2
max min( ) ( / )сond K µ µ=     (2.1.10) 
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Основные свойства числа обусловленности вполне очевидны: 

1) ( ) 1, ( ) 1, гдесond K cond I I≥ =   – единичная матрица; 

2) ( ) ( ), где 0сond cK cond K c= ≠ –  константа; 

3) ( ) max / mini i i i
ii

сond K k k= , где iik  – диагональные  

элементы матрицы  K ; 
14) ( ) ( )сond K cond K −= ; 

5) для евклидовой и спектральной норм число обусловлен-
ности не меняется от умножения матрицы K слева и справа на 
любые ортогональные матрицы. 

Число обусловленности входит в следующее неравенство: 

( )
f f

cond K
f

ϕ ϕ
ϕ

−−
≤

ɶ
ɶ

,    (2.1.11) 

где ,ϕ ϕɶ  – решения системы ,K fϕ =  построенные при правых 

,f fɶ  соответственно. Видно, что чем меньше число обусловлен-
ности, тем с меньшим «коэффициентом усиления» относительная 
погрешность задания правой части передается в относительную 
погрешность найденного решения. 

Таким образом, число обусловленности характеризует ус-
тойчивость решения к погрешностям задания правой части f . 

При больших значениях ( )cond K  решение системы K fϕ = ɶɶ ɶ   

может существенно отличаться от точного решения ϕ  системы 

K fϕ = , хотя норма f f−ɶ  будет маленькой. Следовательно, 

для СЛАУ с большим числом обусловленности  из малости нор-

мы f f−ɶ  нельзя делать вывод о малости нормы ϕ ϕ−ɶ  полу-

ченных решений. 
Величина числа обусловленности позволяет дать следую-

щую классификацию матриц (систем): матрица K называется хо-
рошо обусловленной, если ( )cond K  относительно мало; матрица 

K является плохо обусловленной, если ( )cond K  относительно 
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велико. Уточнить понятия «относительно мало» или «относи-
тельно велико» можно, рассматривая условия конкретной задачи 
решения СЛАУ. Если при заданном относительном уровне по-

грешности /f f f fδ = −ɶ  выполняется неравенство 

( ) fcond K δ ε⋅ ≤ , где ε  – максимальное значение относительной 

ошибки решения / ,ϕ ϕ ϕ−ɶ  то можно говорить о хорошо обу-

словленной матрице K; в противном случае матрицу K  можно 
считать плохо обусловленной. На практике считают матрицу хо-
рошо обусловленной, если  cond(K) <100. 

Вернемся к системе нормальных уравнений (2.1.4), решение 
которой дает ϕ + . К сожалению, очень часто матрица этой систе-
мы имеет плохую обусловленность, а сама задача построения 
нормального псевдорешения является неустойчивой по отноше-
нию к погрешностям задания правой части (или элементов мат-
рицы системы). Излагаемый ниже SVD-анализ СЛАУ позволяет 
более глубоко выяснить причину такой неустойчивости. 

 
2.1.4. Сингулярное разложение матрицы 

Сингулярным разложением прямоугольной N M×  матрицы 
K (коротко: SVD-разложением) называется  представление [3; 
70]: 

TK U V= Λ ,       (2.1.12) 

где U – ортогональная ( NN × )-матрица, V – ортогональная 
( M M× )-матрица, Λ  – ( N M× )-матрица вида 

0000

000

000

000

000

M

3

2

1

⋯

⋯

⋮⋱⋮⋮⋮

⋯

⋯

⋯

λ

λ

λ

λ

Λ = ,     (2.1.13) 
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в которой последние N – M строки содержат только нулевые эле-
менты. Величины 0, 1,...,j j Mλ ≥ = , называются сингулярными 

числами матрицы K, и в дальнейшим полагаем, что jλ  упорядоче-

ны по убыванию, т.е. 1j jλ λ +≥ . Напомним, что матрица B называет-

ся ортогональной, если имеет место тождество T TB B BB I= = . 
Очевидно, что линейные преобразования вектора, выполненные с 
помощью ортогональной матрицы, сохраняют его норму. Пусть 
z=Bx, тогда 

2TTTT2
xxxBxBxBxBxz ===⋅= )()( . 

Если матрица K имеет SVD-разложение (2.1.13), то имеют 
место следующие свойства: 

1) столбцы uj, j=1, 2,...,N,  матрицы U называются левыми 
сингулярными векторами и образуют ортонормированный базис 
из собственных векторов матрицы KK

T, т.е. 

1, ;
, ,

0, ,
TKK

k j
u u u u

j j j j i k j
γ





=
= < >=

≠
  (2.1.14) 

где jγ – собственные числа матрицы KK
Т; 

2) столбцы vi, i=1, 2,..., M, матрицы V называются правыми 
сингулярными векторами и образуют ортонормированный базис 
из собственных векторов матрицы KТ 

K, т.е. 

1, ;
, ,

0, .
T

i i i j iK K
i j

v v v v
i j

β
=

= < >= 
≠

   (2.1.15) 

где iβ   – собственные числа матрицы K Т  
K; 

3) если ранг матрицы K равен p, то  

1 20, 1,2,..., ; ... 0j p p Mj pλ λ λ λ+ +> = = = = =   (2.1.16) 

и наоборот: ранг матрицы равен количеству ненулевых сингуляр-

ных  чисел; 
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4) между сингулярными векторами матрицы K существует 
связь 

, ; , ;

0, , 0, .
i i i iT

i i

u i p v i p
Kv K u

i p i p

λ λ≤ ≤ 
= = 

> > 
 

5) для ненулевых собственных чисел ( ),T

j K Kµ ( )T

j KKµ  

матриц  KТ
K, KK

Т имеет место равенство 
2( ) ( ) , 1,2,..., ,T T

j j jK K KK j pµ µ λ= = =  

где p – ранг матрицы K. Возвращаясь к (2.1.15), (2.1.16)  получа-

ем  2 , 1,2,..., ;i i i i p= = =γ β λ  
6) число обусловленности матрицы K полного ранга опреде-

ляется соотношением 

max min( ) /cond K λ λ= ;      (2.1.17) 
7) норма матрицы K выражается как  

maxλ=K ; 

8) имеет место следующее представление: 

1 1 1 2 2 2
1

...
M

T T T

M M M j j j

j

K u v u v u v u vλ λ λ λ
=

= + + + =∑ .  (2.1.18) 

На рис. 2.1 приведены значения jλ  для матрицы K  разме-

ром 100 80×  с числом обусловленности 123.4 10⋅ , а на рис. 2.2 – 
проекции сингулярных векторов 1v (кривая 1), 20v (кривая 2), 

40v (кривая 3). Видно, что с увеличением номера j  частота ос-

цилляций проекции векторов jv  увеличивается. 

Перечисленные свойства сингулярного разложения позво-
ляют построить простой алгоритм вычисление нормального 
псевдорешения и псевдообратной матрицы [3; 82]. 

 
2.1.5. SVD-алгоритм построения нормального 

псевдорешения 

Введем векторы 
,T Ty U f x V ϕ= =        (2.1.19)  

 28

размерностью N и M соответственно. Тогда с учетом (2.1.13) сис-
тему K fϕ =  можно преобразовать к эквивалентной системе: 

, 1,..., ;

0 , 1,..., ,

j j j

j

x y j M

y j M N

λ = =

= = +
    (2.1.20) 

 

 
Рис. 2.1. Сингулярные числа матрицы K  
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Рис. 2.2.  Сингулярные векторы матрицы K  

 
которая хорошо характеризует «информативность» правой части: 
чем меньше сингулярное число jλ , тем с меньшим весом проекция 

jx  входит в правую часть. Предельный случай 0jλ = , 

1p j M+ ≤ ≤ , говорит о вырожденности K. Очевидно, что невы-

полнение условия 
1

0
N

j

j M

y
= +

=∑  говорит о несовместности исход-

ной системы. 

С учетом ортогональности матриц U, V и соотношений 
(2.1.19) функционал (2.1.2) можно записать в виде  

     2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( 0 )
p M N

НК НК i j j j j j

j j p j M

x y x y x yϕ λ
= = + = +

Ψ = Ψ = − + − ⋅ +∑ ∑ ∑ . 

Третье слагаемое обусловлено несовместностью исходной сис-
темы, и не зависит от x . Второе слагаемое отражает вырожден-
ность системы, и, следуя определению нормального псевдореше-
ния, проекции jx , входящие во второе слагаемое, следует при-
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нять равным 0. Тогда минимум функционала достигается на век-
торе x+  размерности  p  с элементами 

, 1,...,j

j

j

y
x j p

λ
+ = = ,     (2.1.21) 

а нормальное псевдорешение ϕ +  выражается как  

1

p

j j

j

x vϕ + +

=

= ⋅∑ .       (2.1.22) 

Напомним, что 0, 1,...,j j pλ > = , где p  – ранг матрицы K .  

Введем в рассмотрение матрицу +Λ  размером M N×  с эле-
ментами 

{ }
,

1
, , 1 ;

0 , .

j
i j

если i j j p

в противном случае

λ+

 = ≤ ≤Λ = 



   (2.1.23) 

Тогда псевдорешение ϕ +  при точной правой части f  предста-
вимо в виде  

,TV U fϕ + += Λ         (2.1.24) 

а матрица  

TK V U+ += Λ          (2.1.25) 

размером M N×  является  псевдообратной  матрицей. 

Сделаем обобщение понятия нормального псевдорешения. 
Назовем обобщенным нормальным решением вектор oϕ + , яв-
ляющийся решением вариационной задачи [53; 54]: 

2
inf

HK
Wϕϕ

ϕ
∈ Φ

,        (2.1.26) 

где HKΦ  – множество решений вариационной задачи 

2
inf

fW
f Kϕ− , 
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а , fW Wϕ  – невырожденные симметричные матрицы. Здесь и 

ниже запись 
2

zV
z  означает квадратичную форму вида T

zz V z . 

Построим алгоритм вычисления обобщенного нормального ре-
шения. Для этого введем сингулярное разложение. 

1/ 2 1/ 2 T

fW KW U Vϕ
− = Λ .    (2.1.27) 

Следуя работе [53], можно доказать  

Утверждение 2.1.1. Решение вариационной задачи (2.1.27) 
допускает представление  

1/ 2 1/ 2 ,T

o f oW V U W f K fϕϕ + − + += ⋅ ⋅Λ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  (2.1.28) 

а обобщенная псевдообратная матрица имеет вид 

1/ 2 1/ 2T

o fK W V U Wϕ
+ − += ⋅ ⋅Λ ⋅ ⋅ ,     (2.1.29) 

где +Λ  определена (2.1.22).  ♣ 

Хотя нормальное псевдорешение и обобщенное нормальное 
псевдорешение существуют для любой матрицы K и правой час-
ти f , но они очень «чувствительны» к погрешностям задания 
правой части из-за наличия малых сингулярных чисел (признак 
плохой обусловленности матрицы K ). Покажем это в случае, ко-
гда вместо вектора f  «точной»  правой части системы K fϕ =  

задан «зашумленный» вектор  f f η= +ɶ , где η  – вектор погреш-
ностей. Тогда нормальное псевдорешение можно представить в 
виде (см. (2.1.20), (2.1.21)): 

1 1

, , ,p p
j j j

j j j

j jj j j

u f u u
v x v

η η
ϕ

λ λ λ
+ +

= =

   
= + ⋅ = + ⋅   

     
∑ ∑ɶ . (2.1.30) 

Если первое слагаемое в этом представлении соответствует про-
екциям искомого «точного» псевдорешения, то второе слагаемое 
характеризует ошибку, которая может принимать большие зна-
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чения при делении на малые сингулярные числа jλ . Причем эта 

ошибка имеет осциллирующий характер (типичный признак не-

устойчивости решений), обусловленный осциллирующим по-
ведением проекций векторов jv , соответствующих малым jλ (см. 

рис. 2.1.2, кривые 2 и 3). 

Как устранить такую неустойчивость? Простейшим устой-
чивым алгоритмом является построение «усеченного» нормаль-
ного псевдорешения в виде: 

1

,
( )

p
j

j j

j j

u f
F vγϕ λ

λ
+

=

 
 = ⋅ ⋅
  

∑
ɶ

,     (2.1.31) 

где  ( )F λ  называется фильтрующей функцией, она задается как: 

0

0

1, ;
( )

0, .

если
F

если

λ γ
λ

λ γ

>
= 

≤
     (2.1.32) 

Введение такой функции в алгоритм построения псевдорешения 
можно рассматривать как элементарный способ регуляризации 
неустойчивой задачи вычисления нормального псевдорешения. 

 

2.1.6. Построение нормального псевдорешения в  Mathcad 

Первоначально рассмотрим две функции Mathcad, которые 
потребуются для построения нормального псевдорешения ϕ +

ɶ , 
определяемого выражением 

1

,Пp
j

j

j j

f u
vϕ

λ
+

=

= ⋅∑
ɶ

ɶ ,       (2.1.33) 

где практический ранг Пp  матрицы K определяется количеством 

сингулярных чисел jλ , удовлетворяющих  условию: 

0
max

jλ
γ

λ
≥ ,         (2.1.34) 
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где 0γ – достаточно  малая величина  ( 10 810 10− −÷ ). 

 
 Функция svds. Обращение имеет вид svds(K). Вычисляет 
вектор размерности M , состоящий из сингулярных чисел jλ  

матрицы K, которые расположены в убывающем порядке. 

 Функция svd. Обращение имеет вид  svd(K). Вычисляет мат-
рицу UV  размером ( )N M M+ × . Первые N  строк этой матри-

цы соответствуют матрице U  размером N M× , которая опреде-

ляет первые M столбцов матрицы U , т.е. 

1M NU U u u+= ⋮ ⋮⋯⋮ .     (2.1.35) 

Последние M строк матрицы UV содержат матрицу V размером 
M M× .  

 Заметим, что отсутствие в матрице U  последних N M−  

столбцов матрицы U обусловлено тем, что эти столбцы не участ-
вуют в вычислении нормального псевдорешения и поэтому во 
многих программных реализациях SVD-разложения эти столбцы 
не вычисляются. 

 Функция submatrix. Обращение имеет вид submatrix  

(K, i1, i2, j1, j2). Формирует новую матрицу из элементов матрицы 
K, стоящих с  i1 по i2 строках и с j1 по j2 столбцах матрицы K. 

 Пример 2.1.1. Дана матрица K  размером 6 3× . Необходимо 
вычислить сингулярные числа и матрицы ,U V . 

 Решение. На рис. 2.3 показан фрагмент документа Mathcad, 
выполняющий требуемые вычисления. Здесь же приведены вы-
числение числа обусловленности (формула (2.1.16)) и проверка 
ортогональности столбцов матриц ,U V .☻ 

Перейдем к подпрограмме-функции (П-Ф) Ps_Solve, осуще-
ствляющей построение нормального псевдорешения СЛАУ по 
формуле (2.1.33). Обращение к П-Ф имеет вид: 

Ps_Solve(K,f, 0γ ).      (2.1.36) 
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Формальные параметры: K – матрица системы размером 
N M× , f  – правая часть системы, 0γ  – переменная веществен-
ного типа, входящая в условие (2.1.34). 

 На рис. 2.4 приведен фрагмент документа Mathcad с текстом 
П-Ф Ps_Solve. 

 
Замечание 2.1.1. При обработке матриц в пакете Mathcad 

часто используется операция формирования вектора из опреде-
ленного  столбца матрицы. Для этого надо ввести имя матрицы, 
затем нажать клавиши [Ctrl+6] и в появившихся вверху угловых 
скобках задать нужный номер столбца. Например, в П-Ф  

Ps_Solve стоят операции ,j j
U V . ♦ 

 
           Рис. 2.3. Сингулярное разложение матрицы K 
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     Рис. 2.4. Текст  подпрограммы-функции  Ps_Solve 

Пример 2.1.2. Матрица K размером 5 3× формируется с исполь-
зованием П-Ф  Form_K (фрагмент документа показан на  
рис. 2.5). Число обусловленности 61.426 10⋅ . Для заданного век-
тора ϕ  вычислены два вектора: вектор «точной» правой части 

f и вектор «зашумленной» правой части fη  с относительной по-

грешностью 33.232 10−⋅ (см. рис. 2.5). По этим двум векторам 
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Рис. 2.5. Построение нормальных псевдорешений 

 

необходимо построить нормальные псевдорешения с использо-
ванием П-Ф  Ps_Solve. 

Решение. Два обращения к Ps_Solve показаны на рис. 2.5. 
Здесь вычислены относительные ошибки двух псевдорешений: 
псевдорешение 1psϕ , построенное по точной правой части, и 

псевдорешение 2 psϕ , построенное по искаженной правой части 
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fη . Несмотря на маленькую погрешность исходных данных, от-

носительная ошибка решения 2 psϕ  достигает большой величины 
31.102 10⋅ , и эта ошибка удовлетворяет неравенству (2.1.12). Дей-

ствительно  

                      3 3 31.103 10 ( ) 3.232 10 4.609 10cond K −⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅ . ☻ 

В заключении этого параграфа заметим следующее: хотя 

рассмотренные алгоритмы (2.1.22), (2.1.33) позволяют постро-

ить нормальное псевдорешение для любой СЛАУ, однако это 

решение в случае плохо обусловленной матрицы имеет низкую 

устойчивость к погрешностям задания правой части. Это на-

глядно демонстрирует пример 2.1.2. Для получения устойчивых 

решений используют специальные регуляризирующие алгоритмы, 

рассмотренные в последующих параграфах. 
 

§ 2.2. Оптимальные статистические регуляризирующие 
алгоритмы решения СЛАУ 

 
В этом параграфе рассматриваются два устойчивых алго-

ритма построения нормального псевдорешения СЛАУ при стати-
стической модели измерений и различных способах задания ап-
риорной информации об искомом решении. Алгоритмы миними-
зируют величину введенных функционалов от ошибки решения и 
поэтому называются оптимальными.  
 
2.2.1. Байесовский регуляризирующий алгоритм 

Пусть дана система линейных алгоритмических уравнений 
вида 

K fϕ =         (2.2.1) 

и вместо точной правой части f  дан «зашумленный» вектор 

f f η= +ɶ ,       (2.2.2) 

где η  – случайный вектор шума измерений. Задачу построения 
решения системы (2.2.1) по этому вектору можно формально све-
сти к построению матричного отображения (алгоритма) 
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( ) : N MT f E E→ɶ , где  ,N ME E  – евклидовы векторные простран-

ства размерности ,N M соответственно. Тогда полученное таким 

образом решение Tϕ  допускает запись ( )T T fϕ = ɶ . Возникает во-

прос: как определить отображение ( )T fɶ , т.е. алгоритм вычисле-

ния решения по заданной правой части fɶ . Очевидно, что для 
этого необходимо ввести в рассмотрение определенные крите-
рии, позволяющие судить о качестве того или иного алгоритма. 
Эти критерии и используемые методы математической статисти-
ки определяют сущность статистических подходов к построению 

алгоритма ( )T fɶ . 

Байесовский подход к построению регуляризирующих алго-
ритмов рассматривался в большом числе публикации (например, 
[42; 43; 52; 57; 72]). Поэтому здесь приведем только основные 
соотношения, уделяя внимание априорной информации, необхо-
димой для построения алгоритма и точности такого алгоритма. 

Исходной информацией являются: 
• априорное распределение ( )p ϕ  искомого вектора ре-

шения ϕ ; 

• условное распределение ( )p f ϕɶ , характеризующее 

распределение вектора измерений fɶ  при фиксированном век-

торе ϕ ; 

• функция потерь ( ),TП ϕ ϕ  – чаще всего квадратичная: 

( ) 2
,T TП ϕ ϕ ϕ ϕ= − .       (2.2.3) 

Используя эту информацию, можно вычислить средний риск ал-
горитма T , определяемого формулой 

( ) ( )( ),cp f
T M M П T fϕ ϕ

ϕ  ∆ =    
ɶ

ɶ .  (2.2.4) 
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Нижние символы у операторов математических ожиданий [ ]M  

указывают, для каких случайных векторов они вычисляются. Ис-
пользование двух операторов «усреднение» – по распределению 
вектора η  при фиксированном ϕ  (условное математическое 

ожидание [ ]
f

M
ɶ ϕ

) и по распределению вектора ϕ  (математиче-

ское ожидание [ ]Mϕ ) – делает зависимость величины среднего 

риска только от оператора T . 

Байесовским регуляризирующим алгоритмом БT  назовем 
матричный оператор T , доставляющий минимум величине сред-
него риска (2.2.4). 

К сожалению, конечные соотношения для построения байе-
совского регуляризирующего алгоритма БT , можно получить 

только в одном случае, когда распределения ( )p ϕ , ( )p f ϕɶ  яв-

ляются нормальными: 

( ) ( ),p N m Vϕ ϕϕ = ; ( ) ( ),p f N K Vηϕ ϕ=ɶ . (2.2.5) 

При этом предполагается, что вектор шума η  также имеет нор-

мальное распределение ( )0 ,NN Vη , где 0N  – нулевой вектор с N  

проекциями. Запись ( , )z zN m V  означает, что N -мерный случай-
ный вектор z  имеет нормальное распределение с вектором ожи-
дания zm  и ковариационной матрицей zV , а сама плотность рас-
пределения имеет вид: 

1
21

( ) exp
2 z

zV
p z const z m −

 = ⋅ − − 
 

, 

где запись 1
2

z
zV

z m −−  означает ( ) ( )1
1

2 T

z z z z
zV

z m z m V z m−
−− = − − . 

Для распределений (2.2.5) байесовское регуляризированное ре-

шение ( )Б БT fϕ = ɶ  находится из системы линейных алгебраиче-

ских уравнений 
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( )1 1 1 1T T

БK V K V K V f V mη ϕ η ϕ ϕϕ− − − −+ = +ɶ .   (2.2.6) 

Заметим, что вектор Бϕ  для квадратичной функции потерь (2.2.3) 
и распределений (2.2.5) максимизирует значения апостериорной 

плотности распределения ( | )p fϕ ɶ , которая имеет вид  

1 1
2 21 1

( | ) exp
2 2V V

p f const f K m
η ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ− −

 = ⋅ − − − − 
 

ɶ ɶ , 

а, следовательно,  доставляет минимум функционалу                        

[ ] 1 1
2 2

Б V V
F f K m

η ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ− −= − + −ɶ .   (2.2.7) 

Рассмотрим точность построенного байесовского регуляри-
зированного решения  при следующих предположениях: 

[ ] 0NM η = ;  [ ] 0M NM ϕη ×= .     (2.2.8) 

Последнее условие означает, что проекция jϕ  и iη  не коррелиро-

ванны между собой. Определим вектор ошибки решения как 

Б Бε ϕ ϕ= − .         (2.2.9) 

Для дальнейшего будет полезной следующая запись ошибки: 

       
( ) ( )( )

( )

11 1 1 1

11 1 1 1( ) .

T T

Б

T T

K V K V K V K V m

K V K V K V V m

−− − − −

−− − − −

= + + + − =

 = + ⋅ + − 

η ϕ η ϕ ϕ

η ϕ η ϕ ϕ

ε ϕ η ϕ

η ϕ
  (2.2.10) 

Утверждение 2.2.1. Математическое ожидание [ ]БM ε  оп-

ределяется выражением  

[ ] ( ) [ ]( )11 1 1T

Б БM b K V K V V m Mη ϕ ϕ ϕ ϕε ϕ
−− − −= = + −

ɶ
, (2.2.11) 

где mϕ , Vϕ  – математическое ожидание и ковариационная мат-

рица задаваемого априорного распределения ( ) ( ),p N m Vϕ ϕϕ = .  
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Для доказательства этого утверждения достаточно с  
учетом (2.2.5) вычислить математическое ожидание 

[ ] [ ]Б БM M Mϕ ηε ϕ ϕ = −  от левой части (2.2.10).  

Неслучайный вектор Бb  характеризует систематическую 
ошибку байесовского решения, и его можно назвать смещением 
оценки Бϕ  относительно искомого решения ϕ . Если заданное 

математическое ожидание mϕ  априорного распределения не рав-

но «истинному» [ ]Mϕ ϕ , то [ ] 0Б MM ε ≠  и решение Бϕ  будет яв-

ляться смещенной оценкой для ϕ . ♣ 

Введем вектор [ ]Б Б БМξ ε ε= − , который представим в виде: 

( ) 11 1 1T T

Б K V K V K Vη ϕ ηξ η
−− − −= + ⋅ . 

Непосредственно из этого представления (с учетом предпо-
ложений (2.2.8)) следует  

Утверждение 2.2.2. Вектор Бξ  является случайным векто-

ром с математическим ожиданием [ ] 0Б MM ξ =  и ковариацион-

ной матрицей 
Б

T

Б БV Mξ ξ ξ =   , которая определяется выражени-

ем:  

( ) ( )1 11 1 1 1 1

Б

T T TV K V K V K V K K V K Vξ η ϕ η η ϕ

− −− − − − −= + + . ♣      (2.2.12) 

Следовательно, вектор Бξ  можно назвать случайной ошиб-

кой решения Бϕ , а вектор «полной» ошибки (2.2.9) байесовского 
решения  записать в виде: 

Б Б Бbε ξ= + .        (2.2.13) 

Обобщая изложенное, можно сказать, что байесовский регу-
ляризирующий алгоритм позволяет построить по заданной пра-

вой части fɶ решение с наименьшей среднеквадратической 

ошибкой (СКО), определяемой (2.2.4), на классах векторов ϕ  и 
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η , имеющих распределения ( ) ( ),p N m Vϕ ϕϕ =  и 

( )( ) 0 ,Np N Vηη = соответственно. 

К недостаткам байесовского подхода к построению регуля-
ризированного решения СЛАУ следует отнести: 

• необходимость задания плотностей ( )p f ϕɶ , ( )p ϕ , при-

чем существенные трудности возникают с заданием ( )p ϕ  из-за 

отсутствия априорной статистической информации в векторе 
ϕ ; 

• допущение о статистической природе искомого решения. 
Если допущение о случайности вектора погрешностей η  в 

большинстве случаев оправдано и позволяет учесть специфику 
различных измерительных схем, то допущение о статистической 
природе ϕ  часто не соответствует действительности. Для того 
чтобы использовать байесовский регуляризирующий алгоритм и 
в этом случае  используют несколько способов: 

– метод рандомизации [11; 42; 43], преобразующий детер-
минированные ограничения вида: 

min maxi iiϕ ϕ ϕ≤ ≤ , 1,2,...,i M= , 

в параметры mϕ , Vϕ  априорного распределения ( )p ϕ =  

( ),N m Vϕ ϕ= ; 

– введение фидуциального априорного распределения [72], 
которое в отличие от «частотного» распределения ( )p ϕ  отража-

ет степень нашего доверия тому или иному вектору решения ϕ . 
Эти способы подробно рассмотрены в § 2.3. 

 

2.2.2. Минимаксный регуляризирующий алгоритм  
Откажемся от статистической природы вектора ϕ  (т.е. не будем 

использовать априорное распределение ( )p ϕ ), но допустим,  что 

решение ϕ  принадлежит некоторому множеству Φ  M -мерного 

векторного пространства ME . 
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Тогда алгоритм построения оптимального оператора ( )T fɶ  

может быть основан на минимаксном критерии качества [45].  

Математически это означает нахождение оператора ( )оптT fɶ , яв-

ляющегося решением следующей минимаксной задачи: 

( )
2

inf sup
T M

M T fη
ϕ

ϕ
∈

 −  
ɶ .     (2.2.14) 

Матричный оператор ( )оптT fɶ , являющийся решением этой зада-

чи, назовем минимаксным регуляризирующим алгоритмом, а 

вектор ( )MM оптT fϕ = ɶ  – минимаксным решением СЛАУ. 

Для получения конкретных алгоритмов построения MMϕ  
рассмотрим два множества Φ , задаваемые следующими соотно-
шениями: 

{ }1 : , Wϕϕ ϕ ϕ αΦ = ⋅ ≤ ;      (2.2.15) 

{ }2

2 : , , 1,2,...,j je j Mϕ ϕ λΦ = ≤ = ,  (2.2.16) 

где je  – ортонормированный базис собственных векторов сим-

метричной положительно определенной матрицы Wϕ ; jλ  – соот-

ветствующий набор собственных чисел. Представим вектор ϕ  в 

виде: 
1

M

i i

i

e
=

=∑ϕ ϕ . Тогда 
2

2 2

1

, ,
M

j i i j j

i

e e eϕ ϕ ϕ
=

= =∑  и множест-

во (2.2.16) представляет собой параллелепипед  

{ }2

2 : , 1,2,...,j j j Mϕ ϕ λΦ = ≤ = .    

Можно показать [45], что решение MMϕ  задачи (2.2.14) на 

множестве 1Φ  (2.2.15)  находится из системы уравнений: 

( )1 1 1T T

MMW K V K K V fϕ η ηα ϕ− − −+ = ɶ  ,   (2.2.17) 
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а решение задачи (2.2.14) на множестве 2Φ  (2.2.16)  определяет-
ся СЛАУ: 

( )1 1 1T T

MMW K V K K V fϕ η ηϕ− − −+ = ɶ .    (2.2.18) 

Существенным недостатком минимаксного решения являет-
ся то, что для конкретного вектора ϕ ∈Φ  вектор MMϕ  может 

иметь СКО ( )
2

M T fη ϕ −  
ɶ  большее по сравнению с другим 

линейным решением. Это объясняется тем, что регуляризирую-
щий алгоритм строится из условия минимума наибольшей ошиб-
ки регуляризированного решения на «допустимом» множестве 
решений Φ . Такой проигрыш по точности будет возрастать с 
«расширением» множества Φ . Это обстоятельство требует опре-
деленной осторожности при задании множества Φ , что эквива-
лентно введению априорной информации об искомом решении в 
специфической форме. 

В работах [74; 75] был предложен подход к построению ре-
гуляризирующих алгоритмов на основе математического аппара-
та решающих процедур, широко используемого для  оценивания 
параметров. Однако требуемый «объем» априорной информации 
такой же, как и в случае байесовского регуляризирующего алго-
ритма. 

Заметим, что характерной особенностью рассмотренных в 
этом пункте РА является то, что их построение осуществляется 
из условия минимума функционала ошибки регуляризированного 
решения при условии, что искомое решение принадлежит опре-
деленному классу решений, задаваемому либо статистическими 
(плотности распределения), либо детерминированными (ограни-
чения типа (2.2.15), (2.2.16)) средствами. Поэтому рассмотренные 
регуляризирующие алгоритмы можно назвать оптимальными на 
классах (множествах) решений. 

 
2.2.3. Оптимальный регуляризирующий SVD-алгоритм 
Используя сингулярное разложение, построим статистиче-

ский регуляризирующий алгоритм, минимизирующий средне-
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квадратическую ошибку нахождения нормального псевдореше-
ния СЛАУ ϕ +  (без предположения о принадлежности вектора 

ϕ +  какому-либо классу). 
Предположим, что: 

• система линейных алгебраических уравнений 

K fϕ =          (2.2.19) 

при «точной» правой части f  имеет «точное» нормальное псев-

дорешение ϕ + ; 

• вместо точной правой части f  дан вектор 

f f η= +ɶ ,       (2.2.20) 

где η  – случайный вектор погрешностей задания правой части; 

•  вектор η  имеет [ ] 0NM η =  и ковариационную матрицу 
TV Mη ηη =   , допускающую представление 

2V Cη η ησ= ⋅ .       (2.2.21) 

где 2
ησ  – дисперсия, а элементы матрицы Cη  характеризуют от-

носительные величины дисперсий или корреляционные связи 
между проекциями вектора η .  

Так как это представление будет часто использоваться в 
дальнейшем, рассмотрим структуры ковариационных матриц Vη , 

допускающих представление (2.2.21). 
Некоррелированные погрешности с одинаковой дисперсией 

имеют ковариационную ( )N N× -матрицу вида 

{ }

2

2
2 2

0 0

0 0
,...,

0 0 0

V diag

η

η
η η η

σ
σ

σ σ= =

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

.   (2.2.22) 

В этом случае C Iη =  – единичная ( )N N× -матрица. 
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Некоррелированные погрешности с разной дисперсией име-
ют ковариационную ( )N N× -матрицу вида 

{ }2 2 2
1 2, ,..., NV diagη σ σ σ= .    (2.2.23) 

В этом случае 2 2max iησ σ= , а 

2 2 2
1 2
2 2 2

, , ..., NC diagη
η η η

σ σ σ
σ σ σ

  
=  

  
. 

Коррелированные погрешности с одинаковой дисперсией 
имеют ковариационную матрицу 

2
12 1

2
21 2

2
1 2

N

N

N N

V

η

η
η

η

σ µ µ
µ σ µ

µ µ σ

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

,     (2.2.24) 

где ,i jµ  – ковариационные моменты, характеризующие статисти-

ческую связь проекций ,i jη η . В этом случае 

{ } { }2, ,

1
i j i j

C Vη η
ησ

= . 

Коррелированные погрешности с разной дисперсией имеют 
ковариационную матрицу 

2
1 12 1

2
21 2 2

2
1 2

N

N

N N N

Vη

σ µ µ
µ σ µ

µ µ σ

=

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

.    (2.2.25) 

В этом случае 2 2max iησ σ= , а 

{ } { }2, ,

1
i j i j

C Vη η
ησ

= . 
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Введем сингулярное разложение (подробнее см. § 2.1): 

1/ 2 TC K U Vη
− ⋅ = Λ ,        (2.2.26) 

где матрица Λ  размером N M×  имеет структуру (2.1.14), а син-
гулярные числа jλ , 1,...,j M= , упорядочены по убыванию, т.е. 

1j jλ λ +≥ . Тогда регуляризированное решение запишем в виде  

1
2T

R VRU C fηϕ
−

= ɶ ,       (2.2.27) 

где матрица R  размером M N×  имеет следующую структуру: 

1

2

0 0 0

0 0 0

0

0

0M

r

r

R

r

⋅ ⋅

⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

,       (2.2.28) 

2

j

j

j j

r
q

λ

λ
=

+
,  1,2,...,j M= .    (2.2.29) 

Величины jq  назовем регуляризирующими множителями.  

Очевидно, от величины регуляризирующих множителей за-
висит СКО решения Rϕ , которую определим функционалом 

( )
2

RR Mη ϕ ϕ + ∆ = −  
,       (2.2.30) 

где усреднение проводится только по плотности ( )p η . 

Утверждение 2.2.3. Можно показать, что при сделанных 
предположениях (2.2.20)–(2.2.21) СКО решения Rϕ  определяется 
выражением 

( ) ( )
2 2

2 2
2 2

1 1

p p
j j

j

j jj j j j

q
R x

q q
η

λ
σ

λ λ
+

= =

   
∆ = ⋅ + ⋅      + +   

∑ ∑ ,  (2.2.31) 

где  
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,j jx v ϕ+ += ,        (2.2.32) 

jv  – j -й столбец матрицы V ; p  – ранг матрицы K. 

Для доказательства этого утверждения запишем N -мерный 

вектор 
1

2T
U C fη

−
ɶ  в виде: 

( )
1 1 1

2 2 2

.

T T T

T T T T T

U C K U C K U C

U U V U n V U n

− − −
+ = + =

= Λ + = Λ +

η η ηϕ η ϕ η

ϕ ϕ
  (2.2.33) 

Случайный вектор 
1

2n Cη η
−

=  имеет [ ] [ ]
1

2 0M n C Mη η
−

= =  и кова-

риационную матрицу  
1

21 22T T

n N NV M nn C M nn C Iη η ησ
−−

×   = = = ⋅    . 

Вектор TV ϕΛ  имеет N  проекций, первые M  которых равны 

j jxλ + , а последние N M−  нулевые. Более того, для матрицы ран-

га p  ( 0, 1,...,j j p Mλ = = + ) только первые  p  проекций вектора 

TV ϕΛ  отличны от нуля, и эти проекции составляют искомое 

нормальное псевдорешение ϕ + . Поэтому в (2.2.31) верхним пре-

делом суммирования является величина ранга p . 

Тогда решение Rϕ  можно представить в виде: 

2

2 2
1

,
p

j j

R j j j

j j j j j

x u n v
q q

λ λ
ϕ

λ λ
+

=

 
= + ⋅ 

+ +  
∑ ,   (2.2.34) 

где jv , ju – столбцы матриц V  и U  соответственно. Определим 

вектор R Rε ϕ ϕ += −  ошибки решения Rϕ . Этот вектор  допускает 
представление 
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2 2
1

,
p

j j

R j j j

j j j j j

q
x u n v

q q

λ
ε

λ λ
+

=

 
= − + ⋅ 

+ +  
∑ .   (2.2.35) 

Учитывая ортогональность матриц U, V, возведя Rε  в квадрат и 
взяв математическое ожидание, приходим к доказываемому со-
отношению (2.2.31).   ♣ 

Замечание 2.2.1.  Если ранг p  матрицы K неизвестен, то в 
качестве его можно использовать практический ранг матрицы, 

равный количеству сингулярных чисел jλ , удовлетворяющих 

условию (2.1.34). Сингулярные числа, не удовлетворяющие это-
му условию, считаются нулевыми и не принимают участие в по-
строении псевдорешения (см. (2.1.31)). ♦ 

 
Определим элементы матрицы R  построенного алгоритма 

путем нахождения величин jq , 1,2,..., ,j p=  из условия миниму-

ма функционала ( )R∆ . Дифференцируя (2.2.31) по jq  и прирав-

нивая производную нулю, получаем оптимальное значение 

( )

2

2

j

jоптq
x

ησ
+

= ,  1,2,...,j p= .    (2.2.36) 

Тогда соответствующий  множитель 
jоптr  можно представить 

соотношением: 

( )2
, 0;

1

0 , 0.

j

j

j j

j

jопт

если
Sr

если


≠

+= 
 =

λ
λ

λ

λ

     (2.2.37) 

 

Величину 

( )22
j j jS xησ λ += ,  1,2,...,j p= ,    (2.2.38) 
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можно трактовать как отношение «шум/сигнал» правой части, 
соответствующее ненулевому сингулярному числу jλ . 

Оптимальное решение оптϕ , построение при j jоптq q=  име-

ет следующее SVD-представление: 

1
2

2
1

,
p

j

опт j j

j j jопт

u C f v
q

η

λ
ϕ

λ

−

=

 
 = ⋅

+  
∑ ɶ ,   (2.2.39) 

или в матричном виде: 

1
2T

опт p pопт p оптV R U C f T fηϕ
−

= = ⋅ɶ ɶ ,   (2.2.40) 

где pV  – матрица размера M p× , составленная из p  первых 

столбцов матрицы V ; pU  – матрица размера N p× , составлен-

ная из p  первых столбцов матрицы U ; pоптR  – диагональная 

матрица  размера p p×  следующей структуры: 

1
2

1

1
2
2

2

1

2

0 0

0 0

0 0 0

pопт

p

p p

опт

опт

опт

q

qR

q

λ
λ

λ
λ

λ

λ

+

+=

+

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

.   (2.2.41) 

Утверждение 2.2.4. Вектор оптϕ , определяемый (2.2.39) или 
(2.2.40), является решением системы уравнений 

( )1 1T T

оптK V K W K V fη ϕ ηϕ− −+ = ɶ ,     (2.2.42) 

где матрица Wϕ  определяется выражением  
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( ) ( ) ( )2 2 2

1 2

1 1 1
, ,..., T

p p

p

W V diag V
x x x

ϕ + + +

 
 =  
  

.    (2.2.43) 

Рассмотрим точность построенного алгоритма оптT  (2.2.40). 

Представим вектор ошибки опт оптε ϕ ϕ += −  оптимального реше-

ния оптϕ   в виде следующей суммы векторов:  

опт опт опт опт опт оптbε ϕ ϕ ϕ ϕ ξ+= − + − = + .    (2.2.44) 

Вектор опт оптb ϕ ϕ += −  определяет систематическую ошибку ре-

шения оптϕ . При этом [ ]опт оптb Mη ε=  и поэтому вектор оптb  мож-

но назвать смещением решения оптϕ . Вектор опт опт оптξ ϕ ϕ= −  яв-

ляется случайным вектором с нулевым средним [ ] 0опт MM ξ =   

и характеризует случайную ошибку решения оптϕ . Заменив  

в (2.2.31) jq  на оптq , получаем следующие выражения: 

( )
( )

2

2 4
22 21

p
j

опт

j
j j

x
b

x
η

η

σ
λ σ

+

+=

= ⋅
 ⋅ +  

∑ ;     (2.2.45) 

( )
( )

22

2 2
2 2

1

p
j j

опт

j
j j

x
M

x
η

η

λ
ξ σ

λ σ

+

+
=

 
   = ⋅   ⋅ + 

∑ ,   (2.2.46) 

а «полная» среднеквадратическая ошибка решения  оптϕ  
2

( )опт опт оптT M T fη ϕ + ∆ = ∆ = ⋅ −  
ɶ    (2.2.47) 

определяется выражением 

( )
( )

( )
( )

2 2

22 2

4 2
2 22 221 1

.

опт опт опт

p p
j j j

j j
j j

j j

b M

x x

xx

+ +

++= =

 ∆ = + = 

 
 = ⋅ + ⋅
   ++    

∑ ∑η η

ηη

ξ

λ
σ σ

λ σλ σ

 (2.2.48) 
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§ 2.3. Статистические регуляризирующие алгоритмы  
решения СЛАУ при неполной априорной информации 
 
В этом параграфе рассматривается построения регуляризи-

рующих алгоритмов решения СЛАУ в ситуациях, когда отсутст-
вует «полная» априорная информация об искомом решении или о 
множестве, которому принадлежит искомое решение (необходи-
мая для построения оптимальных алгоритмов, изложенных в 
§ 2.2). 

 
 

2.3.1. Неполная информация и сглаживающий функционал 

Обратимся к функционалу (2.2.7): 

( )
2

1

2
1Б V V

F f K mϕ
η ϕ

ϕ ϕ ϕ− −= − + −ɶ ,   (2.3.1) 

точка минимума которого являлась байесовским решением 
СЛАУ, и дадим интерпретацию слагаемых этого функционала. 
Чем меньше величина первого слагаемого, тем больше вероят-

ность события, что зарегистрированный вектор fɶ соответствует 

вектору ϕ . Следовательно, первое слагаемое функционала (2.3.1) 

позволяет выделить в пространство векторов ϕ  множество век-

торов, статистических адекватных заданному вектору fɶ . Мень-
шее значение второго слагаемого соответствует большей вероят-
ности события, что вектор ϕ  является выборкой из совокупности 

векторов, распределенных по нормальному закону ( ),N m Vϕ ϕ , 

где mϕ  – вектор математического ожидания, Vϕ  – ковариацион-

ная  матрица (в общем случае не диагональная). Следовательно, 
второе слагаемое позволяет выделить множество векторов, 
«гладкость» которых адекватна ковариационной матрице Vϕ . 

В ситуациях, когда отсутствует априорная информация о чи-
словых характеристиках решения и шума, целесообразно ввести 
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функционал, слагаемые которого выполнили те же функции, что 
и в функционале (2.3.1). Такой функционал имеет вид  

[ ]
2 2

f
WW

F f K
ϕ

α ϕϕ ϕ α ϕ ω= − + −ɶ     (2.3.2) 

и является обобщением сглаживающего функционала А.Н. Тихо-
нова [76; 77; 79]. Можно показать, что вектор αϕ , доставляющий 
минимум функционалу (2.3.2), является решением системы 

( )T T

f fK W K W K W f Wϕ α ϕ ϕα ϕ α ω+ = +ɶ ,  (2.3.3) 

состоящей из M  уравнений относительно M  неизвестных. При 
0α >  система имеет единственное решение. 
В общем случае матрицы fW , Wϕ  являются не отрицательно 

определенными и методы их определения зависят от формы за-
дания имеющейся априорной информации. Рассмотрим некото-
рые из часто используемых методов по мере уменьшения тре-
буемого ими «объема»  априорной информации. 

Метод рандомизации. Допустим, что априори известно о 
принадлежности искомого решения ϕ  гиперпрямоугольнику, 
определяемому неравенствами 

maxmin jj jϕ ϕ ϕ≤ ≤ , 1,...,j M= ,     (2.3.4) 

являющимися детерминированными ограничениями. Метод ран-
домизации [42; 43] позволяет интерпретировать детерминиро-
ванные ограничения в терминах числовых характеристик некото-
рых вероятностных распределений (чаще всего нормального рас-
пределения). Первые два момента mϕ

⌢
, Vϕ

⌢
 нормального распре-

деления ( ),N m Vϕ ϕ

⌢⌢
 определяется таким образом, чтобы случай-

ный вектор, подчиняющийся этому распределению с вероятно-
стью β  попадал в гиперпрямоугольник (2.3.4). Математическое 

ожидание mϕ
⌢

 такого вектора определяется как 
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1 1 2 2min max min max min max
, ,...,

2 2 2
M M

T

mϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + +
=

⌢
,  (2.3.5) 

а корреляционная матрица Vϕ

⌢
 является диагональной и вычисля-

ется по формуле 

( ) ( )
1 1

2 2

max min max min
,...,

4 4
M M

V diagϕ
β β

ϕ ϕ ϕ ϕ

µ µ

 − − 
=  

  

⌢
.  (2.3.6) 

где βµ  является корнем нелинейного уравнения 

( )
2

M

β

β
µΦ = .          (2.3.7) 

 
Здесь ( )xΦ  – функция Лапласа. 

Для размерности [ ]8,60M ∈  можно принять βµ  = const = 3.0. 

Если матрица Vη  задана, то, подставляя вычисленные опи-

санным образом mϕ
⌢

, Vϕ

⌢
 в систему уравнений (2.2.6), получаем 

матричную запись алгоритма нахождения «рандомизированного» 
регуляризированного решения pϕ : 

( )1 1 1 1T T

pK V K V K V f V mη ϕ η ϕ ϕϕ− − − −+ = +
⌢ ⌢ ⌢ɶ .    (2.3.8) 

Если информация о шуме измерения задана в виде системы 
неравенств 

i i if f δ− ≤ɶ , 1 i N≤ ≤ ,        (2.3.9) 

то вновь обращаемся к методу рандомизации и вычисляем кор-
реляционную матрицу Vη

⌢
 по формуле  

2 2 2
1 2, ,...,

4 4 4
NV diagη

β β β

δ δ δ
µ µ µ

  
=  

  

⌢
     (2.3.10) 
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и используем ее в алгоритме (2.3.8). Величина βµ  также опреде-

ляется из уравнения (2.3.7), в числителе которого стоит корень 
N  степени. Очевидно, что (2.3.8) является частным случаем сис-
темы (2.3.2) при следующих заменах: 

1 1; ; ; 1fW V W V mη ϕ ϕ ϕ ϕω α− −= = = =
⌢ ⌢

.   (2.3.11) 

Замечание 2.3.1. Априорная информация об искомом реше-
нии, задаваемая в виде неравенств (2.3.4), должна удовлетворять 
условию «несмещенности»: а именно, середина интервала 

min max,
i i

ϕ ϕ 
   должна совпадать с i -й проекцией точного решения 

iϕ , а в целом mϕ ϕ +=
⌢

. Невыполнение этого условия приводит к 

появлению вектора смещения, определяемого по формуле 

( ) ( )11 1 1T

p pb M K V K V V mη η ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ+ − − − + = − = − + − 
⌢ ⌢ ⌢

. (2.3.12) 

Здесь предполагается, что искомое решение является детермини-
рованным вектором, и усреднение случайного вектора αϕ  осу-

ществляется только по ансамблю вектора шума η . ♦ 

Замечание 2.3.2. Значения iϕ  должны попасть в интервал 

maxmin ,
ii

ϕ ϕ 
  

, и для этого длину интервала необходимо увели-

чивать. Однако это приводит к увеличению диагональных эле-
ментов матрицы Vϕ

⌢
 (см. (2.3.6)), а это в свою очередь вызывает 

возрастание случайной ошибки решения pϕ . Поэтому для ком-

пенсации априорной неопределенности относительно границ ин-
тервалов (2.3.4) можно ввести параметр 1α ≠ , который вычис-
ляют рассмотренными ниже алгоритмами выбора параметра ре-
гуляризации.  ♦ 

Вывод: метод рандомизации следует применить при нали-

чии достоверной априорной информации о возможных значениях 

проекций искомого решения, которую можно представить в ви-

де системы неравенств (2.3.4). 
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2.3.2. Гладкость решения и стабилизирующий функционал 
Следующим шагом в сторону уменьшения «объема» апри-

орной информации об искомом решении является введение толь-
ко требования «гладкости», характеризующее изменение ампли-
туды соседних проекций. Например, шесть проекций, приведен-
ных на рис. 2.6 а) соответствуют «гладкому» решению, а на рис. 
2.6. б) – «негладкому» вектору ϕ .  

В качестве меры гладкости того или иного вектора ϕ  вы-
ступает квадратичная форма 

2T

W
W

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ= ,        (2.3.13) 

которую назовем стабилизирующим функционалом. Неотрица-
тельно определенная матрица Wϕ  находится из условия: чем  

 

 

а)                                                         б) 

Рис. 2.6. К определению «гладкого» и «негладкого» вектора ϕ  

 

«глаже» вектор ϕ , тем меньшее значение принимает функционал 

(2.3.13). Исходя из этого условия, часто матрицу Wϕ  формируют 

как 
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T

p pW D Dϕ = ,        (2.3.14) 

где pD  – матрица, являющаяся дискретным аналогом оператора 

дифференцирования p -го порядка (и тогда говорят о регуляри-

зации p -го порядка). Так, при 0p =  матрица Wϕ  является еди-

ничной размером M M× : 

 

1 0

1

1

1

1

0 1

Wϕ = ,      (2.3.15) 

то функционал (2.3.13) «чувствует» только амплитуду проекций 
вектора ϕ . На рис. 2.7 приведены проекции двух векторов, 
имеющих различную гладкость, но тем не менее одно и то же 
значение функционала (2.3.13) с матрицей (2.3.15).  

 
                        а)                                                          б) 
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                     Рис. 2.7.  Векторы ϕ  различной  гладкости 

Для 1p =  матрица Wϕ  имеет вид: 

1 1

1 2 1

1 2 1
,

1 2 1

1 2 1

1 1

Wϕ

−

− −

− −
=

− −

− −

−

    (2.3.16) 

и тогда значение квадратичной формы (2.3.13) для векторов с 
одинаковыми проекциями будет нулевым (рис. 2.9 а) и строго 
положительным для других векторов (например, для вектора на 
рис. 2.9 б) ). Следовательно, матрица Wϕ , определяемая (2.3.16), 

имеет ранг 1M − . 
Вопрос: какую матрицу Wϕ  следует выбирать? Если реше-

ние ищется на множестве векторов с ограниченной нормой, для 
которых отсутствует взаимосвязь между «соседними» проекция-
ми, то целесообразно использовать матрицу (2.3.15). Примером 
может служить идентификация коэффициентов уравнения рег-
рессии, рассмотренного в § 1.2. При наличии взаимосвязи между 
соседними проекциями можно использовать матрицу (2.3.16). 
Например, при идентификации импульсной функции динамиче-
ской системы, в которой отсутствуют резкие изменения значений 
соседних проекций. 

Возможно и другие способы формирования Wϕ  [99]. Воз-

вращаясь к матрице Vϕ

⌢
 (2.3.6), можно принять 1W Vϕ ϕ

−=
⌢

, и это 

будет соответствовать регуляризации нулевого порядка. 
Статистическую трактовку введенной квадратичной формы 

(2.3.13) можно дать, используя понятие фидуциального распре-
деления [83]. Плотность такого распределения запишем в виде 

( ) ( )2
exp

W
p C

ϕ
φ αϕ α ϕ= − ,    (2.3.17) 
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где Cα  – нормализующий множитель, определяемый из условия 

( ) 1p dφ ϕ ϕ =∫  

при некотором заданном параметре α . Векторϕ , имеющий 

меньшее значение квадратичной формы 
2

Wϕ
ϕ , имеет большее 

значение плотности ( )pφ ϕ . Однако в отличие от «частотной» 

плотности распределения вероятности (обычно используемой в 
теории вероятности и математической статистике) значение фи-
дуциальной плотности распределения определяет степень нашего 
доверия к тому или иному вектору. Используя распределение 
(2.3.17), можно построить байесовское решение, однако при этом 
необходимо задать параметр 0α > , выбор которого является 
трудной на практике проблемой.  

Вернемся к вектору ϕω , входящему в функционал (2.3.2) и 

названному «пробным» решением. При наличии априорной ин-
формации вида (2.3.4) его можно задать как mϕ ϕω =

⌢
, где mϕ

⌢
 оп-

ределяется выражением (2.3.5). При отсутствии такой информа-
ции традиционным заданием является 0Mϕω = , и решение αϕ , 

доставляющее минимум функционалу 

[ ]
2 2

f
WW

F f K
ϕ

α ϕ ϕ α ϕ= − +ɶ , 

находится из следующей системы уравнений: 

( )T T

f fK W K W K W fϕ αα ϕ+ = ɶ .      (2.3.18) 

К сожалению, задание 0Mϕω =  может привести к увеличению 

систематической ошибки (см. замечание 2.3.1). Ниже для умень-
шения этой ошибки приведена итерационная процедура апосте-
риорного уточнения вектора пробного решения ϕω . 

Матрицу fW  рекомендуется задавать с точностью до кон-

станты равной обратной матрице 1Vη
− , т.е. 
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1
f fW C Vη

−= ,        (2.3.19) 

где константа 0fC > . При наличии информации вида (2.3.9) 

матрицу Vη  можно определить соотношением (2.3.10). При от-

сутствии информации о числовых характеристик погрешностей 

iη  матрицу fW  можно задать диагональной.  Ненулевые элемен-

ты такой матрицы интерпретируются как весовые множители, 

определяющие значимость (или информативность) соответст-

вующих проекций вектора правой части fɶ . 

В предельном случае (соответствующем отсутствию инфор-
мации об искомом решении и шуме измерения) матрицы fW  и 

Wϕ  задаются единичными, т.е. 

f N NW I ×= ;  M MW Iϕ ×= ,     (2.3.20) 

и приходим к простейшему варианту функционалу А.Н. Тихоно-
ва [66; 67]: 

[ ]
2 2

F f Kα ϕ ϕ α ϕ= − +ɶ ,    (2.3.21) 

точка   минимума  которого αϕ  находится из СЛАУ вида 

( )T TK K I K fαα ϕ+ = ɶ .      (2.3.22) 

 
2.3.3. Регуляризирующий SVD-алгоритм 

Обратимся к системе уравнений (2.3.18) и вычислим реше-
ние этой системы, используя сингулярное разложение. 

Предположим, что матрица fW  неотрицательно определена, 

симметрична и допускает представление 
1 1

2 2
f f fW W W= ⋅ .        (2.3.23) 

Тогда, используя сингулярное разложение 
1

2 T

fW K U V= Λ ,        (2.3.24) 
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вектор αϕ  регуляризированного решения СЛАУ можно предста-
вить как 

( )
1

2
2

1

,
p

j

j f j

j j j

u W f v
m

α

λ
ϕ

λ α λ=

 
= ⋅ 

+  
∑ ɶ ,   (2.3.25) 

где jv , ju  – j -е столбцы матриц V, U соответственно:  

p  – ранг (или практический ранг) матрицы K. Из (2.3.25) непо-

средственно следует  матричное представление решения αϕ : 

1
2T

p p p fV R U W fα αϕ = ɶ ,       (2.3.26) 

где pV  – матрица размера M p× , составленная из p  первых 

столбцов матрицы V; pU  – матрица размера N p× , составленная 

из p  первых столбцов матрицы U; pR α  – диагональная матрица 

размера p p×  следующей структуры: 

( )

( )

( )

1
2

1 1

2
2
2 2

2

0 0

0 0

0 0

p

p

p p

m

mR

m

α

λ
λ α λ

λ
λ α λ

λ

λ α λ

+

+=

+

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

. (2.3.27) 

Функция ( )m λ  является невозрастающей  функцией, например 

( ) 1
m γλ

λ
= ,        (2.3.28) 

где 0γ ≥ . Если 0γ = , то W Iϕ = , что соответствует регуляриза-

ции нулевого порядка. Чем больше значение γ , тем в большей 

степени проекции  вектора αϕ  взаимосвязаны между собой. Это 
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обусловлено тем, что векторы jv , соответствующие малым jλ и 

имеющие осциллирующие проекции (см. рис. 2.2), не войдут в 
решение αϕ  из-за пренебрежимо малого значения множителя 

( )2

j

j jm

λ

λ α λ+
.  

Возникает вопрос: какой системе уравнений соответствует 
решение αϕ , допускающее представление (2.3.25)? 

Утверждение 2.3.1. Вектор αϕ , имеющий представление 
(2.3.25) или (2.3.26), является решением системы (2.3.18), в кото-
рой матрица Wϕ  является симметричной и определяется как 

( ) ( ){ }1 ,..., T

p p pW V diag m m Vϕ λ λ= .    (2.3.29) 

♣ 

Используя разложение (2.3.24), вектор αϕ , являющийся ре-
шением системы (2.3.3), можно записать в матричном виде 

 
( ) ( )1 12

1

,...,
pT T

p p p f p p

p

mm
V R U W f V diag Vα α ϕ

λλ
ϕ α ω

λ λ

    = +      

ɶ , (2.3.30) 

или 

( )
( )

( )

1
2

2 2
1 1

, ,p pj j f
j j

j j j

j jj j j j

u W f m v
v x v

m m

ϕ
α α

λ α λ ω
ϕ

λ α λ λ α λ= =

 ⋅ ⋅ = + = ⋅ + +  

∑ ∑
ɶ

.(2.3.31) 

Нетрудно видеть, что для малых сингулярных чисел jλ  первое 

слагаемое становится пренебрежимо малым, а второе слагаемое 

будет равно ,jv ϕω . Следовательно, проекции jxα  для таких jλ  

будут равны проекциям пробного решения ,jv ϕω . Таким обра-

зом, пробное решение формирует проекции jxα ,  соответст-

вующие очень  малым jλ . Очевидно, что  при нулевом векторе 

0Mϕω =  эти проекции jxα  также будут равны нулю. 
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Имеет место следующее  
Утверждение 2.3.2. Вектор αϕ , имеющий представление 

(2.3.30) или (2.3.31), является решением системы (2.3.3), в кото-
рой матрица Wϕ  является симметричной и определяется выраже-

нием (2.3.29). ♣ 
 

 

2.3.4. Систематическая и случайная ошибки решения αϕ   

Как и ранее определим ошибку решения αϕ , определяемым 
вектором (2.3.25) 

α αε ϕ ϕ += − , 

где ϕ +  – нормальное псевдорешение системы (2.2.1) при точной 

правой части f . Как и прежде, вектор αε  представим суммой 

векторов случайной αξ  и систематической bα  ошибок: 

bα α α α α αε ϕ ϕ ϕ ϕ ξ+ + += − + − = + .   (2.3.32) 

Вектор [ ]b Mα η αε=  можно назвать смещением решения αϕ . Для 

вектора αϕ , определяемого системой уравнений (2.3.18), систе-

матическая ошибка bα  имеет вид 

( ) 1
T

fb K W K W Wα ϕ ϕα α ϕ
− += − + ,   (2.3.33) 

а для вектора αϕ , определяемого системой уравнений (2.3.3), –  

( ) ( )1
T

fb K W K W Wα ϕ ϕ ϕα α ω ϕ
− += + − .   (2.3.34) 

Для доказательства (2.3.34) представим решение αϕ  в виде: 

( ) ( )1
T T

f fK W K W K W f Wα ϕ ϕ ϕϕ α α ω
−

= + + =  

( ) ( )1
T T

f fK W K W K W K W W Wϕ ϕ ϕ ϕ ϕα ϕ α ω α ϕ α ϕ
− + + += + + + − =  

( ) ( ) ( )( )1
T T

f fK W K W K W K W Wϕ ϕ ϕ ϕα α ϕ α ω ϕ
− + += + + + − =  
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( ) ( )1
.T

fK W K W Wϕ ϕ ϕϕ α α ω ϕ
−+ += + + −  

Тогда из определения bα αϕ ϕ += −  следует (2.3.34). Выражение 

(2.3.33) получается из (2.3.34) заменой 0Mϕω = . 

Вектор 

[ ]M bα α η α α αξ ε ε ε= − = −      (2.3.35) 

является случайным вектором с нулевым средним и определяется 
выражением 

( ) 1
T T

f fK W K W K Wα ϕξ α η
−

= + .    (2.3.36) 

Ковариационная  матрица TV M
αξ α αξ ξ =    этого вектора  опреде-

ляется  выражением: 

( ) ( )1 1
T T T

f f f fV K W K W K W V W K K W K Wϕ η ϕαξ
α α

− −
+ += ,(2.3.37) 

где  Vη  – ковариационная матрица вектора погрешностей η . 

Среднеквадратическую ошибку решения αϕ  определим 
функционалом 

( )
2

Mη αα ϕ ϕ + ∆ = −  
,      (2.3.38) 

и ее можно записать (с учетом [ ] 0NM αξ = )  в виде: 

( ) 2 2 2
b M b Sp Vα α α αξ

α ξ   ∆ = + = +    , (2.3.39) 

где Sp V
αξ

 
   – след ковариационной матрицы V

αξ
.  

Из соотношений (2.3.33)–(2.3.34), (2.3.37) следует основное 
противоречие регуляризирующих алгоритмов: при уменьшении 

параметра регуляризации α  систематическая ошибка bα  

уменьшается, но увеличивается случайная ошибка αξ . При уве-

личении α  происходит обратное. Следовательно, существует 
такое значение optα  (оптимальный параметр регуляризации), при 

котором ( )α∆  достигает минимального значения. Для графиче-
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ской иллюстрации этого противоречия на рис. 2.8 приведены 
графики зависимостей 

2

2

bα

ϕ
 – кривая 1;   

2

2

M αξ

ϕ

 
   – кривая 2;  

( )
2

α

ϕ

∆
 – кривая 3 

от параметра регуляризации α . Регуляризированное решение 
(2.3.25) строилось для СЛАУ, матрица которой имела размеры 
100 30× и число обусловленности 103 10⋅ , а дисперсия погрешно-
стей задания правой части соответствовала относительному уровню 

шума ( )
1/ 2

2
/ 0.05M fη  =  . Из рисунка видно, что 3optα ≈ . 

   
  Рис. 2.8.  Зависимости  составляющих ошибки решения от  α  

 
Значение optα  зависит от вектора ϕ +  и ковариационной мат-

рицы Vη . Для установления такой зависимости предположим, что 
2V Cη η ησ= , 1

fW Vη
−= , V xϕ + += . Сравнивая (2.2.39) и (2.3.25), ви-

дим, что оптимальность алгоритма (2.3.25) имеет место, если 
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( )
( )

2

2opt opt j opt j

j

m q
x

ησ
α λ

+
= = .     (2.3.40) 

Величина ( )opt jm λ  зависит от jx +  и не зависит от 2
ησ . Поэтому 

справедлива зависимость 
2

opt Cα ηα σ= ,        (2.3.41) 

где Cα  – константа, не зависящая от 2
ησ , т.е. оптимальный пара-

метр регуляризации имеет порядок 2
ησ .  

Из-за незнания ϕ +  (или x + ) невозможно точно вычислить 

optα , как решение вариационной задачи на минимум ( )α∆ . Если 

невозможно «точно»  вычислить значение optα , то возникает 

важный для практических применений регуляризирующих алго-
ритмов вопрос: можно ли оценить (с приемлемой точностью) 

оптимальный параметр регуляризации, используя для этого 

доступную при построении регуляризирующего алгоритма ин-

формацию? 

Ответ на этот вопрос дается в следующем параграфе. 
 
 § 2.4. Алгоритмы выбора параметра регуляризации 
 
Выбор величины параметра регуляризации является основ-

ной проблемой при использовании регуляризирующих алгорит-
мов решения СЛАУ на практике. Поэтому в данном параграфе 
рассматриваются несколько алгоритмов, позволяющих оценить 
(более или менее удачно) значение оптимального параметра ре-
гуляризации optα  при различной априорной информации о по-

грешностях правой части СЛАУ. Приведенные результаты чис-
ленных исследований этих алгоритмов выбора позволяют дать 
рекомендации по применению алгоритмов. 
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2.4.1. Выбор параметра регуляризации на основе критерия 

оптимальности 

Введем оператор невязки ( ) ( )E I KTα α= − , позволяющий 

представить вектор невязки �e f Kα αϕ= −  в виде ( )e E fα α= ɶ . 

Здесь ( )T α  – матричный оператор, который будет определен 
ниже. Вектор невязки является случайным, и поэтому определим 

матрицу вторых моментов ( ) T

e T TV T M e e =   . 

Имеет место следующее утверждение: 

Утверждение 2.4.1. Необходимым и достаточным условие 
оптимальности оператора ( )T α , строящего решение 

( )T fαϕ α= ɶ , где f Kϕ η= +ɶ , является матричное тождество: 

( ) ( )T

eV V Eηα α= ,        (2.4.1) 

где  Vη  – ковариационная матрица вектора  погрешностей η .  ♣ 

 

В качестве optα  берется такое значение Wα , при котором при-

нимается основная статистическая гипотеза: 

( ) ( )0 : T

eH V V Eηα α= .       (2.4.2) 

Эта гипотеза будет отвергаться в пользу альтернативной гипоте-
зы 

( ) ( )1 : T

eH V V Eηα α≠ ,      (2.4.3) 

если невыполнение тождества (2.4.2) обусловлено не случайны-
ми ошибками, возникающими из-за оценивания ( )eV α  по одной 

реализации, а систематическими, обусловленными не оптималь-
ностью параметра регуляризации. Таким образом, значение Wα  
можно рассматривать как оценку оптимального параметра регу-
ляризации optα . 

Для проверки гипотезы (2.4.2) введем статистику [11; 19; 93] 
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( ) ( )
1

T T

W e V E eα η αρ α α
−

 =   ,     (2.4.4) 

Существование матрицы ( )
1

TE α
−

    позволяет переписать ( )Wρ α  

в виде 

( ) 1
W f V eη αρ α −= ɶ .        (2.4.5) 

Для исследования свойств статистики ( )Wρ α  конкретизиру-

ем структуру оператора невязки ( )E α . Предположим, что реше-

ние αϕ  определяется из системы уравнений 

( )1 1T TK V K W K V fη ϕ α ηα ϕ− −+ = ɶ .     (2.4.6) 

Тогда соответствующий оператор невязки примет вид: 

( ) ( ) 11 1T TE I K K V K W K Vη ϕ ηα α
−− −= − + ,    (2.4.7) 

и его можно записать как [19]: 

( ) ( ) 11 1 TE V V KW Kη η ϕα α
−− −= + .    (2.4.8) 

Тогда статистика ( )Wρ α  определяется выражением 

( ) ( ) 11 1 T

W f V KW K fη ϕρ α α
−− −= +ɶ ɶ .     (2.4.9) 

Утверждение 2.4.2. Если матрица Vη  не вырождена, то: 

а) для любого 0α >  статистика ( )Wρ α  есть сумма квадра-

тов N  случайных величин; 
б) для значений Wα , при которых принимается гипотеза 

(2.4.2), математическое ожидание ( )wM Nρ α  =  . 

Первое свойство ( )wρ α  непосредственно следует из (2.4.9). 

Для доказательства второго используем выражение  

      ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

T T

WM Sp V E M e eηρ α α α α
−  =      

, 

справедливое для любого 0α > . Для Wα α=  имеем 
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( ) ( )( ) ( )( ) [ ]
1

T T

W NM Sp V E V E Sp I Nη ηρ α α α
− = = =     

,  

где NI  – единичная матрица размера N N× .   ♣ 

Доказанные свойства статистики ( )Wρ α  позволяют аппрок-

симировать распределение ( )wρ α  при Wα α=  2χ -распре-

делением с N  степенями свободы. Тогда проверка гипотезы 
(2.4.2) сводиться к проверке предположения: подчиняется ли ве-

личина ( )Wρ α  2χ -распределению с N  степенями свободы. Для 

этого построим интервал 

( ) ( ) ( )2 , 1 2N N Nβ ϑ β ϑ βΘ = −   ,   (2.4.10) 

где ( )2Nϑ β  – квантиль 2χ -распределения уровня / 2β . Если 

( )Wρ α  попадает в интервал (2.4.10), т.е. выполняется неравен-

ство 

( ) ( ) ( )2 1 2N W Nϑ β ρ α ϑ β≤ ≤ − ,   (2.4.11) 

то гипотеза (2.4.2) может быть принята с вероятностью ошибки 
первого рода, равной β . Следовательно, значение Wα , при кото-

ром выполняется (2.4.11), является оценкой для optα . 

Возникает вопрос: «Как вычислить значение αW?». Ниже 
приводится эффективный алгоритм вычисления αW, использую-
щий сингулярное разложение матрицы системы. Алгоритм нахо-
ждения αW без сингулярного разложения приведен в работе [11,  
с. 166–167]. 
 

2.4.2. Алгоритм выбора параметра по критерию оптимально-

сти  
Предположим, что: 
• ковариационная матрица Vη  допускает представление 

2V Cη η ησ=  (см. (2.2.21)), и определим сингулярное разложение 
1

2 T
C K U Vη

−
= Λ ,       (2.4.12) 
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допуская при этом, что сингулярные числа jλ  упорядочены по 

убыванию, т.е. 1j jλ λ +≥  и 0, 1,...,j j p Mλ = = + , где p  – ранг 

(или практический ранг) матрицы системы; 
• регуляризированное решение αϕ представимо  в виде: 

( )
1

2
2

1

,
p

j

j j

j j j

u C f v
m

α η

λ
ϕ

λ α λ
−

=

 
= ⋅ 

+  
∑ ɶ ,   (2.4.13) 

где ( )m λ  невозрастающая функция (см. например, (2.3.28)).  

 
Это представление следует из (2.3.25) при 1

fW Cη
−= . 

Нетрудно показать, что вектор αϕ  является решением сис-
темы  

( )1 1T TK C K W K C fη ϕ α ηα ϕ− −+ = ɶ ,    (2.4.14) 

в которой  матрица Wϕ  выражается соотношением:  

( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., T

p M pW V diag m m m Vϕ λ λ λ= , 

где pV  – матрица размера M p× , составленная из p  первых 

столбцов матрицы V , входящей в разложение (2.4.12). 
С учетом (2.2.21) статистику ( )Wρ α  можно записать в виде 

( ) ( ) ( )1 1
2 2

2

1 T

w C f C eη η α
η

ρ α
σ

− −
= ɶ ,     (2.4.15) 

где векторы 
1

2C fη

−
ɶ , 

1
2C eη α

−
 допускают представление: 

1 1
2 2

1 1

,
N N

j j j j

j j

C f u C f u y uη η

− −

= =

= 〈 〉 ⋅ =∑ ∑ɶ ɶ ɶ ,   (2.4.16) 

( )
( )

1
2

2
1 1

p N
j

j j j j

j j pj j

m
C e y u y u

m
η α

α λ

λ α λ

−

= = +

 
= + 

+  
∑ ∑ɶ ɶ   (2.4.17) 

где  
1

2,j jy u C fη

−
= 〈 〉ɶɶ . Тогда  
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( )
( )

( )
2 2

2 2
1 1

1 p N
j

W j j

j j pj j

m
y y

mη

α λ
ρ α

σ λ α λ= = +

 
= + 

+  
∑ ∑ɶ ɶ .  (2.4.18) 

Видно, что от параметра регуляризации α  зависит только первая 
сумма в (2.4.18). Используя свойство ортогональности матрицы 
U  и (2.4.16), можно показать справедливость выражения: 

( )
( )

( )
2

2 2
1

1 p
j

W j

j j j

m
M M y N p

mη

α λ
ρ α

σ λ α λ=

 
= + −     +  

∑ ɶ . (2.4.19) 

Введем 1/γ α=  и функции 

( )
( )

( )
2

2 2
1

1 p
j

W j

j j j

m
R y

mη

λ
γ

σ γ λ λ=

= ⋅ ⋅
+

∑ ɶ ,    (2.4.20) 

( ) ( ) ( )
( )

2

2
22 21

1 p
j jW

W j

j
j j

mR
R y

mη

λ λγ
γ

γ σ γ λ λ=

∂
′ = = − ⋅ ⋅

∂  + 
∑ ɶ . (2.4.21) 

Тогда значение Wα , при котором принимается гипотеза (2.4.2) 
(гипотеза об оптимальности параметра регуляризации), вычисля-
ется как 

1W Wα γ= ,        (2.4.22) 

где Wγ  удовлетворяет условию: 

( ) ( ) ( )2 1 2p W pRϑ β γ ϑ β≤ ≤ − ,   (2.4.23) 

а ( )2pϑ β , ( )1 2pϑ β−  – квантили 2χ -распределения с p  сте-

пенями свободы уровней 2β , 1 2β−  соответственно. 

Для вычисления Wγ  используем итерационную процедуру 
ньютоновского типа: 

( ) ( )
( )( )

( )( )
1

1

1

n

Wn n

n

W

R p

R

γ
γ γ

γ

−

−

−

−
= −

′
, 1,2,...,n =   (2.4.24) 
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с начальным значением ( )0 1510γ −
∼ . В качестве Wγ  принимается 

значение ( )nγ , удовлетворяющее (2.4.23). Заметим, что эта про-

цедура решает нелинейное уравнение ( )WR pγ = , но момент ос-

танова определяется условием (2.4.23). 
Утверждение 2.4.3. Если выполняется условие 

( )2
2

1

1
1 2 ,

p

j p

j

y
=

> −∑ ɶ
η

ϑ β
σ

     (2.4.25) 

то существует 0Wγ > , удовлетворяющее условию (2.4.23) и вы-
числяемое процедурой (2.4.24). 

Сходимость процедуры (2.4.24) следует из очевидных 
свойств функций ( )WR γ , ( )WR γ′  (см. (2.4.20), (2.4.21)) 

( ) 0WR γ > , ( ) 0WR γ′ <  для любых 0γ > . Условие (2.4.25) гаран-

тирует существование значения γ , удовлетворяющее (2.4.23).  ♣ 

Замечание 2.4.1. Условие (2.4.25) может быть заменено ус-
ловием 

( )1 1 2T

Nf V fη ϑ β− > −ɶ ɶ ,      (2.4.26) 

сформулированным для исходного вектора fɶ  правой части ре-

шаемой СЛАУ.  ♦ 
Замечание 2.4.2. Невыполнение условий (2.4.25) или (2.4.26) 

означает, что правая часть содержит только погрешности iη  и, 

следовательно, с вероятностью β  ошибки первого рода можно 

принять гипотезу о том, что решение ϕ  равно нулевому вектору 

(т.е. 0Wγ = , Wα = ∞ ).  ♦ 

В качестве иллюстрации на рис. 2.9 показан график функции 

( )WR γ  (кривая 1), относительной ошибки 
22

1 γϕ ϕ ϕ+ +−  

(кривая 2),  а также границы ( )24 0.05ϑ , ( )24 0.95ϑ , вычисленные 

по формулам (2.4.26) (кривые 3, 4 соответственно). В этом вы-
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числительном эксперименте размер матрицы K  равен 100 30× , 
число обусловленности 103 10⋅ , относительный уровень погреш-
ности правой части 0.05f fδ η= = . В качестве p использо-

вался практический ранг 24Пp = . Видим, что все значения Wγ  

(для которых значения ( )WR γ попадают в интервал (2.4.23)) на-

ходятся в области минимума относительной ошибки регуляризи-
рованного решения. 

 
     Рис. 2.9. Графики ( )WR γ  и относительной ошибки решения 

Рассмотрим сходимость решения 
Wα

ϕ , построенного при 

Wα α= . Для этого введем функцию: 

( )
( )

( )
2

2 2
1

( ) 1/
p

j

pW W j

j j j

m
R y

mη

λα
ρ α α

σ λ α λ=

= = ⋅ ⋅
+

∑ ɶ . (2.4.27) 

Заметим, что граничные точки ( ) ( )2 , 1 2p pϑ β ϑ β−  не зави-

сят от дисперсии 2
ησ , а зависят от вероятности β  ошибки перво-

го рода и ранга  p  матрицы системы (или практического ранга 
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Пp ). Поэтому для попадания  величин ( )pWρ α , ( )1/WR α  в ин-

тервал ( ) ( )2 , 1 2p pϑ β ϑ β −   необходимо, чтобы α  изменялось 

с такой же скоростью, как уменьшается дисперсия 2
ησ , т.е. 

2
W ηα σ∼  (см. 2.4.27). Тогда из выражения (2.3.41) следует, что 

Wα  имеет тот же порядок изменения, как и optα . Следовательно, 

скорость сходимости решения 
Wαϕ  будет такой же, как у реше-

ния αϕ , построенного при оптимальном параметре регуляриза-

ции optα . 

 

2.4.3.  Алгоритм выбора параметра по статистическому ва-

рианту принципа невязки 

Принцип невязки был предложен В.А. Морозовым [51], а за-
тем широко использовался для выбора параметра регуляризации 
[39; 54; 80; 88; 90; 91], в том числе и при неточно заданном опе-
раторе задачи (принцип обобщенной невязки [37; 38; 71; 77; 78]. 
Статистический вариант этого принципа основывается на сле-
дующих рассуждениях. При завышенном значении параметра ре-
гуляризации α  вектор невязки eα  имеет значительную неслу-
чайную составляющую, из-за которой ковариационная матрица 
невязки ( )eV α  больше матрицы ковариационной матрицы Vη  

вектора погрешностей η . Уменьшая α , нужно достигнуть тако-
го значения, при котором статические свойства вектора невязки 
«совпадали» со свойствами вектора η . Статические свойства 
вектора будем определять его ковариационной матрицей. Для 
вычисления такого значения (которое обозначим как Vα ) вновь 
обратимся к проверке статической гипотезы  

0 : ( )eH V Vηα =        (2.4.28) 

и введем статистику 

1( ) T
V e V eα η αρ α −= . 
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В качестве Vα  принимает такое значение α , при котором ( )Vρ α  

подчиняется 2χ -распределению с N  степенями свободы. По 

аналогии с вычислением  Wα  введем 1/γ α=  и функции 

( )
( )

( )

2

2
2 2

1

1 p
j

V j

j j j

m
R y

mη

λ
γ

σ γ λ λ=

 
= ⋅ ⋅ 

+  
∑ ɶ  

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2
32 21

2 p
j jV

V j

j
j j

mR
R y

mη

λ λγ
γ

γ σ γ λ λ=

∂
′ = = − ⋅ ⋅

∂  + 
∑ ɶ . 

Тогда значение Vα , при котором принимается гипотеза (2.4.28), 
вычисляется как 

1V Vα γ= , 

где Vγ  удовлетворяет условию 

( ) ( ) ( )2 1 2p V V pRϑ β γ ϑ β≤ ≤ − ,    (2.4.29) 

а ( )2pϑ β , ( )1 2pϑ β−  – квантили 2χ -распределения с p  сте-

пенями свободы уровней 2β , 1 2β−  соответственно. 

Для вычисления Vγ  вновь используем итерационную проце-
дуру ньютоновского типа: 

( ) ( )
( )( )

( )( )
1

1

1

n

Vn n

n

V

R p

R

γ
γ γ

γ

−

−

−

−
= −

′
, 1,2,...,n =  (2.4.30) 

с начальным значением ( )0 1510γ −
∼ . В качестве Vγ  принимается 

значение ( )nγ , удовлетворяющее (2.4.29). По аналогии с утвер-
ждением 2.4.3 доказывается 

Утверждение 2.4.4. Если выполняется условие 

( )2
2

1

1
1 2

p

j p

j

y
η

ϑ β
σ =

> −∑ ɶ , 

то существует 0Vγ > , удовлетворяющее условию (2.4.30) и вы-
числяемое процедурой (2.4.31). 
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Рассмотрим сходимость решения 
Vα

ϕ , построенного при 

Vα α= . Для этого введем функцию: 

( )
( )

( )

2
2

2
2 2

1

( ) 1/
p

j

pV V j

j j j

m
R y

mη

λα
ρ α α

σ λ α λ=

 
= = ⋅ ⋅ 

+  
∑ ɶ . (2.4.31) 

Заметим, что граничные точки ( ) ( )2 , 1 2p pϑ β ϑ β−  не зависят 

от дисперсии 2
ησ , а зависят от вероятности β  ошибки первого 

рода и ранга  p  матрицы системы (или практического ранга Пp ). 

Поэтому для попадания  величин ( )pVρ α , ( )1/VR α  в интервал 

( ) ( )2 , 1 2p pϑ β ϑ β −    необходимо (это следует из (2.4.31)), 

чтобы 2α  изменялось с такой же скоростью, как уменьшается 
дисперсия 2

ησ , т.е. V ηα σ∼ . Это отличается от скорости измене-

ния оптимального параметра регуляризации  2
opt ηα σ∼  (см. 

(2.3.41)).  
Следует заметить, что выбор параметра по принципу невяз-

ки приводит к завышенным (по сравнению с optα ) значениям. 
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Для иллюстрации этого на рис. 2.10 показаны графики функции 

 
      Рис. 2.10.  Графики ( )VR γ  и относительной ошибки решения 

( )VR γ  (кривая 1), относительной ошибки 
22

1 γϕ ϕ ϕ+ +−  (кри-

вая 2), а также границы ( )24 0.05ϑ , ( )24 0.95ϑ , вычисленные по 

формулам (2.4.31) (кривые 3, 4 соответственно). В этом вычисли-
тельном эксперименте размер матрицы K  равен 100 30× , число 
обусловленности 103 10⋅ , относительный уровень погрешности 
правой части 0.05f fδ η= = . В качестве p  использовался 

практический ранг 24Пp = . Видим, что все значения Vγ  (для ко-

торых значения ( )VR γ попадают в интервал (2.4.28)) смещены 

влево от области минимума относительной ошибки регуляризи-
рованного решения, а это соответствует завышенным (по сравне-
нию с optα ) значениям параметра регуляризации.  

Рассмотренные два алгоритма оценивания optα  имеют суще-

ственный недостаток: требуется задание дисперсии 2
ησ , которая 

часто неизвестна на практике. Хотя ниже и будут предложены 

 78

две несмещенные оценки для дисперсии 2
ησ , сейчас рассмотрим 

алгоритм выбора α , не требующий задания 2
ησ .  

 

  2.4.4. Выбор параметра методом перекрестной значимости  

Предположим, что корреляционная матрица шума измере-
ний Vη  неизвестна, но соседние проекции шума не коррелиро-

ванны между собой, так что матрица Vη  является  диагональной. 

В этом случае регуляризированное решение αϕ  определяется из 
системы уравнений 

( )T TK K W K fϕ αα ϕ+ = ɶ .     (2.4.32) 

Эта система получается из системы (2.3.18) при f NW I=  (или 

NV Iη = ). Для выбора параметра α , входящего в (2.4.33), обра-

тимся к методу перекрестной значимости (cross-validation 
method, в дальнейшем обозначаемый как CV-метод). Этот метод 
получил широкое применение  при построении сглаживающих 
сплайнов [83; 99], при решении интегральных уравнений I рода с 
разностным ядром [10; 30], а также при решении плохо обуслов-
ленных СЛАУ [20; 81]. Выбор параметра в CV-методе осуществ-
ляется из условия минимума функционала 

( ) ( ){ }( )
21

u

i

i
i

i I

U f K
N

αα ϕ
∈

= −∑ ɶ ,    (2.4.33) 

где ( )i
αϕ  – решение, построенное по вектору ( )i

fɶ , полученному из 

вектора fɶ  путем удаления проекции if
ɶ ; UI – множество индек-

сов, состоящее из значений { }1,2,..., N . Величина Uα , достав-

ляющая минимум ( )U α , применяется в качестве параметра ре-

гуляризации, выбранного по методу перекрестной значимости. 
Заметим, что функцию ( )U α  можно рассматривать как 

ошибку предсказания проекций правой части по регуляризиро-
ванному решению, построенному без учета этих проекций, и по-
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этому CV-метод используется для выбора α  при точно заданной 
матрице решений СЛАУ.  

Минимизация ( )U α  требует многократных построений ре-

гуляризированных решений ( )i
αϕ , Ui I∈ , для каждого значения α . 

Для преодоления этого недостатка был предложен обобщенный 
метод перекрестной значимости (GCV-метод), в котором ошибки 
предсказания суммируются с некоторыми весами и при специ-
альном выборе этих весов минимизируемый функционал можно 
записать в виде: 

( )
( ){ }( )

( )( )

2

2

1

1

i

i
i

G

f K
NU

Sp I A
N

αϕ
α

α

−
=

 −  

∑ ɶ

,      (2.4.34) 

где [ ]Sp ⋅  – след матрицы, а матрица ( )A α  размером N N×  осу-

ществляет отображение вектора fɶ  в вектор K αϕ : 

( ) ( ) 1
T TA K K K W Kϕα α

−
= + . Значение Uα , доставляющее мини-

мум функционалу (2.4.35), принимается в качестве параметра ре-
гуляризации, выбранному по обобщенному методу перекрестной 
значимости.  

К недостаткам GCV-метода следует отнести большие вы-
числительные затраты, обусловленные необходимостью вычис-
ления матрицы ( )A α  для каждого текущего значения α. Для 

преодоления этого недостатка используем сингулярное разложе-
ние для вычисления ( )GU α . Как и прежде, регуляризированные 
решения будем находить в виде: 

( )2
1

,
p

j T

j j

j j j

u f v
m

α

λ
ϕ

λ α λ=

 
= ⋅ 

+  
∑ ɶ ,    (2.4.35) 

где jv , ju  – j -е столбцы матриц V, U, входящие в сингулярное 

разложение TK U V= Λ . Тогда функционал (2.4.34) можно пред-
ставить в виде [20]: 
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( )

( )
( )

( )
( )

2

2

2
1 1

2

2
1

1

1

p N
j

j j

j j pj j

G
p

j

j j j

m
y y

N m

U
m N p

N Nm

α λ

λ α λ
α

α λ

λ α λ

= = +

=

   +  
+    =

 −
+ 

+  

∑ ∑

∑

ɶ ɶ

,  (2.4.36) 

где jyɶ  – проекции вектора Ty U f= ɶɶ . Это представление функ-

ционала ( )GU α  не требует обращения матрицы и для нахожде-

ния минимума позволяет использовать известные алгоритмы ми-
нимизации первого порядка, что существенно уменьшает вычис-
лительные затраты для нахождения Uα . 

В качестве иллюстрации на рис. 2.11 показаны графики за-
висимостей ( )GU α  (кривая 1) и относительная ошибка 

22

Uαϕ ϕ ϕ+ +−  (кривая 2). Видим, что значение 0.1Uα ∼  (точ-

ка минимума функционала (2.4.34)) находится в области мини-
мума относительной ошибки. Однако из рисунка видно, что ле-
вая ветвь функционала имеет пологий характер, что затрудняет  
поиск точки минимума численными методами. 

Численные исследования точности регуляризированных ре-
шений, построенных при Uα α=  проводятся ниже. Сразу же от-

метим, что в случае коррелированных проекций iη  (коэффициент 

корреляции по модулю больше 0.2) вычисляемые значения Uα  

на два и более порядков меньше optα . Это обусловливает сущест-

венное понижение точности решения 
Uα

ϕ по сравнению с опти-

мальным решением 
optαϕ .  
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     Рис. 2.11.  Графики ( )GU α  и относительной ошибки решения 
 

2.4.5. Сравнение различных алгоритмов выбора параметра ре-

гуляризации 

Для изучения рассмотренных алгоритмов выбора параметра 
регуляризации был проведен обширный вычислительный экспе-
римент с матрицами разного размера и с разными числами обу-
словленности. Из-за ограниченности места остановимся на ре-
зультатах вычислительного эксперимента с матрицей K  разме-
ром 100 30×  и числом обусловленности ( ) 103.0 10cond K = ⋅ . 

В качестве точного решения ϕ  брались два вектора: вектор 
φ, соответствующий «гладкому» решению (рис. 2.12, кривая 1) и 
вектор φ, соответствующий «импульсному» решению (кривая 2). 
Проекции iη  вектора погрешностей правой части моделирова-
лись нормально распределенными случайными числами с нуле-
вым средним и дисперсией, вычисляемой по формуле: 

2

2
max

2

f if
η

δ
σ

 ⋅
 =
  

,        (2.4.37) 
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где f fδ η=  – задаваемый относительный уровень погреш-

ностей. Коэффициент корреляции «соседних» проекций iη  зада-
вался двумя значениями: 0 и 0.2. 
 

 
                             Рис. 2.12.  Проекции  векторов ϕ +               

 

Для исследования точности регуляризированного решения 

Aαϕ  (построенного при некотором Aα α= ) введем коэффициент 

эффективности AE  этого параметра, определяемого соотноше-
нием [33; 36; 38]: 

A

A

opt
E

α

αϕ ϕ

ϕ ϕ

−
=

−

⌢

,        (2.4.38) 

где 
optαϕ ⌢  – решение, построенное при параметре регуляризации 

optα⌢ . Так как в вычислительном эксперименте искомое решение 

СЛАУ задается (известен вектор ϕ ), то optα⌢  находится из усло-

вия минимума величины αϕ ϕ− . «Крышечка» над α  указывает 

на отличие от параметра optα , минимизирующего СКО, опреде-

ляемую функционалом ( )
2

Mη αα ϕ ϕ + ∆ = −  
. Поэтому при 
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решении СЛАУ только с одной реализацией правой части значе-
ния optα⌢  является предпочтительным по сравнению с optα . 

Так как решения 
Aαϕ , 

optαϕ ⌢ , построенные по случайному 

вектору fɶ , также являются случайными векторами, то величина 

AE  является случайной, а ее значения находятся в интервале 

[ ]0,1 . Значения AE , близкие к 1, говорят о незначительном про-

игрыше по точности решения 
Aαϕ  по сравнению с оптимальным 

решением 
optαϕ . Значения AE  меньше 0.3 говорят о существен-

ном ухудшении точности решения 
Aαϕ .  

По выборке ( ){ }n

AE  объемом 50SAMN =  вычислялись сле-

дующие числовые характеристики случайной величины AE : 

• минимальное значение minE ; 

• среднее значение Em , 

а также строилась гистограмма частот SAMn Nω =
ℓ ℓ

, где n
ℓ
 – 

число значений величины AE , попавших в ℓ -й интервал гисто-

граммы. Выборка ( ){ }n

AE  формировалась из значений AE , вычис-

ленных по формуле (2.4.38) для решений ( )
A

n

αϕ , ( )n

optαϕ ⌢ , построен-

ных по n -й реализации правой части ( ) ( )n n
f f η= +ɶ . Случайные 

векторы ( )nη  имели нулевое среднее и одинаковые дисперсии 
проекций.  

Первоначально проведем сравнение изложенных алгоритмов 
выбора параметра регуляризации по величине коэффициента эф-
фективности. В табл. 2.2 приведены значения minE , Em  (затем-
ненные  ячейки) для четырех уровней погрешностей 0.001, 0.01, 
0.05, 0.10 и разной гладкости решения ϕ  (проекции iη  не корре-

лированны между собой). Для гладкого решения ( ) 1/m λ λ= , для 

импульсного ( ) 1m λ = . Ранг p  задавался равным 24.  
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                                                               Таблица 2.2 

       Параметр регуляризации 
 

  Wα    Vα    Uα  

0.438 0.074 0.012 0.001fδ =  
0.811 0.733 0.686 
0.536 0.303 0.084 0.01fδ =  
0.833 0.783 0.639 
0.524 0.404 0.081 0.05fδ =  
0.886 0.791 0.644 
0.639 0.334 0.021 

Г
ла

дк
ое

  р
еш

ен
ие

 

0.10fδ =  
0.894 0.815 0.579 
0.811 0.747 0.001 0.001fδ =  
0.962 0.911 0.742 
0.872 0.827 0.001 0.01fδ =  
0.954 0.905 0.791 
0.838 0.807 0.002 0.05fδ =  
0.977 0.902 0.887 
0.847 0.819 0.008 

И
м

пу
ль

сн
ое

 р
еш

ен
ие

 

0.10fδ =  
0.973 0.902 0.86 

 
Анализ таблицы показывает: 

• При построении αϕ  для импульсного решения параметр 

Wα  имеет лучшие (хотя и ненамного) характеристики по срав-

нению с Vα . Для гладкого решения преимущества параметра 

Wα  становятся более заметными (особенно по характеристике 

minE ). 

• Параметр регуляризации Uα  имеет числовые характери-
стики, которые существенно хуже числовых характеристик па-
раметров Wα , Vα . Так, характеристика minE  для этого пара-
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метра может достигать порядка несколько тысячных. Это обу-
словлено тем, что Uα  на 3–4 порядка меньше optα . Такие зани-

женные значения в свою очередь вызваны левой «пологой» 
ветвью функционала  ( )U α  (см. рис. 2.13), по которой точка 
минимума может существенно «перемещаться» влево от значе-
ния optα . 

На рис. 2.13 приведены гистограммы частот iω  для коэффи-

циента эффективности 
W

Eα (рис. 2.13 а) и коэффициента эффек-

тивности 
U

Eα (рис. 2.13 б), вычисленных для импульсного реше-

ния и 0.05fδ = . По второй гистограмме видно появление очень 

малых значений 
U

Eα , что является хорошей иллюстрацией  к 

смещению Uα  в сторону малых значений параметра регуляриза-
ции. 

 

 
               Рис. 2.13. Гистограммы величин  

W
Eα , 

U
Eα   

В случае коррелированных проекций iη  (коэффициент кор-

реляции 0.2) числовые характеристики  параметров Wα , Vα , Lα  
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практически не меняются, хотя сами величины ошибок решения 
(в том числе и при optα α= ) немного возрастают.  

Для параметра Uα  характерно существенное уменьшение 

среднего значения Em . Это объясняется тем, что корреляция 
проекций шума правой части воспринимается как «низкочастот-
ная» компонента искомого вектора (которую нужно «оставить» в 
решении) и приводит к смещению Uα  в сторону меньших значе-

ний (в среднем на 2–3 порядка по сравнению с optα ). 

Обобщая результаты рассмотренного вычислительного экс-
перимента и результаты других вычислительных экспериментов, 
можно сделать вывод о предпочтительности выбора параметра 
регуляризации на основе критерия оптимальности (т.е. построе-
нии регуляризированного решения СЛАУ при Wα α= ). Однако 

этот алгоритм требует задания дисперсии 2
ησ , входящей в кова-

риационную матрицу 2V Cη η ησ= ⋅  погрешностей задания правой 

части. 
               Требование задания дисперсии или уровня погрешности 

(т.е. нормы f f−ɶ ) присуще и другим алгоритмам выбора (на-

пример, принцип невязки и обобщенный принцип невязки), а 
также многим способам построения регуляризированных реше-
ний (метод невязки, байесовский регуляризирующий алгоритм и 
др.). Однако в большинстве случаев достоверная априорная ин-
формация об этих числовых характеристиках погрешностей за-
дания правой части отсутствует. Для преодоления данного за-
труднения построим две оценки для дисперсии 2

ησ , входящей в 

представление 2V Cη η ησ= ⋅ . 

§ 2.5. Точностные характеристики 
и синтез регуляризирующих алгоритмов решения СЛАУ 
 
В этом параграфе приводятся SVD-соотношения для вычис-

ления числовых характеристик систематической и случайных 
ошибок, рассматриваются методы уменьшения систематической 



 87 

ошибки. Вводятся точностные характеристики регуляризирую-
щих алгоритмов и предлагаются процедуры синтеза регуляризи-
рующих алгоритмов с заданными точностными характеристика-
ми. 

 
2.5.1. Вычисление числовых характеристик ошибок регуляри-

зированного решения 
Вновь обратимся к СЛАУ вида 

K fϕ = ,         (2.5.1) 

когда вместо точной правой части f  дан вектор f f η= +ɶ , 

где η  – случайный вектор погрешностей с характеристиками: 

средним [ ] 0NM η =  и ковариационной матрицей TV Mη ηη =   . 

Предположим, что ковариационная матрица Vη  допускает 

представление (см. п. 2.2.2): 
2V Cη η ησ= ⋅ ,       (2.5.2) 

и рассмотрим два регуляризированных решения: 
 

1)  ( ) 11 1T TK C K W K C f Wα η ϕ η ϕ ϕϕ α α ω
−− − = + + 

ɶ ;   (2.5.3) 

 

2)  ( ) 11 1T TK C K W K C fα η ϕ ηϕ α
−− −= + ɶ .    (2.5.4) 

Используя сингулярное разложение 
1

2 T
C K U Vη

−
= Λ , 

эти решения можно записать в виде (см. (2.3.31), (2.3.25)): 

( )
( )

1
2

2
1

, ,p j j j j

j

j j j

u C f m v
v

m

η ϕ

α

λ α λ ω
ϕ

λ α λ

−

=

 + =  +  

∑
ɶ

;  (2.5.5) 
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( )
1

2
2

1

,
p

j

j j

j j j

u C f v
m

α η

λ
ϕ

λ α λ

−

=

 
=  

+  
∑ ɶ     (2.5.6) 

при  

( ) ( ){ }1 ,..., T

p p pW V diag m m Vϕ λ λ= ,   (2.5.7) 

где p  – ранг матрицы системы; ju , jv  – соответствующие 

столбцы матриц U, V; pV  – матрица, сформированная из p  пер-

вых столбцов матрицы V. 
Как и ранее (см. п. 2.3.4), ошибку этих решений α αε ϕ ϕ += −  

представим суммой bα α αε ξ= +  систематической bα αϕ ϕ += −  и 

случайной α α αξ ϕ ϕ= −  ошибок, где αϕ  – регуляризированное 

решение, построенное по «точной» правой части f .  
Получим SVD-соотношения для вычисления характеристик 

этих ошибок, предполагая, что параметр регуляризации либо вы-
бран (см. § 2.4), либо задан. 

Утверждение 2.5.1. Вектор bα  и его числовая характеристи-

ка 
2

bα  определяются следующими соотношениями: 

• для регуляризированного решения (2.5.5): 

( )
( )2

1

,
M

j

j j

j j j

m
b v v

m
α ϕ

α λ
ω ϕ

λ α λ
+

=

 
 = ⋅ −

+  
∑ ;  (2.5.8) 

( )
( )

2

22

2
1

,
M

j

j

j j j

m
b v

m
α ϕ

α λ
ω ϕ

λ α λ
+

=

 
 = ⋅ −

+  
∑ ; (2.5.9) 

• для регуляризированного решения (2.5.6): 

( )
( )2

1

,
M

j

j j

j j j

m
b v v

m
α

α λ
ϕ

λ α λ
+

=

 
 = − ⋅

+  
∑ ;   (2.5.10) 
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( )
( )

2

22

2
1

,
M

j

j

j j j

m
b v

m
α

α λ
ϕ

λ α λ
+

=

 
 = ⋅

+  
∑ .   (2.5.11) 

Соотношения (2.5.8), (2.5.10) получаются из (2.3.34), (2.3.33)  

с учетом замены 1
fW Cη

−= . Из ортонормированности векторов 

{ }jv  следуют выражения (2.5.9), (2.5.11).  ♣ 

Вектор случайной ошибки αξ  имеет SVD-представление: 

( )
1

2
2

1

,
M

j

j j

j j j

u C v
m

α η

λ
ξ η

λ α λ

−

=

 
=  

+  
∑ .   (2.5.12) 

Утверждение 2.5.2. Элементы ковариационной матрицы 

( ) TV Mξ αα ξξ =    определяются выражением  

( ){ }
( )

2

2
2

21

p
j

km
j

j j

mjkjv v
V

m=

⋅ ⋅
= ⋅

 + 
∑ξ η

λ
α σ

λ α λ
,    (2.5.13) 

а числовая характеристика 
2

M αξ 
  : 

( )

2
2 2

2
21

p
j

j
j j

M
m

α η

λ
ξ σ

λ α λ=

  = ⋅   + 
∑ ,    (2.5.14) 

где 
kjv  – элемент матрицы V  с индексами k , j . 

Для доказательства используется SVD-представление k-й 
проекции вектора αξ : 

( )
1

2
2

1

,
M

j

j k
j j j

k ju C v
m

ηα
λ

ξ η
λ α λ

−

=

 
=  

+  
∑ ,  (2.5.15) 

которое следует из записи (2.5.12). Тогда 
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( ){ }

( ) ( )
1 1

2 2
22

1 1

,

,

mk

p p
j Ti

i j

i j i ij j

k m

kj mi

V M

v v
u C M C u

mm

ξ

η η

α αα ξ ξ

λ λ
ηη

λ α λλ α λ

−

= =

 = ⋅ = 

⋅ ⋅
 = ⋅  ++

∑∑ .
(2.5.16) 

Учитывая ортонормальность вектора iu , ju , а также (2.5.2), 

имеем: 

2
1 1

2 2
, ;

,
0, .

T

i j

если i j
u R M R u

если i j

η
η η

σ
ηη

−  =  =   ≠
  (2.5.17) 

Подставляя (2.5.17) в (2.5.16), приходим к доказываемому 
соотношению (2.5.13). Для доказательства (2.5.15) воспользуемся 
очевидным соотношением 

( ) ( ){ }2

,
1

M

k k
k

M Sp V Vα ξ ξξ α α
=

   = =   ∑ . (2.5.18) 

Тогда из (2.5.13) при k m=  имеем: 

( )

2
2 2

2
21 1

2
p p

j

j k
j j

kjM v
m

α η

λ
ξ σ

λ α λ= =

  = ⋅ ⋅   + 
∑ ∑ . 

Из ортонормальности столбцов матрицы pV  следует  

1

2 1
p

k
kjv

=

=∑   

и получаем доказываемое  выражение (2.5.14). 
 

2.5.2. Построение доверительных интервалов для решения ϕ +  

Числовые характеристики ошибок регуляризированного ре-
шения (определенные в предыдущем пункте) позволяют постро-
ить доверительные интервалы для проекций вектора ϕ + . 

Для этого рассмотрим вектор 

bα α αϕ ϕ= −ɺɺɺ ,        (2.5.19) 

который можно назвать несмещенным регуляризированным ре-
шением. Действительно: 
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[ ] [ ] 0MM M b b bα α α α αϕ ϕ ϕ ϕ+ +− = − − = − =ɺɺɺ .   (2.5.20) 

Тогда отклонение αϕɺɺɺ  от ϕ +  обусловлено только вектором 

случайной ошибки с корреляционной матрицей ( )Vξ α , элементы 

которой определяются соотношением (2.5.13). Если проекции iη  
распределены по нормальному закону, то с вероятностью 0.95 
выполняется неравенство (правило «двух сигм»): 

   ( ){ } ( ){ }
, ,

1.96 1.96jj j j jj j
V Vξ ξα αϕ α ϕ ϕ α+− ⋅ ≤ ≤ + ⋅ɺɺɺ ɺɺɺ ,(2.5.21) 

где ( ){ }
,j j

Vξ α  означает элемент матрицы ( )Vξ α  с индексами 

j , j . Таким образом, интервал 

( ){ } ( ){ }
, ,

1.96 , 1.96j j j j jj j
I V Vξ ξα αϕ α ϕ α = − ⋅ + ⋅

 
ɺɺɺ ɺɺɺ  (2.5.22) 

является доверительным интервалом (интервальной оцен-
кой) для jϕ +  с доверительной вероятностью (надежностью) 

0.95γ = . 

Доверительное множество Iϕ  для вектора ϕ +  получается 

операцией пересечения интервалов jI , т.е. 
1

M

j

j

I Iϕ
=

=∏ , и довери-

тельная вероятность такого множества равна произведению ве-
роятностей интервалов jI . Поэтому для вектора ϕ +  размерности 

больше 10 в формуле (2.5.22) вместо множителя 1.96 можно ис-
пользовать 3.0 (закон «трех сигм»), что соответствует довери-
тельной вероятности 0.9997 такого интервала. 
 
2.5.3. Точностные характеристики регуляризирующих  

алгоритмов 

Вновь рассмотрим регуляризированное решение αϕ , опреде-
ляемое из системы уравнений: 

( )1 1T TK C K W K C f Wη ϕ α η ϕ ϕα ϕ α ω− −+ = +ɶ ,  (2.5.23) 
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где матрица Cη  входит в представление: 

2V Cη η ησ= ⋅ . 

Было показано, что вектор систематической ошибки bα  это-
го решения равен 

( ) ( )11Tb K C K W Wα η ϕ ϕ ϕα α ω ϕ
−− += + − .  (2.5.24) 

Введем матрицу  

( ) ( ) 11TB K C K W Wη ϕ ϕα α α
−−= + ,   (2.5.25) 

которую назовем матрицей смещения. Эта матрица позволя-
ет записать вектор смещения bα  в виде: 

( ) ( ) ( )0
b B B bα α ϕω ϕ α+= − = ⋅ ,    (2.5.26) 

где ( )0
b ϕω ϕ += −  – «начальное смещение» вектора ϕω  отно-

сительно ϕ + . Как отмечалось ранее, вычисление на практике bα  
невозможно из-за незнания «начального смещения» – вектора 

( )0
b , поэтому введем скалярную величину ( )bU α  [60]: 

( )
[ ] 21

2
1

b

М

b
U

α
α = , 

где 1М  – единичный вектор размерности M , задающий «на-

чальное смещение»; [ ]1
bα  – вектор смещения, обусловленный век-

тором 1М . Можно показать, что 

( ) ( ){ }
2

,
1 1

1 M M

b i j
i j

U B
M

α α
= =

 
=  

 
∑ ∑ .    (2.5.27) 

Величина ( )bU α  характеризует разрешающую способность 

регуляризирующего алгоритма, и ее можно рассматривать как 
коэффициент передачи квадрата нормы вектора «начального» 
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смещения 
( )0

b  в квадрат нормы вектора смещения bα  регуляри-

зированного решения, т.е. 

( ) ( ) 22 0
bb U bα α≈ .       (2.5.28) 

Проведенный вычислительный эксперимент показал, что в 

области значимых значений величины ( )bU α  (от 410−  до 1 ) раз-

ница между ( )bU α  и отношением ( ) 22 0
b bα  («истинный» ко-

эффициент передачи вектора начального смещения) составляет 
несколько процентов.  

На рис. 2.14 показано характерное поведение ( )bU α  как 

функции параметра регуляризации для матриц различной обу-
словленности. 

Можно показать справедливость пределов 

( )
0

lim 0bU
α

α
→

= ; ( )lim 1bU
α

α
→∞

= .    (2.5.29) 

В качестве характеристики случайной ошибки 

( ) 11 1T TK C K W K Cα η ϕ ηξ α η
−− −= +  

примем ковариационную матрицу ( ) TV Mξ α αα ξ ξ =   , опре-

деляемую выражением 

( ) ( ) ( )1 12 1 1 1T T TV K C K W K C K K C K Wξ η η ϕ η η ϕα σ α α
− −− − −= + + . (2.5.30) 

Введем величину ( )Uξ α  как характеристику устойчивости 

регуляризирующего алгоритма к шуму исходных данных [70]: 

( )
( )

( ) ( )

2

1 11 1 1 .T T T

Sp V
U

Sp K C K W K C K K C K W

ξ
ξ

η

η ϕ η η ϕ

α
α

σ

α α
− −− − −

  = =

 = + +  

 (2.5.31) 
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Величину ( )Uξ α  можно трактовать как коэффициент пере-

дачи дисперсии шума в характеристику ( )2
M Sp Vα ξξ α   =    . 

 

 
Рис. 2.14. Зависимость  ( )bU α  от параметра регуляризации 

 

На рис. 2.15 приведены зависимости ( )Uξ α  для различных 

чисел обусловленности. 
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Рис. 2.15. Зависимость ( )Uξ α  от параметра регуляризации 
 

 
Анализ рис. 2.14 и 2.15 подтверждает известное противоре-

чие между разрешающей способностью (величина ( )bU α ) и ус-

тойчивостью (величина ( )Uξ α ) регуляризирующего алгоритма. 

С учетом введенных величин ( )bU α  и ( )Uξ α  среднеквадра-

тическую ошибку алгоритма регуляризации можно представить в 
виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 0 2

bb M U b Uα α ξ ηα ξ α α σ ∆ = + ≈ ⋅ + ⋅  . (2.5.32) 

Таким образом, величины ( )bU α  и ( )Uξ α  достаточно пол-

но характеризуют систематическую и случайную ошибки регу-
ляризирующего алгоритма и их можно назвать его точностными 

характеристиками регуляризирующего алгоритма решения 
СЛАУ. 
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В заключение этого пункта приведем SVD-соотношения для 
вычисления введенных точностных характеристик. Характери-
стика ( )Uξ α  определяется выражением: 

( )
( )

2

2
21

p
j

j
j j

U
m

ξ

λ
α

λ α λ=

=
 + 

∑      (2.5.33) 

Для вычисления ( )bU α  первоначально определяем матрицу 

( )B α  (см. (2.5.30)):  

( ) ( )
( )

( )
( )

1
2 2

1 1 1

,...,
p T

p p

p

mm
B V diag V

m m

λλ
α α

λ α λ λ α λ

  
= ⋅ ⋅ 

+ +  
, (2.5.34) 

где pV – матрица размером M p× , составленная из первых 

p  столбцов матрицы V; p – ранг матрицы K. Затем по формуле 

(2.5.32) находим характеристику ( )bU α . 

 

§ 2.6. Синтез регуляризирующих алгоритмов 
 по заданным точностным характеристикам 

Используя введенные точностные характеристики, можно 
для каждого значения α  оценить среднеквадратическую ошибку 
решения, используя для этого формулу (2.5.32) и подставляя 

вместо неизвестной величины 
( ) 2
0

b  некоторую оценку 
( )0

b
⌢

. То-

гда определим величину 

( ) ( ) ( ) ( )
20 2

bU b Uξ ηα α α σ∆ = ⋅ + ⋅
⌢⌢

,   (2.6.1) 

которую можно использовать для анализа регуляризирующего 
алгоритма решения СЛАУ. 

Важным свойством характеристик ( )α∆
⌢

, ( )bU α  и ( )Uξ α  

является возможность «априорного» их вычисления, т.е. до вы-
полнения самого регуляризирующего алгоритма, так как вектор 

правой части fɶ  в расчетах точностных характеристик не ис-
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пользуется. Это обстоятельство позволяет определить величину 
параметра регуляризации, исходя из требуемых значений точно-
стных характеристик, т.е. провести синтез регуляризирующего 

алгоритма. Для интегральных уравнений I рода подобный синтез 
был предложен в работах [15; 36]. 

Учитывая известное противоречие между систематической и 
случайной ошибками, сформулируем следующие вариационные 

задачи синтеза регуляризирующего алгоритма [62; 98]: 
Задача A: 

( )
0

min bU
α

α
>

 при ( ) maxU Uξ ξα ≤ .     (2.6.2) 

Задача B: 

( )
0

minUξα
α

>
 при ( ) max

b bU Uα ≤ .     (2.6.3) 

Задача C: 

( ) ( )2 2
max max

0
min bU B Uξα

α α σ
>

 ⋅ + ⋅  .    (2.6.4) 

где 2
maxB , 2

maxσ  являются характеристиками классов решения 
и погрешностей: 

2 2
maxBϕω ϕ +− ≤ ; 2 2

maxησ σ≤ .     (2.6.5) 

Решение задачи A (величина Aα ) минимизирует системати-
ческую ошибку при гарантированной устойчивости решения к 
шуму измерения. 

Решение задачи B (величина Bα ) минимизирует норму слу-
чайной ошибки решения при требуемой разрешающей способно-
сти алгоритма. 

Можно показать, что: 
• функция ( )bU α  является монотонно возрастающей функцией 

параметра α  (см. (2.5.34)); 
• функция ( )Uξ α  является монотонно убывающей функцией 

параметра α  (см. (2.5.33)). 
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Тогда решение задачи A определяется как 

( ) max
AU Uξ ξα = ,      (2.6.4) 

а задачи B: 

( ) max
b B bU Uα = .      (2.6.5) 

Решением задачи C (обозначим Cα ) является оценкой опти-
мального параметра регуляризации для классов решений и по-
грешностей, определяемых условиями (2.6.5). Значение Cα  вы-
числяется с использованием известных методов одномерной ми-
нимизации [2]. 

Решения задач А, В и С наполняют процедуру выбора пара-
метра регуляризации содержательным смыслом. 

Таким образом, введенные в этом параграфе точностные ха-
рактеристики и сформулированные вариационные задачи опре-
деляют новый подход к выбору параметра регуляризации, а 
именно: синтез регуляризирующих алгоритмов по заданным 

точностным  характеристикам. 

 
§ 2.7. Построение регуляризированных решений СЛАУ  

в Mathcad 
 

Приведем описание подпрограммы-функции (П-Ф) Mathcad, 
осуществляющей построение регуляризированного решения αϕ  
при следующих предположениях: 

• ковариационная матрица Vη  допускает представление 
2V Cη η ησ=  (см. (2.2.21)) и определено сингулярное разложение 

1
2 T

C K U Vη

−
= Λ ; 

• сингулярные числа jλ  упорядочены по убыванию, т.е. 

1j jλ λ +≥  и 0, 1,...,j j p Mλ = = + , где p  – ранг матрицы систе-

мы; 
• регуляризированное решение αϕ представимо  в виде: 
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( )
1

2
2

1

,
p

j

j j

j j j

u C f v
m

α η

λ
ϕ

λ α λ
−

=

 
= ⋅ 

+  
∑ ɶ ,   (2.7.1) 

где ( )m λ  – невозрастающая функция (см. например, 

(2.3.28)); ,j ju v  – столбцы матриц ,U V соответственно. 

В качестве параметра регуляризации принимается величина 

Wα α= , являющаяся приемлемой оценкой для  оптимального па-

раметра регуляризации optα . 

Построение регуляризированного решения осуществляет    
П-Ф  _ _ _ WCalc reg sol α ,  обращение к  которой имеет вид:  

             0_ _ _ ( , , , )WCalc reg sol K f mα γ . 

Текст П-Ф _ _ _ WCalc reg sol α приведен на рис. 2.16.   
Формальные параметры: 

K – матрица решаемой СЛАУ размером  ( )N M N M× ≥ ; 

f – вектор правой части решаемой СЛАУ размерностью N ; 

0γ – величина, входящая в условие (2.1.40), определяющее 
практический ранг матрицы K ; 

m – имя функции ( )m λ , которую можно задать как (2.3.28). 
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Рис. 2.16. Текст  П-Ф построения регуляризированного ре-
шения 

 

Результатом выполнения  П-Ф является вектор αϕ , опреде-
ляемый выражением (2.7.1) . 

Ограничение: 4N M≥ ≥ . 
При выполнении П-Ф возможны следующие сообщения о 

возникших ошибках: 
1. 4rank p <  – вычисленный практический ранг матрицы 

меньше 4. Причиной может служить непра-
вильное задание величины 0γ  (рекоменду-

ется задавать 8
0 10γ −
∼ ) или невыполнение 

ограничения 4M ≥ . 
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2. Error on choiseα  – вычисление Wα  потребовало больше 
100 итераций процедуры (2.4.24). Обычно 
это вызвано заниженной (по сравнению с 
истинной)  дисперсией  2

ησ . 

Отличительной чертой описанной П-Ф является то, что 
пользователь не задает при обращении ни ранг матрицы, ни дис-
персию погрешностей 2

ησ , ни параметр регуляризации. Все это 

вычисляется внутри П-Ф с использованием подпрограмм-функ-
ций, приведенных на рис. 2.17, 2.18. Назначение этих программ-
ных модулей поясняется комментариями, расположенными слева 
от тела соответствующего модуля. 

 

 
 

 
     Рис. 2.17.  Текст П-Ф, вычисляющей  параметр Wα  

Вычисление  
значения  Wα  - 

оценки для    

optα  
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Рис. 2.18.  Тексты П-Ф, вызываемые в _ _ _ WCalc reg sol α  

 

Вычисле-
ние практиче-

ского ранга 

Вычисле-
ние оценки  

дисперсии  
2
ησ  

Вычисление 
границ интервала 

для  
вычисления 

 параметра Wα  
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Вопросы для самопроверки 
1. Что понимают под вырожденной системой линейных 

алгебраических уравнений? 
2. Что понимают под нормальным решением? 
3. Какая система называется несовместной? 
4. Что является решением несовместной системы? 
5. Дайте определение псевдообратной матрицы 
6. Как определяют число обусловленности матрицы? 
7. Приведите свойства числа обусловленности матрицы 
8. Какие системы называют плохо обусловленными? 
9. Как выполняется сингулярное разложение матрицы? 
10. Какими свойствами обладает сингулярное разложе-

ние матрицы? 
11. Приведите SVD-алгоритм построения нормального 

псевдорешения. 
12. Запишите псевдорешение в терминах в терминах 

SVD-разложения 
13. Опишите Байесовский регуляризирующий алгоритм 

построения нормального псевдорешения СЛАУ. 
14. Запишите ошибку решения, полученного Байесов-

ским регуляризирующималгоритмом.  
15. Опишите минимаксный регуляризирующий алгоритм 

построения нормального псевдорешения СЛАУ. 
16. Опишите оптимальный регуляризирующий SVD-

алгоритм построения нормального псевдорешения 
СЛАУ. 

17. Запишите среднеквадратичную ошибку решения, по-
лученного регуляризирующим SVD-алгоритм. 

18. Неполная информация и сглаживающий функционал. 
19. В чем суть метода рандомизации построения решения 

СЛАУ. 
20. Гладкость решения и стабилизирующий функционал 
21. Опишите регуляризирующий SVD-алгоритм. 
22. Как вычисляются систематическая и случайная 

ошибки регуляризованного решения αϕ ?. 
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23. Как связан параметр регуляризации с погрешностью 
правой части? 

24. В чем состоит суть метода выбора параметра регуля-
ризации по критерию оптимальности? 

25. Запишите статистику критерия оптимальности. 
26. Опишите алгоритм выбора параметра регуляризации 

по критерию оптимальности в терминах SVD-
разложения. 

27. В чем суть метода выбора параметра регуляризации 
по статистическому варианту принципа невязки? 

28. В чем состоит суть метода перекрестной значимости 
выбора параметра регуляризации? 

29. Как вычисляются числовые характеристики ошибок 
регуляризированного решения? 

30. Как построить доверительные интервалы для реше-
ния ϕ + ? 

31. Точностные характеристики регуляризирующих ал-
горитмов 

32. Как определить величину параметра регуляризации, 
исходя из требуемых значений точностных характе-
ристик? 
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Глава 3  
 

ЛОКАЛЬНЫЙ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЙ АЛГОРИТМ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

  
В этой главе предлагается локальный регуляризирующий ал-

горитм, в котором вместо одного параметра регуляризации вво-
дится набор параметров (названный векторным параметром ре-
гуляризации), что позволяет получить регуляризированное ре-
шение с меньшей ошибкой. 

 
§ 3.1. Локальный регуляризирующий алгоритм 

с векторным параметром регуляризации 
 

Вновь вернемся к задаче построения устойчивого прибли-
жения к нормальному псевдорешению ϕ +  системы линейных ал-
гебраических уравнений вида 

K fϕ = ,        (3.1.1) 

когда вместо точной правой части f  (которой соответствует ϕ + ) 

дан вектор f f η= +ɶ , где η  – вектор случайных погрешностей с 
характеристиками: 

[ ] 0NM η = ; TV Mη ηη =   .      (3.1.2) 

В методах регуляризации в качестве такого приближения 
принимают регуляризированное решение αϕ , доставляющее ми-
нимум функционалу  

2 2
( )

fW W
F f K

ϕ
α ϕ ϕ α ϕ= − + ,     (3.1.3) 

где α  – параметр регуляризации. Показано (см. § 2.3), что  
минимум функционала (3.1.3) достигается на  решении системы 
уравнений 

( )T T

f fK W K W K W fϕ αα ϕ+ = ɶ .    (3.1.4) 
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Как правило,  матрицы ϕW , fW  при построении регуляризи-

рованного решения считаются заданными  и получение прием-
лемой точности регуляризированного решения αϕ  достигается 

подбором параметра регуляризации α  (см. § 2.4). Такую регуля-
ризацию (с помощью одного «управляющего» параметра α ) 
можно назвать «глобальной». Естественно, что глобальная регу-
ляризация имеет меньшую точность по сравнению с «локальной» 
регуляризацией, осуществляемой соответствующим подбором 
всех элементов матрицы ϕW . Примером  локальной оптимальной 

регуляризации является байесовское решение (см. § 2.2). Проиг-
рыш по точности глобальных регуляризирующих алгоритмов 
особенно проявляется, если вектор искомого решения содержит 
проекции, значения которых меняются «ступенькой». Такие век-
тора  в дальнейшем будем называть ступенчатыми. 

К сожалению, априорная информация, необходимая для по-
строения локального оптимального алгоритма, на практике от-
сутствует. Поэтому предложены различные подходы к построе-
нию локальных регуляризирующих алгоритмов для решения ин-

тегральных уравнений первого рода (краткий обзор которых при-
веден в работе [64], а также в [1]). Эти алгоритмы проигрывают 
по точности байесовскому алгоритму, но имеют более высокую 
точность по сравнению с алгоритмами глобальной регуляриза-
ции.  

Локальные регуляризирующие алгоритмы, основанные на 
концепции винеровской фильтрации, улучшают точность реше-
ния, однако неизбежный переход из «частотной» области (в ко-
торой происходит вычисление отношений «шум/сигнал») в «про-
странственную» (в которой строится решение) ухудшает каче-

ство восстановления контрастных сигналов и изображений. Это 
в полной мере относится к локальному регуляризирующему ал-
горитму решения СЛАУ, построенному в работах [21; 22; 25; 59; 
94], а также к локальному алгоритму Фурье-фильтрации [35]. 

Поэтому изложим вариационный подход к построению но-
вого класса локальных регуляризирующих алгоритмов [23; 95]. В 
этих алгоритмах присутствует векторный параметр регуляриза-
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ции, позволяющий «локально» управлять гладкостью регуляри-
зированного решения. 

 
§ 3.2. Построение локального регуляризирующего 

алгоритма с векторным параметром регуляризации 

Ранее говорилось, что глобальное регуляризированное ре-
шение αϕ  является точкой минимума квадратичного функцио-
нала (3.1.3). Обычно для получения гладкого решения в качестве 

ϕW  принимают трехдиагональную матрицу (размером M M× ) 

вида 

110

121

011

W

−

−−

−

=

⋱

⋱ϕ        (3.2.1) 

и тогда функционал  ][ϕαF  можно записать в виде:  

2 2
1

2

[ ] ( )
f

M

W j j

j

F f Kα ϕ ϕ α ϕ ϕ −
=

= − + ⋅ −∑ɶ . 

Вместо скалярного параметра регуляризации введем во вто-
рое слагаемое этого функционала векторный параметр регуляри-

зации 

{ }2 3, , ... , Mµ µ µ µ= .       (3.2.2) 

Тогда имеем новый сглаживающий функционал:  

2 2 2
1

2

[ , ] ( )
f

M

W j j j

j

F f Kϕ µ ϕ µ ϕ ϕ −
=

= − + −∑ɶ .  (3.2.3) 

Определив матрицу: 
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2 2
2 2

2 2 2 2
2 2 3 3

2 2 2 2
3 3 4 4

2 2

0

( )

( ) 0 ( )

0 M M

M

µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ µ µ

µ µ

−

− + −

= − + −

−

⋱ ⋱

, (3.2.4) 

функционал (3.2.3) можно переписать в виде:  

2 2
( )[ , ]

fW MF f K µϕ µ ϕ ϕ= − +ɶ .   (3.2.5) 

Возникает вопрос: как задать проекции jµ  векторного па-

раметра регуляризации? Для этого введем функционал   

[ ] 2 2 2 2
1 0 2 1

2 3

( ) ( )
M M

j j j

j j

Г µ γ µ γ γ µ µ −
= =

= ⋅ − + ⋅ −∑ ∑  (3.2.6) 

и ограничения  00 , 2,...,j j Mµ γ≤ ≤ = . Очевидно, что при 

0γµ →j
 уменьшается величина функционала [ ]µΓ  (3.2.6), но 

увеличивается слагаемое 2
( )М µϕ  функционала (3.2.5). Учитывая 

такую взаимосвязь, введем новый сглаживающий функционал 
(назовем его локальным сглаживающим функционалом) 

[ ] [ ] [ ], ,Fϕ µ ϕ µ µΦ = + Γ     (3.2.7) 

и определим точку его минимума * *( , )µϕ µ  из условий: 

[ , ]
0, 1,..., ;

j

j M
ϕ µ
ϕ

∂Φ
= =

∂
    (3.2.8) 

[ , ]
0, 2,..., .

j

j M
ϕ µ
µ

∂Φ
= =

∂
    (3.2.9) 

Вектор µϕ , удовлетворяющий (3.2.8) при заданном векторе 

µ , является решением системы линейных уравнений 
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( ( ))T T

f fK W K M K W fµµ ϕ+ = ɶ ,     (3.2.10) 

где матрица ( )М µ определяется соотношением (3.2.4). Условия 
(3.2.9) приводят к следующей системе уравнений, состоящей из 
(М – 1) уравнений относительно (М – 1) величин  Mµµµ ,...,, 32 : 

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ] .

;,...,,

;

0
2
1M

2
2

2
1

2
1MM1M

2
2

0
2
11i

2
2i

2
2

2
1

2
1ii1i

2
2

0
2
13

2
22

2
2

2
1

2
12

2

1M3i2

2

γγµγγϕϕµγ

γγµγµγγϕϕµγ

γγµγµγγϕϕ

=⋅++−+⋅−

−==⋅−⋅++−+⋅−

=⋅−⋅++−

−−

+−−

 

Перепишем эту систему в матричном виде  

( )А ϕ µ γ= ,        (3.2.11) 

где γ  – вектор с элементами  

2
1 0iγ = γ γ ,    i=1,…,M – 1. 

Матрица )(ϕА  трехдиагональная размером 

( 1) ( 1)M M− × − и для любого вектора ϕ  имеет диагональное 
преобладание. Следовательно, система (3.2.11) всегда имеет 
единственное решение. Учитывая структуру систем (3.2.8), 

(3.2.9), для нахождения точки минимума ( , )ϕ µ∗ ∗  функционала 

[ , ]ϕ µΦ  используем процедуру вида 
1( ) ( )

( 1) 1 ( )

( ) ;

( ) , 0, 1, 2,...

l T l T

f f

l l

K W K M K W f

A l

µ

µ

ϕ µ

µ ϕ γ

−

+ −

 = + 

= =

ɶ
   (3.2.12) 

( 1) ( 1)
0

( 1) ( 1)

( 1)
0 0

, 0 ;

0, 0;

, .

l l

i i

l l

i i

l

i

если

если

если

µ µ γ

µ µ

γ µ γ

+ +

+ +

+

 ≤ ≤


= <
 >

 

Условием прекращения итераций является одновременное 
выполнение условий: 
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( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( )
;

l l l l

l l

µ µ

µ

µ µ ϕ ϕ
ε ε

µ ϕ

− −− −
≤ ≤ , 

где ε  – достаточно малая величина – порядка 34 1010 −− ÷ . В 

качестве начального значения (0)µ  примем вектор с проекциями  

(0)

2i

α
µ =

⌢

,   i=2,..., M,      (3.2.13) 

где α⌢  – некоторое значение параметра регуляризации, га-
рантирующее сходимость регуляризированного решения (при за-

данной матрице ϕW ) к искомому псевдорешению +ϕ . В даль-

нейшем в качестве α⌢  принимается Wα  – оценка optα  по крите-

рию оптимальности (см. п. 2.4.2). 
Вычислительный эксперимент, проведенный для матрицы K 

различных размеров, чисел обусловленности (103, 106, 1012) и при 
различных векторах φ, показал, что: 

• число итераций, необходимых для завершения процесса 
(3.2.8) (величина 310ε −= ), не превышало 10 (число итераций 
увеличивается при ухудшении обусловленности матрицы 
СЛАУ); 

• «типичное» число необходимых итераций равнялось 4–7. 

Утверждение 3.1. Если начальная точка ( )0
µϕ , ( )0µ  определя-

ется соотношениями:  

( )0

2
W

i

α
µ = , 2,...,i M= ; ( )0

Wµ αϕ ϕ= ;    (3.2.14) 

 

0 Wγ α= ,         (3.2.15) 

то последовательность ( ( )
µϕ ℓ , ( )µ ℓ ), порождаемая процедурой 

(3.2.12), сходится к точке минимума ( *
µϕ , *µ ) функционала 

(3.2.7), а вектор *
µϕ  является регуляризированным решением сис-
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темы (3.1.1), т.е. существует для любой правой части fɶ  и имеет 

место сходимость 
2* 0M µϕ ϕ + − →  

 при 

2
0M f f − →  

ɶ . 

Доказательство этого утверждения опирается на следующие 
факты: 

• вектор *
µϕ , как решение системы (3.2.10), существует при 

любой правой части f
~ ; 

• при выполнении (3.2.14) *
jµ  удовлетворяет условию 

0
*0 γµ ≤≤ j

; 

• из сходимости глобального регуляризированного решения 

αϕ , построенного при 
Wα α=  (при этом 0Wα → ) и условия 

(3.2.14) следуют сходимости γ 0 0→ ,  0* →jµ  и сходимость реше-

ния +→ϕϕµ  при стремлении уровня шума к нулю.  ♣ 

Возникает вопрос о влиянии точности задания 0γ  (см. 

(3.2.15)) на точность регуляризированных решений *
µϕ . Был про-

веден вычислительный эксперимент по определению чувстви-
тельности СКО предложенного алгоритма к заданию величины 

0γ α=
⌢

. Анализ показал:  

• при занижении α⌢  на порядок по сравнению с Wα  СКО 

решения *
µϕ  также возрастает на порядок (хотя по-прежнему  

принимает маленькие значения); 
• при завышении α⌢  на порядок по сравнению с Wα  СКО 

решения *
µϕ  также возрастает, но незначительно (примерно на 

30–40 %). 
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§ 3.3. Выбор параметров локального регуляризирующего 
 алгоритма 

Функционал [ ]µΓ  содержит два параметра 1 2,γ γ . Очевид-

но, что от значений этих параметров зависит точность регуляри-

зированного решения *
µϕ . Для выбора 1 2,γ γ  обратимся к крите-

рию оптимальности, используемому при оценивании оптималь-
ного значения αopt параметра регуляризации (см. § 2.4). Введем 
билинейную форму: 

1 2
1 2 2

1

( , )
( , )

N
i i

W

i i

e fγ γ
ρ γ γ

σ=

⋅
=∑

ɶ
,    (3.3.1) 

где ),( 21 γγie  – i-я проекция вектора невязки: 

*
1 2( , )e f K µγ γ ϕ= −ɶ , 

*
µϕ  – решение, вычисленное при заданных величинах 1 2,γ γ .  

В качестве 1 2,γ γ  будем брать значения 1Wγ , 2Wγ , для которых 

имеет место неравенство 

1 2( / 2) ( , ) (1 / 2)N W Nϑ β ρ γ γ ϑ β≤ ≤ − ,   (3.3.2) 

где ( / 2)Nν β  – квантиль 2χ -распределения с N степенями сво-

боды уровня β/2, β = 0.10. Для вычисления 1Wγ , 2Wγ  использу-

ется любой итерационный алгоритм решения нелинейного урав-
нения  

N21W =),( γγρ ,      (3.3.3) 

который  прекращается, как только выполнится условие (3.3.2). 
Многочисленные вычислительные эксперименты с различ-

ными векторами ϕ  показали, что величина γW1 изменяется в 

пределах 101÷ , γW2 – в пределах  ÷1.0 1.0. Так как вычисление 

1Wγ , 2Wγ  требует значительного объема вычислений, то можно 

рекомендовать априорное задание величин 1Wγ =5, 2Wγ  =0.5. 
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§ 3.4. Результаты вычислительного эксперимента 

Рассмотрим результаты одного из вычислительных экспери-
ментов по построению регуляризированного решения СЛАУ 
описанным локальным регуляризирующим алгоритмом. 

Матрица K имела размер 5080 ×  и число обусловленности 
1210≈ . Проекции вектора ϕ  изображены на рис. 3.1 (кривая 1). 

 

 
Рис. 3.1.  Проекции различных решений 

Проекции точной правой части СЛАУ ϕKf =  искажались 
нормально распределенными псевдослучайными числами с нуле-

вым средним и дисперсией 2
ησ , которая задавалась по относи-

тельному уровню шума /f f f fδ = −ɶ . В качестве меры точно-

сти была принята относительная среднеквадратическая ошибка  

( )
1/ 2

2*

*( )
M µ

µ

ϕ ϕ
δ ϕ

ϕ

 −  = , 
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при вычислении которой оператор математического ожида-
ния  

по ансамблю случайных векторов *
µϕ  заменялся усреднением  

по 20 реализациям этих векторов.  

На рис. 3.1 кривая 3 отображает проекции «глобального» ре-
гуляризированного решения 

Wαϕ  (
Wα = 1793), кривая 2 – «ло-

кальное» регуляризированное решение *
µϕ  (

0 = 1793γ ,  

γW1 = 1, γW2  = 0.1), построенные по той же правой части (отно-

сительный уровень шума 0.01fδ = ). Очевидно, что решение *
µϕ  

существенно точнее решения αϕ . Это подтверждают величины 

( ) 0.0217αδ ϕ = , ( )* 0.0004µδ ϕ = . 

На рис. 3.2 приведены проекции векторного параметра регу-

ляризации *µ , имеющие специфический характер изменения. 

В точках «скачка» амплитуды проекций вектора проекции jµ  

принимают значения, близкие к нулю, а на «плоских» участках – 

j Wµ α≈ , что обуславливает максимальное сглаживание случай-

ной ошибки решения. Эксперименты показали, что даже при вы-
соком уровне шума (например, 0.1fδ = ) регуляризированное 

решение *
µϕ  (

1
4.64Wγ = , 

2
0.8Wγ = ) имело существенно меньшую 

ошибку решения ( )* 0.00052µδ ϕ =  по сравнению с «глобальным» 

решением 
Wαϕ , для которого ( ) 0.0302

Wαδ ϕ = . 

Заметим, что описанный подход к построению локальных 
регуляризирующих алгоритмов был успешно адаптирован для 
построения локальных алгоритмов сглаживания с векторным па-
раметром сглаживания, показав высокую эффективность при об-
работке «ступенчатых» сигналов [29; 61]. 
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     Рис. 3.2. Проекции jµ векторного параметра регуляриза-

ции 
 
 
Обобщая свойства приведенных в этой главе алгоритмов, 

можно сделать следующие выводы. 
Алгоритмы локальной регуляризации являются нелинейны-

ми, и это обуславливает появление «внутри алгоритмов» допол-
нительных (по сравнению с линейными алгоритмами) итераци-
онных процедур. Однако использование сингулярного разложе-
ния и высокая скорость сходимости итерационных процедур не-
значительно увеличивает вычислительные затраты на построение 
регуляризированных решений. 

 
Вопросы для самопроверки 
 

1. В чем состоит суть глобальной и локальной регуляри-
зации? 

2. Запишите локальный регуляризирующий алгоритм с 
векторным параметром регуляризации? 

3. Как осуществляется выбор параметров локального 
регуляризирующего  алгоритма? 
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Глава 4  
 

ДЕСКРИПТИВНЫЕ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЕ 
АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ СЛАУ 

 
В некоторых случаях у пользователя имеется априорная ин-

формация о форме и качественных характеристиках искомого 
решения – таких, как знакоопределенность, выпуклость, моно-
тонность, наличие экстремумов в определенных точках и др. 
Очевидно, что учет такой априорной информации при построе-
нии регуляризирующих алгоритмов может повысить точность 
решения. Поскольку основным моментом при этом являются оп-
ределение и математическое описание важнейших качественных 
характеристик искомого решения, то сами методы такой регуля-
ризации названы дескриптивными [55].  

Необходимость использования дескриптивной регуляриза-
ции вызвана также следующим. В случаях, когда решение имеет 
негладкую форму (прямоугольную, трапецеидальную и т.д.), ре-
гуляризированные решения, построенные методами невязки, ква-
зирешений или по методу Тихонова, даже при малом уровне шу-
ма содержат осцилляции и принимают, таким образом, нефизи-
ческие отрицательные значения [79]. Кроме того, происходит 
сглаживание «импульсных» составляющих решения. Примене-
ние дескриптивных методов позволяет устранить эти недостатки.  

Построение алгоритмов дескриптивной регуляризации осно-
вано на методах выпуклого программирования [13; 16; 17; 18; 25; 
100], математического программирования (например, на методе 
сопряженных градиентов [31; 55; 56; 70; 73; 97], методе штраф-
ных функций [5; 6] и т.д.).  

В этом параграфе строятся два дескриптивных регуляризи-
рующих алгоритма на основе сингулярного разложения матрицы 
системы. Алгоритмы, учитывающие априорную информацию 
при таком способе построения регуляризированного решения, в 
научной литературе не рассматривались. 
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§ 4.1. Глобальный дескриптивный регуляризирующий  
алгоритм 

Предположим, априори известно о том, что вектор решения 
ϕ  принадлежит выпуклому множеству Ф, задаваемому системой 
линейных неравенств: 

G gϕ ≤ ,        (4.1.1) 

где G – матрица ограничений размером L M× ; g – вектор 
размерности L . Ограничения (4.1.1) определяют допустимое 
множество векторов ϕ , из которых должен находиться вектор 
регуляризированного решения. Этому требованию удовлетворяет 
вектор *

αϕ , являющийся решением следующей задачи квадратич-
ного программирования [2]: 

1

2 2
inf

WC
f K

ϕη

ϕ α ϕ
−

 − +  
ɶ     (4.1.2) 

при ограничениях 

G gϕ ≤ . 

Покажем, какой вид примут условия (4.1.1) для распростра-
ненных случаев, когда решение ϕ  неотрицательно либо моно-
тонно. Для выполнения условия неотрицательности проекций 
вектора ϕ  ( 0, 1,2,...,i i Mϕ ≥ = ) система неравенств (4.1.1) пре-
образуется к виду  

0M M MI ϕ×− ⋅ ≤ ,      (4.1.3) 

здесь M MI ×  – единичная матрица; 0M  – нулевой вектор. Ус-
ловия монотонности, накладываемые на решение ϕ , примут вид:  

S gϕ ≤ ,        (4.1.4) 

где S – двухдиагональная матрица, вектор 0g ≥ .  

Аналогичным образом может быть представлена в матрич-
ной форме и другая априорная информация о решении.  

Трудность использования такой информации обусловлена 
тем, что в случае сингулярного разложения регуляризированное 
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решение определяется в «частотной» области через вектор xα , 
при построении которого трудно учесть ограничения (4.1.1). По-
кажем, как эффективно преодолеть эту трудность, когда множе-
ство Φ  задается системой неравенств (4.1.1) [27; 58; 97].  

Для приведения исходной задачи к двойственной вновь за-
пишем диагональную матрицу pR α  (2.3.27): 

1 2{ ( ), ( ),..., ( )}p pR diag r r rα α α α=     (4.1.5) 

размером p p×  с элементами  

2
( ) ,

( )
j

j

j j

r
m

λ
α

λ α λ
=

+
 1,...,j p= ,   (4.1.6) 

где p – ранг матрицы, и введем вектор 1 2, ,...,
T

p pz y y y= , со-

ставленный из первых p  проекций вектора 1/ 2T
y U C fη

−= ɶ . На-

помним, что ковариационная матрица Vη  вектора η  допускает 

представление (см. (2.2.21)) 2V Cη η ησ= , jλ  – сингулярные числа, 

U ,V  – ортогональные матрицы, входящие в сингулярное разло-
жение  

1/ 2 TC K U Vη
− = Λ .       (4.1.7) 

Тогда регуляризированное решение αϕ , доставляющее ми-
нимум функционалу (4.1.2)  с матрицей 

1{ ( ),..., ( )} T

p p pW V diag m m Vϕ λ λ= , 

определяется как pV xα αϕ = , где pV  – матрица размером M p× , 

составленная из p  первых столбцов матрицы V . Вектор  

p px R zα α= ,        (4.1.8) 

состоящий из p  проекций,  доставляет минимум функцио-
налу: 
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1( ) 2 .T T

p pF x x R x x z constα α
−= − +    (4.1.9) 

Введя обозначения 12 , 2p p p pD R d zα α
−= = − , с учетом 

pV xα αϕ =  и ограничений (4.1.1), приходим к задаче квадратич-

ного программирования, а именно: 
Задача А. Найти вектор *xα  размерности M , доставляю-

щий минимум функционалу  

1
( )

2
T T

p pF x x D x x d constα α= + +     (4.1.10) 

при ограничении 

pGV x g≤ .       (4.1.11) 

Двойственная по Лагранжу задача [2] состоит в максимиза-
ции функционала   

1
( ) inf ( )

2
T T T

p p p
x

x D x x d GV x gα αψ µ µ = + + − 
 

,  (4.1.12) 

при  ограничении  

0Lµ ≥ ,         (4.1.13) 

где µ  – вектор множителей Лагранжа размерности L ; 0L  – ну-

левой вектор той же размерности. При α >0 матрица pD α  – сим-

метричная, положительно определенная, так что 0T

px D xα >  для 

любого ненулевого вектора x . Поэтому при фиксированном век-

торе µ  целевая функция 
1

( )
2

T T T

p p px D x x d GV x gα µ+ + −  строго 

выпукла и достигает минимума по x в точке, удовлетворяющей 
равенству:  

0T T

p p pD x V G dα µ+ + = . 
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Для положительно определенной матрицы pD α  существует 

обратная матрица 1 1

2p p
D Rα α

− = , и тогда решение этого урав-

нения примет вид (см. (4.1.8)): 

( )1 1
2

2 2
T T T T

p p p p px R z V G x R V Gα α αµ µ= − − + = − .  (4.1.14) 

Подставляя это решение в (4.1.12) и выполнив некоторые 
преобразования, двойственную по Лагранжу задачу можно 
сформулировать следующим образом: 

Задача В. Найти вектор *µ  размерности L , доставляющий 

минимум функционалу 

1
( ) ( )

4
T T T T

p p pGV R V G g GV x constα α αψ µ µ µ µ= − − + +ɶ  (4.1.15) 

при ограничении  

0Lµ ≥          (4.1.16) 
Решение задачи В можно осуществить используя известные 

алгоритмы квадратичного программирования. 
После вычисления *µ  решение *xα  задачи А находится из 

выражения 

* *1

2
T T

p px x R V Gα α α µ= −      (4.1.17) 

и состоит из двух слагаемых: регуляризированного решения αx  

(4.1.8), полученного безусловной минимизацией функционала 
(4.1.10), и вектора, зависящего от решения  *µ  двойственной за-

дачи В. Очевидно, что если * 0µ = , то *x xα α= .  

Введем вектор pq GV x gα= − , проекции которого 0iq ≤ , ес-

ли удовлетворяется i-е ограничение системы (4.1.1). Покажем, 
что если 0iq < , то * 0iµ = . Предположим обратное, т.е. * 0iµ > . 

Тогда ( )* 0i iqµ >  и, уменьшая *
iµ , можно уменьшить величину 



 121 

функционала ( )αψ µɶ , т.е. *
iµ  уже не будет являться решением за-

дачи В.  При  0iq =  * 0iµ ≥  и, если 0iq >  (i-е ограничение не вы-

полняется), то * 0iµ > .  
Окончательно вектор дескриптивного решения находится 

как  
* *

pV xα αϕ = .        (4.1.18) 

Таким образом, построение дескриптивного решения *
αϕ  

можно представить следующими шагами: 
• выполнение сингулярного разложения (4.1.7); 
• вычисление вектора xα  из условия минимума функционала 

( )F xα  (см. (4.1.8)), т.е.  

1
2 2

1 1

,...,
( ) ( )

p

p

M p

x diag z
m m

α

λλ
λ α λ λ α λ

  
= ⋅ 

+ +  
, (4.1.19) 

где p  – ранг матрицы системы. При этом вектор α  осуще-
ствляется одним из способов, описанных в § 2.4 или по заданным 
точностным характеристикам (см. § 2.5); 

• решение вариационной задачи В; 
• формирование вектора *xα , определяемого выражением 

(4.1.17); 
• вычисление вектора дескриптивного решения (4.1.18). 

Утверждение 4.1. Если искомое нормальное псевдорешение 
ϕ +  удовлетворяет системе ограничений (4.1.1), то вектор *

αϕ , оп-
ределяемый (4.1.18), является дескриптивным регуляризирован-
ным решением, т.е. существует для любой правой части, удовле-
творяет ограничением (4.1.1) и  

2*M 0αϕ ϕ + − →  
 при 

2
0M f f − →  

ɶ .  (4.1.20) 

Доказательство основано на сходимости регуляризированно-
го решения pV xα αϕ =  и выполнение ограничений (4.1.1) для век-

тора *
αϕ  при любом параметре регуляризации 0α > .  ♣ 
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§ 4.2. Локальный  дескриптивный  регуляризирующий  

алгоритм 

Отличие этого дескриптивного алгоритма от предыдущего 
глобального дескриптивного заключается в определении матри-
цы регуляризирующих множителей – матрицы pR α . В § 2.2 было 

показано, что оптимальное решение оптϕ , минимизирующее СКО 
(2.2.30),  допускает представление 

опт p p опт p p оптV R z V x= =ϕ ,      (4.2.1) 

где диагональная матрица p оптR (см. (2.2.41)) 

1 2
{ , ,..., }p опт pопт опт оптR diag r r r=    (4.2.2) 

размером p p×  имеет элементы 

1
,

(1 )j j
jоптr

Sλ
=

+
1,...,j p= ,    (4.2.3) 

а вектор 1 2, ,...,
T

p pz y y y=  составлен из первых p  проекций 

вектора 1/ 2T
y U C fη

−= ɶ . Величину 
2

2
, 1,..., ,

( )j

j j

S j p
x

ησ

λ += =      (4.2.4) 

можно трактовать как отношение «шум/сигнал»  правой части, 
соответствующее ненулевому сингулярному числу. Алгоритм 
(4.2.1) также можно назвать локальным оптимальным регуляри-

зирующим алгоритмом [28; 89], так как в нем для каждого син-
гулярного числа происходит вычисление «своего» регуляризи-

рующего множителя из условия минимума СКО  регуляризиро-

ванного решения. К сожалению, вычисление 
jоптr  на практике 

не реализуемо из-за незнания вектора T

px V ϕ+ += , проекции ко-

торого входят в формулу (4.2.4). Поэтому в работах [21; 22; 25] 
была предложена итерационная процедура оценивания локально-
го отношения «шум/сигнал» и были найдены выражения для 
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предельных точек этой процедуры. Доказана сходимость постро-
енных (при этих оценках отношения «шум/сигнал») регуляризи-
рованных решений и показаны их точностные преимущества по 
сравнению с глобальными регуляризирующими алгоритмами. Не 
повторяя построений этих работ, приведем только некоторые 
выражения, необходимые для построения локального дескрип-
тивного алгоритма.  

Введем величины  

( )2 2 ( ) 2 ( ) 2/ , / , 1,..., ,

0,1,2,...

l l

j j j j jS y S x j p

l

η ησ σ λ= = =

=

ɶ ɶ
,  (4.2.5) 

где  ( )l

jx  – проекции вектора ( ) ( )l T l

px V ϕ= . В качестве «стартово-

го» решения (0)ϕ может быть принято любое решение СЛАУ, ко-

торое сходится к ϕ +  при 2 0ησ → . В частности,  таким решением 

может быть регуляризированное решение αϕ , построенное при 

Wα α= , или приближенное нормальное псевдорешение 

K fϕ + += ɶɶ  (см. (2.1.25)).   

Для каждого номера j  рассмотрим  квадратное уравнение 

( )*( ) 2 *( )1
2 1 0l l

j j

j

S S
S

 
+ − + =  
 

ɶ
,     (4.2.6) 

корни которого обозначим, как *( )
,1
l

jS  и *( )
,2
l

jS , *( ) *( )
,1 ,2
l l

j jS S≤ .  

Для построения дескриптивного регуляризирующего алго-
ритма на основе локального алгоритма с уточнением отношений 
«шум/сигнал» вместо вектора xα (см. (4.1.8)) рассмотрим вектор 

Sx  размерности p , допускающий следующее представление: 

( ) ( )l l

S pS px R z= ,          (4.2.7) 

где диагональная матрица pSR  размером p p×  имеет элементы:  
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( )
( )

1
, 1,...,

(1 )j

l

S l

j j

r j p
Sλ

= =
+
⌢ ,    (4.2.8) 

а вектор 1 2, ,...,
T

p pz y y y=  составлен из первых p  проекций век-

тора 1/ 2T
y U C fη

−= ɶ . Величины ( )l

jS
⌢

 являются предельными точка-

ми итерационной процедуры уточнения «шум/сигнал» и поэтому 
их можно рассматривать как оценки для «точных» отношений 
«шум/сигнал» jS . Оценки ( )l

jS
⌢

 определяются следующим выра-

жением: 

*( ) ( ) *( )
,1 ,2

*( ) ( ) *( )
,2 ,2( 1)

( ) *( )
,2

, 1/ 4 0 ;

, 1/ 4 ;

0, 1/ 4 ;

0, 1/ 4.

l l l

j j j j

l l l

j j j jl

j l l

j j j

j

S если S и S S

S если S и S S
S

если S и S S

если S

+

 ≤ ≤ <


≤ =
= 

≤ >
 >

ɶ

ɶ⌢

ɶ

ɶ

  (4.2.9) 

Условием прекращения итераций является одновременное 
выполнение условий: 

⌢ ⌢

⌢

( ) ( 1)
( ) ( 1)

( ) ( )
;

l l
l l

S S

l l

S

S S x x

xS
ε ε

−
−− −

≤ ≤ ,    (4.2.10) 

где ε  – достаточно малая величина – порядка 34 1010 −− ÷ .  

Тогда, введя обозначения 2p pd z= − , 12pS pSD R−=  и с учетом 

S p SV xϕ = , приходим к следующей задаче квадратичного про-

граммирования: 

Задача А. Найти вектор *
Sx  размерности p , доставляющий 

минимум функционалу  

1
( )

2
T T

S pS pF x x D x x d const= + +     (4.2.11) 

при ограничении 
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T

p SGV x g≤ .       (4.2.12) 

Для данной прямой задачи сформулируем двойственную по 
Лагранжу задачу: 

Задача В. Найти вектор *µ  размерности L , доставляющий 

минимум  

1
( ) ( )

4
T T T T

S p pS p p SGV R V G g GV x constψ µ µ µ µ= − − + +ɶ   (4.2.13) 

при ограничении  
0Lµ ≥ .        (4.2.14) 

Решая данную задачу методами математического програм-
мирования, находим вектор *µ  и вектор  

* 1

2
T T

S S pS px x R V G µ= − ,     (4.2.15) 

состоящий из двух слагаемых: вектора Sx , допускающего пред-

ставление (4.2.7), и вектора, зависящего от решения  *µ  двойст-

венной задачи (4.2.13), (4.2.14). Очевидно, что если * 0µ = , то 
*
S Sx x= .  

Таким образом, построение дескриптивного локального ре-
гуляризированного решения *

Sϕ , удовлетворяющего ограничени-

ям G gϕ ≤ , можно представить следующими этапами: 

• вычисляется вектор Sx  локального регуляризированного 
решения (см. (4.2.7)), удовлетворяющее ограничениям (4.2.10); 

• проверяются ограничения p SGV x g≤ ; 

• если эти ограничения выполняются, то *
S Sx x= ; 

• если ограничения нарушаются, то находится решение *µ  

двойственной задачи (4.2.13), (4.2.14) и вычисляется вектор *
Sx  

по формуле (4.2.15); 
• строится вектор решения  

* *
S p SV xϕ = .        (4.2.16) 
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Учет априорной информации, задаваемой системой нера-
венств (4.2.12), делает описанный алгоритм построения *

Sϕ  нели-
нейным  и обусловливает более высокую точность полученных 
решений по сравнению с локальным линейным регуляризирую-
щим алгоритмом. Результаты вычислительного эксперимента 
подтверждают это.  

Утверждение 4.2. Если искомое нормальное псевдорешение 
ϕ + , удовлетворяет системе неравенств (4.1.1), то вектор *

Sϕ , оп-
ределяемый (4.2.15), (4.2.16) является дескриптивным регуляри-
зированным решением, т.е. существует для любой правой части 

fɶ , удовлетворяет ограничением (4.1.1) и имеет среднеквадрати-
ческую сходимость 

2*M 0Sϕ ϕ + − →  
 при 

2
0M f f − →  

ɶ .  (4.2.17) 

Доказательство основано на сходимости решения S p SV xϕ =  

и выполнение ограничений (4.1.1) для вектора *
Sϕ .   ♣ 

 
§ 4.3. Исследования дескриптивных регуляризирующих  

алгоритмов 
Для проверки работоспособности предложенных дескрип-

тивных регуляризирующих алгоритмов был проведен обширный 
вычислительный эксперимент. Рассмотрим результаты двух из 
этих экспериментов.  

В первом эксперименте вектор ϕ + имел импульсную форму 

(рис. 4.1, кривая 1). Матрица системы имела размеры 100 30× , 

число обусловленности равно 103 10⋅ , относительный уровень 
погрешности 0.05fδ = . На рис. 4.1 а показана регуляризирован-

ное решение αϕ  (кривая 2), построенное при 0.5Wα α= =  и 

( ) 1m λ =  (нулевой порядок регуляризации) и имеющее относи-

тельную ошибку 0.266α
αϕ

ϕ ϕ
δ ϕ

−
= = . Глобальное дескрип-
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тивное решение *
αϕ  (см. (4.1.18)) строилось при 0.5Wα α= =  с 

учетом ограничений  0jϕ ≥  (рис. 4.1 а, кривая 3). Это решение не 

имеет отрицательных проекций и имеет более высокую точность  

*

*

0.177
α

α

ϕ
ϕ ϕ

δ ϕ
−

= = .  

 

         

             Рис. 4.1. Дескриптивные решения СЛАУ 
 

Отсутствие в дескриптивном решении отрицательных ком-
понент можно рассматривать как дополнительную стабилизацию 
регуляризированного решения. Поэтому предлагается строить 

дескриптивное решение при значениях Dα  на порядок меньших 

значений  Wα . На рис. 4.1 б показаны регуляризированные реше-

ния, построенные при 0.1 0.05D Wα α= ⋅ = . Относительные 

ошибки этих  решений равны: 

0.301α
αϕ

ϕ ϕδ ϕ
−

= = ,      
*

*

0.128
α

α

ϕ
ϕ ϕ

δ ϕ
−

= = . 

Как видим, точность дескриптивного решения повышается. 
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Во втором эксперименте для тех же матрицы и вектора ре-
шений строился локальный дескриптивный алгоритм, в котором 
отношение «шум/сигнал» оценивалось выражением (4.2.9). На-

блюдалось уменьшение СКО дескриптивного решения *
Sϕ , одна-

ко это уменьшение в проведенных вычислительных эксперимен-
тах (относительный уровень погрешностей δf = 0.05–0.10) состав-
ляло 5–10 %. При более низком уровне погрешностей выигрыш 
по точности возрастал. 

В заключение этого параграфа отметим, что построенные 
дескриптивные алгоритмы позволяют учитывать априорную ин-
формацию об искомом решении, которую можно представить в 
виде системы неравенств (4.1.1) Приведенные примеры показы-
вают, что учет даже такой тривиальной информации о неотри-

цательности проекции решений существенно увеличивает точ-

ность регуляризированных решений  СЛАУ. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. В чем суть глобального дескриптивного регуля-

ризирующего алгоритма? 
2. Сформулируйте задачу квадратичного програм-

мирования для поиска глобального дескриптивно-
го решения  

3. Сформулируйте эквивалентную двойственную за-
дачу квадратичного программирования для поис-
ка глобального дескриптивного решения 

4. Запишите глобальное дескриптивное регуляризо-
ванное решение  

5. Сформулируйте задачу квадратичного програм-
мирования для поиска локального дескриптивно-
го решения 

6. Сформулируйте эквивалентную двойственную за-
дачу квадратичного программирования для поис-
ка локального дескриптивного решения 

7. Запишите локальное дескриптивное регуляризо-
ванное решение 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Рассмотренные в работе регуляризирующие алгоритмы по-
зволяют строить устойчивые решения параметрических задач 
идентификации при самой различной информации о векторе па-
раметров идентифицируемой модели: начиная от требований на 
«гладкость» искомого решения и заканчивая информацией о зна-
чениях или знаках проекций вектора решения. Использование 
сингулярного разложения как при построении регуляризирован-
ного решения, так и при выборе параметров регуляризирующих 
алгоритмов обусловливает высокую вычислительную эффектив-
ность приведенных алгоритмов. 
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