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ВВЕДЕНИЕ 
Настоящее учебно-методическое пособие предназначено для студентов, 

обучающимся по образовательным направлениям «Радиотехника» и «Телеком-

муникация», и содержит материал по шести основным разделам дисциплины 

«Электромагнитные поля и волны».  

В каждом разделе кратко  изложены вопросы теории, необходимые для 

решения задач и приведены решения типовых задач. Предлагается также значи-

тельное количество задач для самостоятельного решения. Условия задач иллю-

стрируются рисунками, поясняющими выбор системы координат, размеров и 

прочей необходимой информации. 

В приложении 1 , в качестве справочного материала, приведены основные 

формулы и операции векторного анализа. Векторный анализ является «матема-

тическим языком» электродинамики и поэтому умение свободно им пользо-

ваться является необходимым при изучении этой дисциплины.  

В разделе «Приложение 2» приведена задача о нахождении потенциала 

между двумя изолированными электродами, заполненными неоднородной сре-

дой, решение которой выполняется методом разделения переменных, а резуль-

тат представлен в виде бесконечных рядов. Она рассчитана на любознательных 

студентов и полезна ввиду своей информативности. 

Задачи, приведенные в пособии, частично заимствованы из различных 

учебных пособий и монографий, а в основном  разработаны преподавателями 

кафедры. Для усвоения материала требуются знания основ высшей математики 

и общей физики в объемах, читаемых в вузах.  

Разделы:  уравнения Максвелла и электромагнитное поле постоянных то-

ков написаны к.т.н., доц. Шангиной Л.И., электростатика – к.т. н., доц. Падусо-

вой Е.В., плоские электромагнитные волны, излучение электромагнитных волн 

элементарными излучателями написаны к.ф.м.н., доц. Замотринским В.А., поля 

в волноводах и приложение 2 – доц. Соколовой Ж.М., приложение 1 - к.ф.м.н., 

доц. Замотринским В.А., к.т.н., доц. Шангиной Л.И., в оформлении пособия ак-

тивное участие принимал студент гр. 152, ТУСУР Ноздреватых Б.Ф. 
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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

А   -  работа, Дж 

B
r

      -  магнитная индукция, Тл (Вб/м2 )  

С       -  емкость, Ф  

с   - скорость света в вакууме, с=3⋅108 м/с 

D
r

    - электрическое смещение ( электрическая индукция), Кл/м2  

E
r

      - напряженность электрического поля, В/м 

е        -  заряд электрона, Кл106,1 19−⋅−=e  

F
r

       - сила, Н 

f, (ω ) - рабочая частота, Гц, ( круговая частота, рад/с) 

H
r

      - напряженность магнитного поля, А/м 

I         -   электрический ток, А 

J, j, jS        -  плотность электрического тока, плотность поверхностного тока,  

А/м 2 

k,k
r

       -  волновое число, волновой вектор, 1/м   

L, M        - индуктивность и взаимная индуктивность, Гн 

m    -  масса электрона, 311011,9m −⋅=  кг 

M
r

       -  вектор намагниченности среды, Тл (Вб/м2 ) 

n         -  показатель преломления среды  

p
r

        - импульс частицы, кг⋅м/с 

e
P
r

        -  дипольный момент, Кл·м 

P ,  PT    -  мощность и мощность тепловых потерь, Вт                                        

P
r

        -  вектор поляризации среды, Кл/м2 

q          -  величина электрического заряда, Кл 

r
r

        -  радиус-вектор точки   

U,ϕ   - электрические  потенциал и напряжение, В 

ϑ ,vф   фазовая  скорость распространения электромагнитной волны в среде, м/c 

vгр        -  групповая скорость, м/c 
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W, WΕ , WΜ   -  энергия, электрическая энергия, магнитная энергия ЭМП, Дж 

w       -  объемная плотность  энергии электромагнитной поля, Дж/м3 

ZС    -  характеристическое (волновое) сопротивление среды, Ом  

W0  -   характеристическое (волновое) сопротивление вакуума, W0 = 120π Ом 

000 z,y,x
rrr

-  орты декартовой системы координат 

000 ,, zr
rrr α -  орты цилиндрической системы координат 

000 ,, αθ rrr
r -  орты сферической системы координат 

α          -  коэффициент затухания (потерь) в среде, 1/м 

β          -  фазовая постоянная распространения волны, 1/м 

γ            -  постоянная распространения волны, 1/м ( αβγ i+= )  

∆             - угол потерь 

δ             -  глубина проникновения электромагнитного поля, м  

ε            - абсолютная диэлектрическая проницаемость среды, Ф/м 

r
ε               -  относительная диэлектрическая проницаемость среды,   0r

/ εε=ε  

0
ε            диэлектрическая проницаемость вакуума, 129

0
1085,810

36

1 −− ⋅=⋅
π

=ε  

Ф/м 

ε̂           тензор абсолютной диэлектрической проницаемости среды, Ф/м 

σ            -  удельная проводимость среды, См/м 

µ0            - магнитная проницаемость вакуума, 
7

0 104 −⋅= πµ Гн/м 

µ , r
µ     -абсолютная, Гн/м, и относительная, 

0µ
µµ =r , магнитная проницае-

мость  

mχ ,
Э

χ  -  магнитная и- электрическая восприимчивости среды 

ρ , ξ , τ   -  объемная, поверхностная, линейная плотности электрического заря-

да, соответственно Кл/м3, Кл/м 2  , Кл/м 

Φ , IKΨ      -  магнитный поток и потокосцепление, Вб  

λ, (λ0)          длина волны в среде (вакууме), м 
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П
r

            -  вектор Пойнтинга, Вт/м2 

ЭДС, Э  - электродвижущая сила, В 
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1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Уравнения Максвелла в  интегральной  и  дифференциальной  формах. 

Материальные уравнения  

2. Граничные условия.  Основные следствия из уравнений Максвелла. 

3. Связь между векторами электромагнитного поля. 

4. Определение ЭДС в контуре. Расчет  электромагнитной  энергии. 

1.1. Уравнения Максвелла в  интегральной и дифференциальной 

формах 

Закон полного тока (первое уравнение Максвелла) 

∫ =
L

IldH
rr

,                                                     (1.1) 

где ∫=
S

SdjI
rr

 - полный ток, пронизывающий площадку, опирающуюся на контур 

L.   Закон электромагнитной индукции      

                   
dt

dФ
ldE

L

−=∫
rr

,                                                     (1.2) 

где  SdBФ
S

rr

∫=    - поток вектора магнитной индукции, пронизывающий пло-

щадку S.  Тогда, второе уравнение Максвелла запишется в виде: 

SdB
dt

d
ldE

SL

rrrr

∫∫ −= .                                                    (1.3) 

Постулат Максвелла (третье уравнение Максвелла) 

                                 ∫ =
S

qSdD
rr

,                                               (1.4) 

где q – заряд, находящийся внутри замкнутой поверхности S. 

Закон непрерывности линий магнитной индукции  (четвертое уравнение) 

∫ =
S

0SdB
rr

.                                                (1.5) 

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме: 
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Плотность полного тока представляет сумму плотностей четырех токов 

j j j j j
см пр пер ст

= + + +
r r r r r  ,                               (1.7) 

  Выражения каждого из токов приведены в таблице ниже 

 В каждой конкретной задаче присутствует один или несколько то-

ков,  соответствующих условиям задачи. 

 1.2. Материальные уравнения, граничные условия и энергия ЭМП  

Связь векторов поля в некоторой материальной среде  представляется ма-

териальными   уравнениями: 

   MHHB
0

rrrr
+µ=µ= ,                                    (1.8) 

                                  PEED
0

rrrr
+ε=ε= .                                     (1.9) 

 Здесь        M
r

 -   вектор намагниченности,  HM m0

rr
χµ= ,  Тл,                        (1.10) 

                   P
r

  - вектор поляризации среды,  EP
Э0

rr
χε= , Кл/м2,            (1.11)          

где  χm=µr-1  магнитная восприимчивость и  χэ=εr-1 –электрическая восприим-

чивость. 

         Вектор плотности тока проводимости    связан с вектором напряженности 

электрического поля законом Ома в дифференциальной форме 

                               Ej
ПР

rr
σ=  .                                             (1.12) 

jHrot
rr

=               (1.6а) 

t

B
Erot

∂

∂
−=

r
r

           (1.6б) 

ρ=Ddiv
r

          (1.6в) 

 

0Bdiv =
r

              (1.6г) 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=   

 

первичный ис-

точник поля 
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Каждая  среда характеризуется  относительными проницаемостями – маг-

нитной (µr) и  электрической (εr) и абсолютной удельной проводимостью σ. 

Материальные среды по своим свойствам делятся на однородные и неод-

нородные, линейные и нелинейные, изотропные и анизотропные.  

Неоднородными  являются среды, в которых параметры σεµ и,,  являют-

ся функциями координат. Нелинейными являются среды, в которых параметры 

σεµ и,,  являются функциями самих полей. Анизотропные среды отличаются 

от изотропных тем, что они в разных направлениях  обнаруживают различные 

свойства.  Для таких сред  σεµ и,,  могут быть представлены  виде тензора. 

Тензор представляет матрицу, состоящую из 9 независимых элементов. Мате-

риальные уравнения в этом случае приобретают вид:  

ED
rr

⋅= ε ,   HB
rr

⋅µ= ,   ЕJ
ПР

rr
⋅σ= .                               (1. 13) 

Переход от уравнений Максвелла в интегральной форме к уравнениям в 

дифференциальной форме осуществляется с помощью теорем  

Остроградского - Гаусса  (П1.19)    

                      

     ∫ ∫=
S V

dVAdivSdA
rrr

                                                 (1.14) 

и     Стокса (П1.26)  

∫=∫
SL

SdArotldA
rrrr

,                                                  (1.15)  

где вектором A
r

 может быть любой из 4 векторов E
r

,D
r

,B
r

,H
r

. 

Уравнения Максвелла  имеют единственное решение, соответствующее 

поставленной задаче, только в том случае, когда они подчинены граничным и 

начальным условиям. Граница может проходить между двумя диэлектриками: 

граница диэлектрик – диэлектрик (Д-Д) и между диэлектриком и металлом гра-

ница  диэлектрик – металл (Д-М). Граничные условия непосредственно следу-

ют из уравнений Максвелла и определяют поведение векторов поля на границе  

раздела двух  сред.  



 16

0

0
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0
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( ) 0;
1 2
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s

n D D
s

n E E

n B B

n H H J

ξ
 
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r rr
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Рис.1.1 

В таблице приведены граничные условия в векторной форме  и для 

нормальных и тангенциальных к границам составляющих полей. 

   Векторная форма 

граничных условий 

           Д-Д             (1.16)              Д-М           (1.17)  
 

 

 

 

 

       

Примечание. Векторы электромагнитного поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет системе уравнений Максвелла. 

Удельная энергия электрического или магнитного поля определяются со-

отношениями  

         
0

22
0

22 µµ
µµ ВН

wн == .   
0

22
0

22 εε
εε

⋅
=

⋅
= DE

wE .                            

Интегрирование по объему дает полную энергию электрического или 

магнитного поля                        ∫=
V

EE dVwW    ,       ∫=
V

нH dVwW .              

1.3 Примеры решения типовых задач 

    Задача №1 

  По прямолинейному круглому проводнику радиуса R протекает ток си-

лою I. Найти выражения, определяющие на-

пряженность магнитного поля внутри про-

водника (область 1, 0≤  r≤  R) и вне проводни-

ка (область 2: -  R≤ r ∞≤ ) .           

Построить график зависимости Н(r). Оп-

ределить значения Н при следующих данных: 

радиус проводника R=1см, величина тока I = 

1А, r1 = 0,5 см  и  r2 = 1м. 

;

;0
1

;0

sjH
n

B
E

о;nD

=
=
=
=

τ

τ

S21

n2n1

21

Sn2n1

jHH

;BB

;EE

;DD

=−
=
=

ξ=−

ττ

ττ
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Рис.1.2 

Решение. Для решения этой задачи  используется первое уравнение Мак-

свелла в интегральной  форме, т.е. закон полного тока  (1.1). 

Формулировка этого закона утверждает, что циркуляции вектора H
r

 

по контуру L определяется  величиной полного тока, охватываемого  этим 

замкнутым контуром,  как показано на рис. 1.1.  Так как элемент длины контура 

в цилиндрической системе координат равен αα drd a
0v

l
r

= ,  то 

2

0

2
L

Hd H rd H r I
π

α αα π= = ⋅ =∫ ∫
rr
l� , 

В области 2 контур L2 охватывает полный ток I, поэтому 

r2

I
H

2 π
=α ;                                                      (1.18) 

Определим величину тока в области  1 (внутри проводника), охватываемой   

контуром L1, исходя из постоянства плотности тока по сечению. Приравнивая  

значение плотности полного тока в пределах всей площади πR2, равное 

2R

I
j

π
= , и плотности  тока на любом сечении с радиусом проводника r 

(
2

1

r

I
j

π
= ), получим значение тока в любой точке для первой области 

2

1 2

Ir
I

R
= .  

Напряженность магнитного поля в первой области будет равна           

21 R2
Ir

H
π

=α  .                                             (1.19) 

График зависимости  Н(r)  представлен на рис. 1.2.  

 Результат   численного расчёта дает: Н1 = 8 А/м, Н2 = 0,16 А/м. 

Решение этой задачи позволяет получить решения для следующих вариантов:  

1.Если направление тока в проводе заменить на противоположное, чему 

равна напряженность магнитного 

поля? 

 2. Как изменится величина напря-

женности магнитного поля во внеш-

ней области, если провод заменить 
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полым цилиндром с внутренним  радиу-

сом равным R/2, а ток оставить неизмен-

ным? Чему будет  в этом  случае напря-

женность магнитного поля в области    

0÷R/2?  

Задача №2 

Между полюсами электромагнита, 

создающего в зазоре индукцию  

tBB ωcos0

vr
= , помещена круглая рамка, площадь которой S1 (S1=π ⋅а2, где а – ра-

диус рамки) много меньше площади полюсов электромагнита S и L–периметр 

рамки (рис. 1.3). Определить  напряженность электрического поля, циркули-

рующую вдоль рамки и электродвижущую силу Э, наведённую в контуре, если 

частота генератора  f =400 Гц, амплитуда напряженности переменного магнит-

ного поля В 0 =1Тл, а=0,5см? Справка: LЕЭ
l

= . 

 Как изменятся E
r

 и Э, если  рамку повернуть на угол α=600  относительно 

первоначального положения?  Диэлектрик - воздух. 

Решение. Для решения этой задачи используется закон электромагнитной 

индукции.( второе уравнение Максвелла в интегральной форме (1.3)).   

 По условиям задачи, поток вектора индукции, пронизывающий рамку, 

можно считать однородным и  определяемым в виде  αcos1

1

SBSdBФ n
S

== ∫
rr

. 

Здесь B n  - проекция вектора B
r

 на нормаль n
r

 к поверхности S1.  Согласно зако-

ну  электромагнитной  индукции, циркуляция вектора E
r

 по замкнутому конту-

ру  равна скорости изменения этого потока t/Ф ∂∂ , пронизывающего площад-

ку S1,. Запишем эти утверждения 
2

20
0

( cos )
2 sin

L

В a t
Э Ed Е L E a B a t

t

π ωπ π ω ω∂= = ⋅ = = − = ⋅
∂∫ l l

rr
l� .          (1.20) 

 При перпендикулярной ориентации рамки по отношению к вектору 

B
r

,  т.е. когда угол  α=0,  наведённая Э в контуре определяется выражением  

Рис.1.3 



 19

( )tBaЭ ωωπ sin0
2= . 

Подставив заданные величины, получим 

( ) ( ) ( ) BttЭ 4002sin0314,04002sin400105,0)14,3(1
22 ⋅=⋅⋅⋅= − ππ . 

Откуда максимальная (амплитудная) величина Э равна   Эмак=3,14⋅10 -2  В 

Напряженность электрического поля, циркулирующая вдоль рамки Еe, 

равна  отношению Э к периметру рамки L 

( ) ( ) ( ) мBttaЭLЭE /,sin1025,0)105,02/(4002sin400105,0)14,3(12// 2222 ωπππ −−− ⋅=⋅⋅⋅⋅⋅===
l

        При повороте плоскости рамки на угол   α  относительно магнитного по-

ля,   E
r

 и Э уменьшаются  в αcos  раз.      

Ответ:  1)  Максимальная Э, наводимая в контуре при перпендикулярной 

ориентации рамки  к вектору 
0

B
r
и напряженность электрического поля соответ-

ственно равны     Эмак1=3,14⋅10-2 В     и    21025,0 −⋅=
lмакE  В/м.   

2) при повороте рамки на угол α максимальная Э и напряженность элек-

трического поля  Эмак2=1,57⋅10-2 В,    Емак2= 1,25 мВ/м. 

Задача №3  

Положительный заряд с объёмной плотностью ρ =10 3− Кл/м 3  равномерно 

распределён  в сферическом объёме  радиуса R=1см. (Рис. 1.4)   Найти вектор 

электрического смещения D
r

 и вектор напряженности электрического поля E
r

 в 

областях: 1. (0≤ r≤R) и  2. (R ≤ r≤ ∞ ).   Диэлектрик-воздух.    Построить график 

зависимости )r(D
r

. Дать численный результат при: г1=0,2см, r2=1м.  

 Рис.1.4 Рис.1.5 
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Решение. Исходной формулой для решения этой задачи является третье 

уравнение Максвелла (1.4). Так как вектор D
r

 распределен по поверхности рав-

номерно, то  ∫ ==
S

r
qSDSdD

rr

. Следовательно: 

1. Для первой области (0≤ r≤ R)  при S =4πr2  получим  q= 3

3

4
rπρ , 

Dr1= r
3

ρ =2/3⋅10 6− ,Кл/м2,            
0

1r
1r

D
E

ε
= .                  (1.21)                                           

 2.Для второй области (R ≤ r≤ ∞ )   q= 3

3

4
Rπρ .      

                         
2

3

2r r
R

3
D

ρ= =1/3⋅10-9 Кл/м2 ,         

0

2r
2r

D
E

ε
=  .                             (1.22)                                                           

   Меняя r   в пределах 0≤ r≤ ∞, построим график зависимости  )r(D
r

, пока-

занный на рис. 1.5. 

Самостоятельно можно  ответить на вопросы : 

1.Что произойдет с векторами   
2

E
r

 и  
2

D
r

,   если в объёме, вместо распре-

делённого заряда будет находиться сосредоточенный заряд q , причём в произ-

вольной точке? 

2. Чему будут равны вектора 
1

E
r

, 
1

D
r
в точке  r=0,  если объёмный заряд  

распределён в слое 0,5R  ≤  r≤ R?  

Задача №4  

Доказать, что вектор магнитной индукции 

r2

I
B 00

π
µ

α= rr
      удовлетворяет 4-му уравнению Мак-

свелла в  интегральной  форме (1.5), т.е. линии век-

тора B
r

 непрерывны  (рис 1.6). 

 Решение. Решение этой задачи сводится к вычис-

лению интеграла  0=∫ SdB
s

rr
 по поверхности сим-

метричной (относительно оси z) объёмной фигуры, 

построенной вокруг проводника с током  и замкну-

z

I

1S

2S

B

z

I

1S

2S

B
бокS

Рис.1.6 
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той по координате α. Часть этой фигуры, в виде искривленного цилиндра, пока-

зана на рисунке 1.6. Полный поток вектора магнитной индукции через этот вы-

деленный объём можно представить в виде трех потоков: через одно S2 и дру-

гое S1 сечение и боковую поверхность Sбок. Запишем вектор Sd
v
 виде суммы 

трех слагаемых:  
бокdsrdsds 0

2
0

1
0 rrr

+− αα .Подставим в под интегральное выражение 

векторы  B
v
и Sd

r
, получим:  

0)(
22

00
2

00
1

00000 =+−== ∫∫∫
S

бок

sS

dsrdsds
r

I
Sd

r

I
SdB

rrrrrrrrrr
ααααα

π
µ

π
µα .  

Здесь 0ss
2

00

1

00 =αα−αα rrrr
, так  как  s1=s2, а нормали к площадкам проти-

воположно направлены, и скалярное произведение двух ортогональных векто-

ров равно нулю ( 0r00 =αr ). Поэтому  для замкнутой фигуры получаем 0SdBs =∫
rr

.  

Задача №5  

Определить   rotH
r

   для    магнитных полей,  полученных в первой зада-

че в виде формул (1.18) и (1.19). 
r2

I
H

2 π
=α  и 21 R2

Ir
H

π
=α  . Решать в цилиндри-

ческой системе координат. 

Решение.      Так как заданные магнитные поля имеют только  со-

ставляющие  по координате  α, то в третьей строке определителя (П1.24) будет 

отличен от ноля только один член rHα. Подставим в определитель rotН1 задан-

ное значение Нα1:    )R2/I(

0rr0
zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 2

1
π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая определитель, получаем (для области внутри проводника) толь-

ко  z - составляющую плотности тока, т.е.  

2

2
0 0 0

1 2 2

21
,

r I

R I A
rotH z z z j

r r R м

π
π

  
∂  
  = = =

 ∂
 
 

r r r r .                   Аналогично найдем rotН2, 

подставляя известное значение Нα2  для области вне проводника 
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)2/I(

0
r

1
r0

zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot
2

π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая этот определитель,  получим все составляющие равными нулю, 

т.е.   rot
2

H
r

=0. 

 Вывод: Хотя магнитное поле существует как внутри проводника, так и 

вне его, но внутри проводника rot
1

H
r

≠0, а вне - rot
2

H
r

=0. Почему? Попробуйте 

объяснить сами.  

Задача №6 

Определить дивергенцию векторов D
r

(в сферической системе координат), 

полученных  в задаче №3 в виде формул (1.21)  и (1.22).  

Решение.  Вектор электрической индукции D
r

 (задача №3) задан только 

составляющей вдоль радиуса сферической системы координат:   

 • для первой области (0≤ r≤ R),           Dr1= r
3

ρ , 

• для второй области (R ≤ r≤ ∞ )       
2

3

2r r
R

3
D

ρ= . 

Используем выражение дивергенции в сферической системе координат 

(П1.17) и учитывая, что вектор D
r

 зависит только от координаты r, получим :   

2

2

( )1 rD r
divD

r r

∂=
∂

r
. 

Подставляя известные выражения Dr и D2, будем иметь 

ρ

ρρ

===
dr

r
d

rdr

r
r

d

r
Ddiv

)
3

(
1

)
3

(
1

3

2

2

21

r
    и    

dr

r
r

R
d

r
Ddiv

)
3

(
1

2
2

3

22

ρ

=
r

=0. 

Вывод:    ρ=
1

Ddiv
r

,     0Ddiv
2

=
r

. 

Постарайтесь ответить на вопрос почему же дивергенция вектора   
2

D
r

  

равна нулю, а дивергенция вектора 
1

D
r
не равна 0? 
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Задача №7 

Может ли вектор ( )yyx5xBB 00
0

rrr
+=  быть вектором магнитной индукции? 

   Решение.  Заданный вектор может быть вектором магнитной индукции 

только в случае, если он будет удовлетворять уравнению непрерывности (1.5)  

       Так как  div 6B =
r

, то заданный вектор не может  быть вектором магнитной 

индукции.  

Задача №8  

Относительная диэлектрическая проницаемость среды изотропного ди-

электрика равна     4r =ε . Чему равна электрическая восприимчивость? 

Решение.  Электрическая восприимчивость (1.11) определяется из равенст-

ва    (1 )эr
χε = + , следовательно   χэ  = 4 - 1=3.  

Задача №9  

Напряженность магнитного поля в среде, обладающей  µ
r
=102,  

Н=0,1А/м. Чему равен вектор намагниченности среды M
r

? 

Решение.    Согласно (1.10), магнитная восприимчивость среды определя-

ется как 10111021 =−=−= rm µχ , а намагниченность среды M
r

 равна   

=χµ= HM
m0

rr
4π⋅10-7101⋅0,1=126,8⋅10-7 Тл. 

Вспомните, в каких  средах вектор намагниченности  больше нуля, меньше 

нуля и равен нулю? 

Задача №10   

Анизотропный диэлектрик имеет диэлектрическую проницаемость 

                                 
















=

0

1

1

00

0

0

ε
εα
αε

ε  

К нему приложено электрическое поле 
z

0
x

0 EzExE
rrr

+= .   

Найдите выражение для вектора электрического смещения D
r

. Определите 

угол между векторами E
r

  и D
r

.  
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Решение.   Так как  диэлектрик имеет анизотропную диэлектрическую 

проницаемость, то вектор электрического смещения D
r
будет определен сле-

дующим выражением. 

                    

































ε
εα
αε

=ε=

z

x

0

1

1

E

0

E

00

0

0

ED
rr

 

Перемножая  строку на столбец, получим проекции вектора смеще-

ния: XX ED 1ε= ,   XY ED α= ,   ZZ ED 0ε= . 

Из них составим вектор смещения  D
r

 

zxx EzEyExD 0
00

1
0 εαε rrrr

++= . 

Для определения угла между векторами D
r

 и E
r

 запишем скалярное произ-

ведение векторов 

( ) )cos(22222 EDEEDDDEDEDED zxzyxzzxx

rrrr
+++=+= ,  откуда 

∠ )( ED
rr

 = 














+⋅++

+
22222

cos
zxzyx

zzxx

EEDDD

EDED
arc . 

Задача №11 

   Два диэлектрика, обладающие относительными диэлектрическими про-

ницаемостями 1rε  и 2rε  имеют плоскую границу раздела (рис. 1.7). 

Вектор E
r
  электрического поля в первой среде образует угол 1θ  с осью z. Най-

ти вектора E
r
 и D

r
 во второй среде и угол преломления 2θ .Численный ответ 

привести   для 1rε =1,  2rε =4,  Е1= 1 В/м, 1θ =300 . 

  Решение.   1. Найдем вектора E
r
 и D

r
 во второй среде.  Запи-

шем для  первой среды общее выражение напряжен-

ности электрического поля 2

1n

2

11
EEE += τ

r
 и вектора 

электрической индукции 
111

ED
rr

ε=   , где ,sin 111 θτ EE =  

Е 1n =E1 СOS 1θ . 

Рис.1.7 
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Для второй среды -  2

2n

2

22
EEE += τ

r
,  

222
ED
rr

ε= . 

Воспользуемся граничными условиями (1.16): 21
EE ττ = , 21 nn DD =  . 

Тангенциальная составляющая напряженности электрического поля вто-

рой среды легко определяется первым выражением, нормальная составляющая 

определяется  из второго выражения и материального уравнения (1.9), т.е. 

2n2r1n1r
EE ε=ε , откуда   1n2r1r2n

E)/(E εε= . 

Подставляя заданные величины, получим 

,м/В5,0sinEEE
1121

=θ== ττ     Еn1=E1⋅cos θ1 =0,87 В/м. 

112r1r1n2r1r2n
cosE)/(E)/(E θ⋅εε=εε= ,     Еn2 =0,2275 В/м.  

Величина напряженности электрического поля во второй среде равна   

546,022,05,0 22
2 =+=E  В/м, тогда 184,2546,04222 =⋅== ED ε  Кл/м2. 

2. Найдем угол преломления 2θ . Для этого [2], используя (1.16) составим 

систему уравнений 

.coscosE

,sinEsinE

22r111r

2211

θε=θε
θ=θ

 

Поделив первое уравнение на второе, получим 
21r12r

tgtg θε=θε , которое 

позволяет определить угол преломления 2θ  

0
1

2

1
2 6,66== θ

ε
εθ tgarctg

r

r . 

Ответ: 546,02 =E  В/м,    184,22 =D  Кл/м2 ,  2θ = 06,66 . 

Посмотрите, что изменится в решении, если вторую среду заменить пло-

ской металлической поверхностью?  

Задача №12 

Две полубесконечные магнитные среды, 1-ая изотропная и 2-ая анизо-

тропная, имеют плоскую границу раздела, которая проходит через y=0, коорди-

натная поверхность zx  (рис. 1.8). Проводимости сред равны нулю. В первой 
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среде существует магнитное поле  
1y

0

1x

0 HyHxH
rrr

+= . 

Определить магнитное поле во второй среде. 

Параметры сред: 

 
021

z

0

0

201
,

00

0

0

; ε=ε=ε
















µ
µα+

α−µ

=µµ=µ  

Решение.   Согласно рис. 1.8 и граничным условиям (1.16), записываем 

связь между векторами первой и второй сред. 

0HH,HHHH
2z1z2x1x21
===→= ττ ,                         (1.23) 

        nynn BHB 21021B =→= µ                                       

(1.24) 

Запишем вектора H
r

 и B
r

 для первой среды: 

1y

0

1x

0

1
HyHxH

rrr
+= ,  

1y0

0

1x0

0

101
HyHxHB µ+µ=µ= rrrr

 . 

Запишем выражение для вектора Н2, составляющие которого надо опре-

делить из граничных условий:   2
0

2
0

2
0

2 zyx HzHyHxH
rrrr

++= .                        (1.25) 

Так как во второй среде магнитная проницаемость представлена тензором, то 

вектор магнитной индукции для второй среды через материальное уравнение 

(1.8) запишем в виде произведения двух матриц и перемножим их:        

.

0000

0

0

202

220

2

2

0

0

2

2

2

2

















+

−

=
















⋅
















+
−

=
















= yx

yx

y

x

zz

e

x

HH

HH

H

H

B

B

B

µα
αµ

µ
µα
αµ

B
r

 

В результате получим следующее выражение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2y01x

0
2y01x0

0
2y02x

0
2y2x0

0
2

HHyHHxHHyHHxB µ+α+α−µ=µ+α+α−µ= rrrrr
. 

Вектор 
2

B
r

 будет полностью определен, если будут определены Hx2 и 

Hy2.  Но  
1x2x

HH =  (равенство тангенциальных составляющих) и составляющая    

2y01x2y
HHB µ+α= .   

Приравняем составляющие (равенство нормальных компонент) 2yB = 1yB , 

Рис.1.8 
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   .1012012 yyyxy HBHHB µµα ==+=                               (1.26) 

 Из (1.26) определим      1

0

12 xyy HHH
µ
α−= .  

  Зная составляющие магнитного поля второй среды, запишем конечное 

выражение векторов  
2

H
r

  и   
2

B
r

: 

)HH(yHxH
1x

0
1y

0

1x

0

2 µ
α−+= rrr

,      
1y0

0
1y1x

0

22

00
2

Hy)HH(xB µ+α−
µ

α+µ
= rrr

. 

Подумайте, почему вектора 
2

H
r

  и   
2

B
r

 имеют только две проекции? 

Задача №13 

 Доказать, что уравнение непрерывности плотности полного тока 

0jdiv
полн

=
r

  является следствием уравнения Максвелла. 

Решение.      Для доказательства достаточно провести операцию div над 

уравнением (1.6а):  div rot H divj=
r r

. Так как операция div rot есть тождествен-

ный  нуль, то, 0divj =
r

, что и требовалось доказать.  

    Задача №14 

 Плотность полного тока в проводящей среде  задана 0 04j x х y у= +
r r r . 

Удовлетворяет ли данный ток уравнениям Максвелла? 

Решение.    Удовлетворяет, если 0divj =
r

.     Расчёт, однако, показывает, 

что div j
r

=5. Это означает, что заданное выражение плотности тока не удовле-

творяет требованию непрерывности тока.  Рассмотрите вариант, когда  вектор 
0 04j x y= +

r r r  не зависит от координат? 

Задача №15  

Докажите, что закон сохранения заряда является следствием закона не-

прерывности полного тока. 

 Решение.   Закон сохранения заряда утверждает, что всякому измене-

нию заряда в некотором объёме соответствует электрический ток, втекающий в 

объём или вытекающий из него. Он является следствием закона непрерывности 

полного тока: ( )/ 0прdivj div j div dD d t= + =
rr r

. После подстановки постулата Мак-
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свелла, интегрирования по объёму dV
dt

dVjdiv пр ∫∫
∂−= ρ и применения теоремы 

Остроградского-Гаусса (П1.19), это уравнение  записывается   в виде   

пр
S

пр
I

dt

Q
Sdj =∫

∂−=
rr

. То есть   
dt

Q
I
пр

∂−= . Что и требовалось доказать. 

 Задача №16  

Доказать, что в однородной проводящей среде не может существовать 

объемное распределение заряда, не зависящее от времени  и найти эту зависи-

мость. 

Решение. В рассматриваемой среде существуют токи проводимости и 

смещения. Уравнение 0
)( =

∂
∂+

t

Ddiv
Ediv

r
r

σ  является следствием первого уравне-

ния Максвелла и с учетом (1.6) для однородной среды может быть  записано   

dt

dρ + ρ
ε
σ

=0.  Это дифференциальное уравнение после разделения переменных  

и интегрирования имеет решение:         
t

e ε
σ

ρρ
−

°= ,                                                   

(1.27) 

где ρ0 – начальная величина заряда при t=0. 

Из (1.27)следует, что плотность заряда в проводящей среде, независимо от 

напряженности поля E
r

  убывает по экспоненциальному закону. Время, в тече-

ние которого заряд уменьшается в е=2,78  раз, называется временем релакса-

ции. По формуле (1.27)  можно определять время релаксации для разных сред. 

   Задача №17 

 Показать, что из дифференциальных уравнений Максвелла для диэлек-

трика в отсутствии свободных зарядов и сторонних источников получаются 

волновые уравнения для векторов электромагнитного поля E
r

 и H
r

. 

Решение.   Используем систему уравнений Максвелла (1.6). Применим 

операцию rot к первому уравнению системы 

            
t
Erot

Hrotrot
∂

∂ε=
r

r
.                                       (1.28) 
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Используем соотношение (П1.37)  

  HHdivgradHrotrot 2
rrr

∇−= .                           (1.29) 

Так как 0Hdiv =
r

, то Hdivgrad
r
тоже будет равно нулю. 

Заменив в (1.28) Erot
r

, уравнением (1.6) получим  волновое уравнение 

для вектора магнитного поля H
r

          

2

2
2

t

H
HH

∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.                                          (1.30) 

Для вектора электрического поля волновое уравнение выводят анало-

гичным образом, полагая  0Ediv =
r

. Получаем 
2

2
2

t
E

EE
∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.       (1.31) 

       Задача №18  

 Докажите, что вектор E
r

, представленный выражением 

)kztcos(EyE
0y

0 −ω= rr
 является решением волнового уравнения (1.31). 

Решение.  Так как вектор E
r

 является функцией одной координаты z, опе-

ратор 2

2
2

dz
d=∇ и волновое уравнение  примет вид   

2

2

dz

Еd У =
2

2

t

ЕУ

∂
∂− εµ  

Взяв производные от вектора E
r

, убедитесь, что равенство левой и правой 

частей волнового уравнения выполняется при равенстве  εµω=k . 

Задача №19 

В идеальном диэлектрике существует электромагнитное поле, заданное 

вектором электрического поля: ( ) tcosrEzE
Z0

ω= rr
, явная зависимость которого  

от r неизвестна.   Найти напряженность магнитного поля Н(r), соответст-

вующего заданному вектору. Система координат цилиндрическая. 

Решение. Векторы электромагнитного  поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет уравнениям Максвелла. Используем 2-е уравнение Максвелла   



 30

t

H

t

B
Erot

∂
∂µ−=

∂
∂−=

rr
r

 .  Раскроем определитель Erot
r

  для заданного вектора, 

приравняем соответствующие проекции и выразим Н(r) через Еz(r) 

.
t
H

tcos
r

E

tcos)r(E00
zr

z
r
1

r
r
1

Erot z0

z

000

∂
∂µ−=ω

∂
∂α−=























ω
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

=
r

r

rrr

r

            (1.32) 

    Из выражения (1.32) видно, что магнитный вектор имеет только од-

ну проекцию  Нα                                        .HH α°α= rr
 

Проинтегрировав по времени,  получим 

t
r

rE
H z ω

µωα sin
)(1

  
∂

∂
=

.                           (1.33) 

Составим уравнение для определения выражения  Ez(r), воспользовавшись 

уравнением Максвелла (1.6) 
( )

tsin)r(Ez
t

tcos)r(E

t

D
Hrot

z
z ωεω°−=

∂
ω∂

ε=
∂
∂= r
r

r
. 

В то же время  
r

)rH(

r

1
z

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 0

000

∂
∂

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

= α

α

r

rrr

r
 

Откуда             trErH
rr z ωωεα sin)()(

1 −=
∂
∂

. 

Исключим из этого уравнения  Нα , подставив  (1.33), 

trEt
r

rE
r

rr z
z ωεωω

µω
sin)(sin

)(11 =








∂
∂

∂
∂

   или 

0)(
)(1)(

 2
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂

rEk
r

rE

rr

rE
z

zz ,   

где     εµω 22 =k . 
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В результате мы получили 

уравнение Бесселя  нулевого по-

рядка, решением которого явля-

ются  функции Бесселя нулевого 

порядка 1-го и 2-го рода: 

                               

( )krNBkrJArEz 00 )()( ⋅+⋅=                                                   

(1.34)    

графики этих функций приведены на рис. 1.9. 

Исключаем из (1.34) второе слагаемое, положив В=0, как не удовлетво-

ряющие  требованиям теоремы единственности, т.к. при r=0   N(kr)= ∞−   , и 

получаем окончательное выражение для вектора     tkrJAzE ωcos)(00
0r

r
= ). 

Из (1.33), с учетом )kr(kJ
dr

)kr(dJ
1

0 −= , решение для вектора H
r
будет вида  

tkrJ
Z

AtkrJ
k

AH
C

ωαω
µω

α sin)(
1

sin)( 1
0

1
0 rrr

−=−= ,  

где                                  
Cr

r

r

r

ZW

k 11

00

0

22

2

====
µ
ε

µµ
εε

ωµ
εµω

µω . 

Задача №20 

Задано  в свободном пространстве выражение электрического поля  

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Определить магнитное поле H

r
.  

Решение:  Для решения задачи используем 2-е уравнение Максвелла.      

tcosE2ztcosE

0xy
zyx

zyx

t

B
Erot 0

0
0

000

ω−=ω
















−
∂

∂
∂

∂
∂

∂=
∂
∂−= r

rrr
r

r

. 

Интегрируя затем  Erot
r
 по времени, определим вектор  В

r
. 

∫ ⋅= dttEzB ωcos2 0
0r

r
 = t

E
z ω

ω
sin

2 00r . 

 Используя материальное уравнение (1.8), находим вектор H
r

  

Рис.1.9 
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µ
= B

H

r
r

, ⇒   tsin
E2

zH 0 ω
µω

°= rr
. 

Проверим, существует ли в природе такое поле. Для этого подчиним по-

лученное  магнитное поле первому уравнению Максвелла: tDHrot ∂∂= /
rr

. 

Так как H
r

 не зависит от координат, то  Hrot
r

=0.  Следовательно,  0/ =∂∂⋅ tE
r

ε .  

Откуда E
r

=0. Поэтому, заданного в таком виде переменного электромагнит-

ного поля в природе не существует. 

  Задача №21  

Определить электродвижущую силу (ЭДС)  в замкнутом контуре, обра-

зованном равнобедренным треугольником, если известен вектор .tsinHH
0

ω=
rr

 

Направление вектора  H
r
показано на рис. 1.10 и    θ=600. 

  Решение.  Запишем выражение для 

потока  Ф вектора  tsinHB
0

ωµ=
rr

     

∫ωµ=
S

0
SdHtsinФ
rr

. 

Скалярное произведение векторов 

ScosHSdH
0

⋅θ=
rr

.                            (1.35) 

Учитывая (1.35), получим выражение для потока, пронизывающего тре-

угольную площадку,       
2

a
tsinH

2
Ф

2

0
0 ⋅ω

µ
= .                                              (1.36) 

Электродвижущая сила определяется соотношением 

                tcosH
4

a

t

Ф
Э

0

2

0 ω
ωµ

−=
∂
∂−=                                              (1.37) 

Задача №22 

 Плоский воздушный конденсатор, пластины которого имеют форму 

дисков радиуса а, подключен к источнику переменного гармонического напря-

жения частоты ω . Диэлектрик внутри – воздух. Расстояние между дисками d 

.  Найти энергию электрического и магнитного полей внутри конденсатора. В 

Рис.1.10 
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каких фазовых соотношениях находятся 
Э

W  и 
М

W ?   Исходя из равенства    

2
2

00

2








λ
π=ωεµ , доказать, что WЭ=Wм при длине волны а⋅= πλ 41,1 . 

 Решение.    Напряжение между пластинами меняется по гармоническому 

закону tcosUU
0

ω= .  Напряженность электрического поля  определим через 

напряжение   t
d

U
E ωcos= . Электрическая энергия равна: 

tU
d

a
tda

d

U
V

E
WЭ ωπεωπεε 22

0

2
022

2

2
00

2
0 cos

2
cos

22

⋅=⋅==  ,Дж.       (1.38) 

 Магнитную энергию определим по формуле: 

∫=
V

М
dV

H
W

2

2
0µ

.                                 (1.39) 

  Напряжённость магнитного поля определим из закона полного тока (1.1)      

         ∫ ∂
∂επ∫ =

∂
∂=π⋅=

L
0

2

S t

E
rSd

t

D
r2HldH

r
r

rr
,             tsin

d2

Ur
H

0
ωωε−= . 

Подставив значение напряжённости магнитного поля в (1.39), получим: 

=






∫ ∫ α⋅⋅ω⋅







 ωεµ
=

πa

0

2

0

32

2

000
м

)ddrrdtsin
d2

U

2
W

tsin
2

aU

d42

1
tsin

4

d2а
d2

U

2
2

22

0

22

002
42

000 ω








πωεµ
=ω⋅π








 ωεµ
= , Дж.   (1.40) 

Предлагается самостоятельно разобраться во втором и третьем вопросах. 

   Задача № 23 

Ток в среде распределен с плотностью j0 (рис. 

1.11) и опыт показывает, что с приложением посто-

янного магнитного поля =H , появляется дополнитель-

ная составляющая плотности тока, определяемая ра-

венством.    [ ]=⋅= HEkj /
rrr

 ,                                                                                          

(1.41) 

где k - постоянная Холла. Это явление называют эффектом Холла. 

Рис.1.11 
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Найти связь между током 0jjj
rrr

+′=  и напряженностью E в случае наличия 

эффекта Холла. 

Решение.  Известна формула прj Eσ=
rr

. Примем H
r
направленным вдоль оси z. 

Напряженность электрического поля запишем по составляющим        

0

z

0

y

0

x
zEyExEE
rrrrr

⋅+⋅+⋅=  

Плотность тока в произвольной точке образца будет равна 

0
jjj
rrr

+′= ,          [ ] [ ]°+σ=+σ= == z,EkHEHEkEj
rrrrrrr

. 

Это эквивалентно трем скалярным уравнениям 

yxx
EkHEj =+σ= ;        )EHk(Ej

xyy =−+σ= ;        zz Ej σ= .  Откуда удель-

ная проводимость среды, при эффекте Холла, выражается тензором:                                     

















−= =

=→←

σ
σ

σ
σ

00

0

0

kH

kH

. 

Плотность тока и напряженность поля не параллельны, т.е. прj Eσ
←→

=
r

. 

 

   1.4 Задачи для самостоятельного решения 

  1.1. Может ли вектор )yyx5x(BB 00
0

rrr
+=   быть вектором магнитной ин-

дукции? Почему вектор магнитной индукции непрерывен всегда? 

Ответ: В таком виде поля B
r

 в природе нет. 

1.2. Какова напряженность магнитного поля на расстоя-

нии 10см от центра прямолинейного круглого провода радиуса 

0,5 см, по которому протекает постоянный  ток I= 2А (см. рис 

1.12). 

Ответ:  м
А3,3H =α . 

1.3. Электронный поток в электроннолучевой трубке имеет радиус 

а=2,5мм (а<< L -длины трубки), объемную плотность заряда ρρρρ=27⋅10-8 Кл/м3, 

движется со скоростью V=1,76⋅107 м/с.  Чему равен ток переноса в трубке? 

Рис.1.12 
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Рис.1.13 

Ответ: I=93,26 мкА. 

1.4. Какова величина напряжённости магнитного поля в середине между 

двумя параллельными, бесконечно протяженными провод-

никами, по которым    текут одинаковые по величине, но 

противоположные по направлению постоянные токи?  Рас-

стояние между проводниками 2a. (рис.1.13)?                                                         

Ответ:  
a

I
Н

π
= . 

1.5. Вектор электрического смещения задан в пространстве в виде 

0
2

x
2
x

D
rr

=  Чему равен заряд в кубе с ребром а, если начало координат совмеще-

но с вершиной куба, а оси  х, у ,z  совпадают с его ребрами? 

Ответ: 
2

4a
q =   Кл 

1.6. При каких условиях выполняется равенство [ ] 0Hrdiv =×
rr

, где                

r
r

- радиус вектор, H
r

 вектор напряженности  магнитного поля? 

      Ответ:    когда j
 пол 

=0. 

1.7. Вектор напряженности электрического поля задан 

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Является ли заданный вектор E

r
вектором   электро-

магнитного поля? Определить вектор магнитной индукции. 

    Ответ: B
r

 =0 

1.8.  В сферическом объёме радиуса R  равномерно распределён гармони-

чески изменяющийся заряд с объёмной плотностью    ρ=1cosω t. Чему будет 

равен ток проводимости, связанный с этим зарядом?                                                            

 Ответ: Iпр= 3

3

4
Rπ ω sinω t. 

1.9. Чему будет равно время релаксации объёмного заряда  ρ=0,0003 

Кл/м 3 , помещённого в среду с   rε =4    и     σ =10 См/м и  как изменится время 

релаксации, если проводимость среды будет равна бесконечности?  
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  Ответ:    
π

=
−

9

10
t

10

 с 

1.10.  Имеются две полубесконечные среды  (рис. 1.14) с параметрами:    

;

0

00

0

;

z1

1x

201

















εε
ε

εε
=εε=ε  поверхностных зарядов на 

границе нет. Задано 
1z

0

1y

0

1
EzEyE

rrr
+= . Определить 

вектор 
2

D
r
во второй среде.  

Справка: Задача решается с использованием граничных условий  и мате-

риальных уравнений.  

Ответ: Вектор z10

0

y1

0

z1
z

010

2
EzEyExD ε+ε+

ε
εε

= rrrr
. 

1.11. Вектор D
r
направлен под углом 45о к гра-

нице раздела  двух сред, диэлектрические проницае-

мости которых  относятся как  
3

1

2

1 =
ε
ε

. Опреде-

лить угол   между  D2    и границей раздела  (рис 1.15) 

Ответ: α=30о 

1.12. В полом металлическом объеме, заполненном воздухом (рис. 1.16), 

существует электромагнитное поле, представленное векторами EzE 0
rrr

=  и  

0 0
x yH x H y H= +

r r r , где проекции векторов имеют вид: 

ty
b

x
a

EE yz ωππ
cossinsin

0
−= , 

ty
b

x
a

HH xx ωππ
sincossin

0
−= , 

tx
a

y
b

HH yy ωππ
sinsincos

0
= . 

Найти поверхностный заряд на внутренних металли-

ческих стенках объема и токи, протекающие по его 

боковым стенкам.   При каких значениях коорди-

Рис.1.14 

Рис.1.15 

Рис.1.16 
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нат х  и  у   компоненты  напряженности магнитного поля xH  и yH   максималь-

ны? 

Ответ:  zz ED 0εξ == ,   виуприHj xz ,0== , .,0 aихприHj yz ==   

1.13. В некотором объеме свободного пространства имеются: электри-

ческое поле )м/В(y10E 0r
r

=  и магнитное поле )м/А(x15H 0r
r

= . Заряд q= 910− (Кл) 

влетает в этот объем со скоростью )/(1060 смzV
rv

= . Определить силу, дейст-

вующую на заряд, и её направление.  

Ответ: )Н(y1084,28FFF 9
мэ

°⋅=+= − rrrr
. 

1.14.Задан вектор электрического поля xsintcosEzE
0

0r
r

= . Определить 

векторы B
r

 и H
r

.     

Ответ: tx
E

yH
B

HtxEyB
аа

sincos     ;sincos 0
000 µµ
rr

r
rrr

=⇒== . 

1.15. Определить ЭДС, возбуждаемую в рамке потоком вектора 

tcosHB
00

ωµ=
rr

.  Направление вектора H
r

 показано на рис. 1.17. Среда-воздух.                  

Ответ:   2

00
atsinH

2

1
Э ⋅ωµ= .                                            

1.16. Внутри полого металлического шара радиуса 

a=20 см распределен заряд с объёмной плотностью ρ=3·10-7 

Кл/м3. Определить поверхностную плотность заряда на 

внутренней поверхности шара. 

Ответ:   2·10-8 Кл/м2. 

1.17. В соленоиде без сердечника, содержащем  N=1000 витков, при уве-

личении силы тока  магнитный поток увеличился на 2 мВб. Определить сред-

нюю ЭДС самоиндукции, возникающую в соленоиде, если изменение силы тока 

произошло за 1 с.                           

Ответ: 2 В. 

1.18.  Три параллельных проводника с одинаковыми токами проходят че-

рез вершины равностороннего треугольника, плоскость которого перпендику-

Рис.1.17 
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лярна проводам. Сторона треугольника равна  а . Чему равно 

магнитное поле в середине одной из сторон (например, точка 

М)? 

           Ответ:                 
3

2

a

I

π
 

1.19.  В любой точке пространства, где существуют только токи прово-

димости  и токи смещения H grad r t==== ψ( , ) , где ψ-произвольная функция     r  и t. 

Что можно сказать о векторе Е? 

Ответ:   Е- экспоненциально убывает во времени    

1.20.   Вычислить div[[[[ ]]]]r E, , где 
r

r
E

⋅
⋅=

πε
τ
2

0rr
-вектор напряженности электри-

ческого поля, не зависит от времени , а r-радиус-вектор точки.  

             Ответ:    0 

1.21.  Какой вид имеет система уравнений электромагнитного поля, не 

зависящего от времени в проводящей среде без сторонних токов и зарядов? 

       Ответ:        ;0;0;0; ==== BdivDdivErotHrot прδ  

1.22.    На границе (плоскость XZ) раздела двух сред векторы D1   и  D11 

имеют вид   ε⋅++= )452( 0001 zyxD   ;   000011 )854( ε⋅++= zyxD    .    Опреде-

лить напряженности электрического поля  в этих средах. С какими средами, с 

точки зрения материальных уравнений, мы имеем здесь  дело? 

Ответ: )452( 0001 zyxE ++=
r

 )854( 0002 zyxE ++=
r

. Обе среды анизотропные.  

1.23.  Какое физическое толкование может быть дано уравнению 

°= zHrot 10 ? 

Ответ:   Вихревое магнитное поле Н возбуждено током, плотность кото-

рого 10А/м2 и направление вдоль оси z; 

1.24.   Определить плотность поверхностного заряда на границе раздела 

двух сред, при следующих условиях: ε1=ε0  ;  ε2=4ε0   ; Еп2=2Еп1=36π В/м ; 

ε0=(1/36π)·10-9  Ф/м. 

Ответ:  ξ=-2·10-9 Кл/м2    

Рис. 1.18 
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1.25.      Пучок электронов, излучаемый катодом в  приборе СВЧ, имеет 

вид цилиндра с радиусом а,  обладает скоростью V0  и плотностью объёмного 

заряда ρ0. Чему равна напряженность  магнитного поля внутри и вне пучка? 

 Ответ:  Нвнутр=ρ0V0
2r/2 ;   Нвне=ρ0V0a

2/2r   

1.26. В идеальном диэлектрике (σ=0) задано распределение вектора 

H x y t= 0 sin cos .   Определить вектор E  этого поля. 

Ответ:    tyzE sincos
1

0 ⋅= r

ε  

1.27. К неоднородному диэлектрику с параметром  2
0 )1( x+= εε   прило-

жено электрическое поле 00 zExEE zx

rrr
+= . Какое выражение будет у вектора 

электрического смещения? 

Ответ: ( 00 zExEE zx

rrr
+= )·ε0·(1+х)2= D

r
. 

1.28.  Определить циркуляцию вектора B
r

 по контуру с координатами (0, 

0); (0, 1); (1, 1); (1, 0), если плотность тока проводимости xyjj пр 0

rr
= , 

плXOYj ⊥0

r
; плотность тока смещения 0=

∂
∂

t

D ; µ = 3µ0. 

Ответ:  0.75µ0 

1.29. Определить циркуляцию векторов  H  по контуру (0, 0); (0, 1); (1, 

1); (1, 0), если объемная плотность тока проводимости 0=прj
r

, а вектор электри-

ческой индукции 
x

xty
DD

sin
0

rr
= .                      Ответ: tcos5,0 ⋅  

1.30. Квадратная рамка со стороной а = 1 находится в поле tHH ωsin0= . 

Магнитная проницаемость среды µ = µ0. Плоскость рамки H⊥ . Определить 

э.д.с., наведенную в рамке.      

      Ответ: tHЭ ωωµ cos00 ⋅−=  
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1.31. Дано xExE 0= . Доказать, что для переменных во времени полей в 

однородной изотропной среде без свободных токов и зарядов векторы взаимно 

ортогональны, т.е. HE ⊥ . Считая zjzj 0=
r

, показать, что jH
r

= . 

              1.32. Сфера радиуса а имеет заряд с объемной плотностью 

θρρ sin
2

2

0 ⋅=
a

r . Найти полный заряд сферы Q.                 Ответ: 
5

32a
Q

ρπ=  

          1.33. В однородном магнитном поле с напряженностью H  вращается 

прямоугольная плоская рамка со скоростью ω = 2πf. Стороны рамки а и в, 

число витков N, магнитная проницаемость среды µа = µ0, f - число оборотов в 

секунду. Вычислить э.д.с. в рамке. 

               Ответ: ntsinHaвnNЭ πµπ 22 0−= . 

             1.34. Напряженность поля в некоторой области меняется по закону 

x

a
EE ax = ; 0=yE ; 0=zE ; [ ]bax ,∈ . Найти объемную плотность заряда в данной 

области, если εа = ε0. 

               Ответ:  4.9. 002
E

x

a ερ −= . 

             1.35. Задано поле вектораD : 







⋅=
r

r

a
r

D
3

3

κ
κ

при

при

,

,

≤∝≤
≤≤

ra

ara
      где r  - радиус-вектор. 

Найти распределение зарядов, образовавших такое поле. 

            Ответ κρ 3=  при ar ≤≤0 ; 0=ρ  при ∞≤≤ ra . 

             1.36. В некоторой области с диэлектрической проницаемостью ε задано 

поле ( )2
0

2
0 yyxxE += κ .  Вычислить плотность объемного заряда. 

         Ответ:   ( )yx += κρ 2  

   1.37. По рамке с размерами a×в, расположенной на расстоянии r от пря-

молинейного бесконечного проводника, протекает ток  I = I 0 cos ωt. Вычислить 

величину электродвижущей силы в проводе. 

          Ответ:   tsin
r

ar
nI

в
Э ω

π
ωµ ⋅+⋅= l0

0

2
. 
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           1.38. По границе раздела сред протекает поверхностный ток Sηr . В первой 

среде 0=H . Определить магнитное поле во второй среде вблизи поверхности. 

            Ответ :    Sηr /2           

           1.39. Среды разделены заряженной поверхностью, и в одной из них поле 

отсутствует. Каково электрическое поле в другой среде, если поверхностная 

плотность заряда ξs, а диэлектрическая проницаемость второй среды ε2. 

          Ответ:  Е= ξs/(2εr2) 

            1.40. Какие из представленных магнитных полей при µ - const удовле-

творяют уравнению Максвелла, т.е. могут быть реализованы? 

tytxxH ωω cos3cos3 00
1

rrr
−= ; 

tyxtxyH ωω cossincoscos 00
2

rrr
−= ; 

tyytxxH ωω cos3cos6 200
3

rrr
−= . 

            Ответ:  Второе поле 

            1.41. Чему равен и как направлен вектор плотности тока проводимости 

прj
r

, если ExE 0r
r

= , а   
















=
0

0

0

02

01

21

σσ
σσ
σσ

σ . 

            Ответ: )( 0
2

0
1 zyEj

rrr
σσ += , в плоскости ортогональной плоскости x=const. 

            1.42. Под каким углом расположены векторы E
r
 и D

r
, если 0

0EzE
rr

= ,  

а относительная  диэлектрическая проницаемость среды 
















=
∧

00

00

ε
εεε

ε
ε ? 

            Ответ: Под углом 90о 

1.43.Электрон,  летящий вдоль оси Z со скоростью V = 106 м/с, попадает 

в зону, где одновременно существуют стационарное электрическое и магнитное 

поля, имеющие вид: xaExE =  и yByB 0= , где Еx = 1 103 В/м;  

Вy = 4мТл.    Определить величину силы, воздействующей на электрон. 

            Ответ: F=e·3·103, H. 
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2. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

 

В данном разделе рассматриваются темы 

1. Электростатические поля, создаваемые  заряженными телами.  

2. Краевые задачи электростатики. 

3. Силы, действующие в электростатических  полях.  

Электростатическое поле описывается системой дифференциальных и 

интегральных уравнений, которые являются частным случаем общих уравне-

ний Максвелла (1.1)÷(1.6) в предположении, что создающие  его заряды не за-

висят  от времени и не перемещаются в пространстве. 

Интегральные уравнения: Дифференциальные уравнения: 

0ldE
e

=∫
rr

;              (2.1) 0Erot =
r

;                   (2.1а) 

∫ ∫ =ρ=
S V

qdVSdD
rr

;        (2.2)     ρ=Ddiv
r

                  (2.2а) 

                                  материальное уравнение  ED
rr

ε=                              (2.3) 

 

2.1. Электростатический потенциал.   Уравнения для потенциала.  

Поля, создаваемые заряженными телами 

Непосредственно из уравнений Максвелла  ( 0Erot =
r

) следует, что элек-

тростатическое  поле является потенциальным,  следовательно, его силовые ли-

нии начинаются и оканчиваются на зарядах и вектор напряженности электриче-

ского поля является градиентом потенциала. 

ϕgradE −=
r

,   l
rr

dE
М

M

i ∫=−
2

2

1

ϕϕ .              (2.4) 

Уравнение (2.2а) с учетом (2.3) принимает вид ρε =Ediv
r

. 

Подстановка E
r

 в форме градиента потенциала в уравнение (2.2а) приво-

дит к уравнению Пуассона, которое является основным уравнением для нахож-

дения потенциала 

  ρϕε −=)( graddiv   .                                     (2.5) 
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Для однородной среды уравнение Пуассона принимает вид   

ερϕϕ /2 −=∇=divgrad .                                                                   (2.6) 

Для неоднородной среды, при равенстве нулю  объёмного заряда урав-

нение  Пуассона преобразуется в уравнение Лапласа. 

                                    0)( =ϕε graddiv                                          (2.7) 

Для однородной  среды  уравнение Лапласа имеет вид  0=ϕgraddiv  

Уравнения Пуассона и Лапласа дополняются граничными условиями  с 

разными типами границ:  

Диэлектрик- Диэлектрик (Д-Д): Диэлектрик-Металл (Д-М): 

1.                 21 ϕϕ =                         (2.8) 1.             const=ϕ                         (2.8а) 

2.     ξϕεϕε =+−
dn

d

dn

d 21
2

1
1            (2.9)                      

dn

d

dn

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  , при 0=ξ              (2.9а) 

2.            ξ
ϕ

ε =−
dn

d
1                   (2.9б) 

В этих соотношениях нормаль направлена в первую среду. 

Уравнения Пуассона и Лапласа применяются для решения краевых за-

дач, в которых на электродах, расположенных в диэлектрике, заданы потенциа-

лы или заряды и требуется определить распределение потенциала или распре-

деление электрического поля в этом диэлектрике.  

Существует широкий класс задач, в которых требуется определить поле 

по известному распределению зарядов. При решении  таких задач  большое 

значение имеют понятия: точечный заряд и заряженная нить. 

   Точечным зарядом можно считать заряд  q, расположенный на теле, 

линейными размерами которого можно пренебречь. 

  Под заряженной нитью понимают  бесконечно длинный и тонкий про-

водник, имеющий линейную плотность заряда τ . 

Если заряды распределены в пространстве дискретно  или непрерывно,  

то в некоторой точке суммарному заряду соответствует суммарный потенциал. 

На  этом основан принцип суперпозиции, согласно которому решение уравне-

ния Пуассона для заданного распределения заряда имеет вид: 
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Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые точеч-

ным зарядом, равны      
2

0

4 r

qr
E

πε
⋅=

r
r

    и        
r

q

πε
ϕ

4
= ,                           (2.14) 

где r – расстояние от заряда до точки наблюдения.  

Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые заря-

женной нитью  определяются из формул                            

r

r
E

πε
τ

2

0 ⋅=
vr

       и            Cr +−= ln
2πε

τϕ .                                        (2.15) 

здесь r – расстояние от нити до точки наблюдения.  

2.2. Энергия электростатического поля.    Емкость.  

Силы в электростатическом поле 

Энергия электростатического поля может быть определена интегриро-

ванием объемной плотности энергии электрического поля 2

2

1
ЕwE ε=  по объёму   

∫=
V

ээ dVwW .                    (2.16) 

Формулы для расчета  энергии электрического поля, соответствующие 

случаям (2.10)÷(2.13), приведены ниже:  

∑
=

=
n

i
iiE qW

12

1 ϕ ,   ∫=
V

E dVW ρϕ
2

1
,  ∫=

S

E dsW ϕξ
2

1
 ,  ∫=

l

E dW lτϕ
2

1
.          (2.17) 

для распределенного объемного 

заряда  
∫
ρ

πε
=ϕ

V r

dv

4

1
 

 

(2.10) 

для заряженной нити  
∫
τ

πε
=ϕ

l r

dl

4

1
 

 

(2.11) 

для поверхностных зарядов 
∫
ξ

πε
=ϕ

S

dS
r4

1
 

 

(2.12) 

для n точечных дискретных заря-

дов 
∑

πε
=ϕ

=

n

1i
i

i

r

q

4

1
 

 

(2.13) 
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Емкость системы,  состоящей из двух  разноименно заряженных про-

водников, определяется как отношение заряда на одном из проводников к раз-

ности потенциалов между ними     
21 ϕϕ −

= q
C                                             (2.18) 

Сила,  действующая на точечный заряд q, помещённый в электростати-

ческое поле, равна         EqF
rr

=                                                                (2.19) 

Сила взаимодействия двух точечных зарядов q1  и  q2 ,  отстоящих на  рас-

стоянии   r12   друг от друга, определяется с помощью закона Кулона 

2
12

210

4 r

qq
rF

πε
rr

=  .         (2.20)  

Сила, действующая на заряженную поверхность при  равномерно распре-

делённом заряде со стороны внешнего поля E
r

, определяется с помощью соот-

ношения  

ESF
rr

⋅⋅= ξ ,                                               (2.21) 

где S-площадь заряженной поверхности. 

 

2.3 Примеры расчета электростатических полей 

Однородные задачи электростатики  это такие задачи, в которых потен-

циал зависит только от  одной координаты. Примерами могут служить: плоский 

конденсатор, краевыми эффектами в котором можно пренебречь, цилиндриче-

ский конденсатор, длина которого значительно превосходит его диаметр, сфе-

рический конденсатор. 

 Задача №1 

Две плоские металлические пластины разделе-

ны тонким слоем однородного диэлектрика толщиной 

d с диэлектрической проницаемостью ε  . На верхнюю 

пластину подан потенциал U, нижняя пластина зазем-

лена (конденсатор) (рис. 2.1). Найти распределение 

потенциала между пластинами, напряженность поля Рис.2.1 
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E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на одной из пластин конденсато-

ра  q, емкость С. Линейные размеры пластин  много больше размера    d    . 

Решение 

Выбираем прямоугольную систему координат, в которой ось у перпен-

дикулярна поверхности пластин. В этом случае, можно считать потенциал ϕ  

зависящим только от координаты у. Решение проводим с помощью уравнения 

Лапласа (2.7) с применением граничных условий для потенциала  на границе  

Д-М (2.9).  

Уравнение Лапласа  для данной задачи будет иметь вид  0
2

2

=
dy

d ϕ  , а его     

решение BAy+=ϕ , где A  и B  неизвестные постоянные подлежащие определе-

нию. Для их определения используем два граничных условия:    

а) при  0=y   0=ϕ ;      б) при  у = d      ϕ =U. 

 В результате  получим 0=B , 
d

U
A =        и  выражение потенциала     y

d

U=ϕ . 

Как следует из решения,  потенциал линейно возрастает от 0 до U   при 

изменении координаты y от 0 до d.   

Напряженность  и индукция электрического  поля определяются  форму-

лами       
d

U
y

dy

d
ygradE 00 rrr

−=−=−= ϕϕ ,  
d

U
yD ε0r

r
−= .                                             (2.22) 

Поверхностная плотность заряда определяется из граничных условий:   на верх-

ней (нормаль направлена против оси у) 

пластине при у=d    
d

U

dy

d

dn

d εϕεϕεξ ==−= , 

на нижней  пластине (нормаль и орт 0y
r  

одинаково направлены) при  у=0   полу-

чим     
d

U
D

dy

d
n εϕεξ −=−=−= . 

Заряд на верхней  пластине конденсатора Sq ξ= , 

емкость конденсатора    
d

S

U

q

UU

q
C

ε
==

−
=

21

.   

Рис. 2.2. 
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На рисунке 2.2 изображено: распределение электрических зарядов на по-

верхностях электродов и однородное электрическое поле между пластинами. 

Задача №2 

Сохраним условие задачи №1, но диэлектрическая среда пусть будет не-

однородной , т. е.      
y

0
eαε=ε . 

Решение: 

 Для решения данной задачи следует воспользоваться уравнением   Лап-

ласа  0=ϕε graddiv , записав его в виде  0)
dy

d
e(

dy

d y
0

=ϕε α   .   Интегрируя первый 

раз, получаем     0
y d

e A
dy

α ϕε ⋅ ⋅ = .  Разделяя переменные и интегрируя второй 

раз, получаем потенциал   Be
A

dye
A уy +−== −−∫ αα

αεε
ϕ

00

.    Неизвестные по-

стоянные  А  и  В могут быть определены  из граничных условий 

1. при 0=y    0=ϕ , откуда     αε 0

A
B +=      ⇒     )1(

0

ye
A α

αε
ϕ −−= . 

2. при dy =    U=ϕ  откуда     )1(
0

de
A

U α

αε
−−=     ⇒

)1(
0

de

U
A α

αε
−−

= . 

Окончательно,          d

y

e

eU
α

α

ϕ −

−

−
−=

1

)1(
. 

 Напряженность электрического поля (2.22) в конденсаторе d

y

y e

eU

dy

d
E α

ααϕ
−

−

−
=−=

1
,   

вектор электрического смещения между пластинами y
d

e
e

U
ED α

α
αεε −

−−
==

1
0

rr
.  

Ёмкость конденсатора определяется с помощью формулы -    
U

q
C = . 

Заряд пластины  при у=0  равен dу e

US
SDSq α

αεξ −= −
===

1
0

0 ,  следовательно,   

С=
de

S
α

αε
−−1

0 . 
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Задача №3 

 К условиям задачи №1 добавим, что между пластинами в диэлектрике 

находится заряд с объемной плотностью ρ.  

Решение  

В этом случае необходимо использовать уравнение Пуассона (2.6),   из 

которого   путём интегрирования   определяется         Aydy
dy

d +−=−= ∫ ε
ρ

ε
ρϕ , 

а затем потенциал          ∫ ++−=+−= BAy
y

dyAy
ε

ρ
ε
ρϕ

2
)(

2

. 

Удовлетворяя граничным условиям, которые остаются прежними, получим 

В=0,      
d

dU
A

2

2ε
ρ+

= . 

Окончательное выражение для потенциала имеет вид   y
d

U
yyd +−⋅= )(

2
2

ε
ρϕ .     

Подставляя потенциалы на плоскостях,  получаем, что граничные условия удо-

влетворяются.  Напряженность электрического поля  из (2.4) имеет вид 

])2(
2

[
d

U
ydEУ +−−=

ε
ρ . 

Легко построить (при необходимости) графики зависимостей )(yϕ  и Е(у) при 

заданном отрицательном и положительном объемном заряде.  

Задача №4 

Между пластинами плоского кон-

денсатора расположены два слоя диэлек-

трика с проницаемостями  ε1 и ε2 . Разме-

ры слоев показаны на рисунке 2.3. Опре-

делить потенциал, напряженность поля и  

емкость конденсатора. 

Решение  

Пространство между пластинами разбиваем на две области: область Ι с 

диэлектриком, имеющую диэлектрическую проницаемость ε1 и область ΙΙ, 

Рис. 2.3 
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имеющую диэлектрическую проницаемость ε2.  Для каждой из областей запи-

шем уравнение Лапласа, т.к. ρ=0 и его решение. 

Для первой области  0
2

1
2

=
dy

d ϕ
,   BAy+=1ϕ .                      

Для второй области      0
2

2
2

=
dy

d ϕ
,   DCy+=2ϕ . 

Для определения четырех неизвестных констант А, В, С, D нужно ис-

пользовать четыре граничных условия:  

 При y=0    При y=b При y=d При y=d 

   0=1ϕ    = U2ϕ  21 ϕϕ =  
dy

d

dy

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  

  
В результате для нахождения постоянных А, В, С, D  получена система: 

1) 













+⋅=Β+ ⋅Α    
 =Α

+⋅=
+⋅=

DdCd

C    

DbC    U

B0A0     

21 εε  

Решение системы уравнений позволяет  определить  константы А, В, С, D 

0=B ,   })1/(/){/( 1212 bdUA +−= εεεε ,  })1/(/{ 12 bdUC +−= εε , 

})1/(/{))1/(( 1212 bddUD +−−= εεεε . 

Потенциалы в областях имеют вид и удовлетворяют граничным  условиям: 

 Для первой области:   })1/(/{)/( 12121 bdyU +−⋅⋅⋅= εεεεϕ    при y=0   ϕ1=0. 

Для второй области: })1/(/{))1/(( 12122 bdydU +−+⋅−⋅⋅= εεεεϕ  при y=b   ϕ2=U. 

 Напряженность электрического поля в первой  и второй областях соответст-

венно  })1/(/{)/( 1212
1

1 bdU
dy

d
Ey +−−=−= εεεεϕ

; 

})1/(/{ 12
2

2 bdU
dy

d
Ey +−⋅⋅−=−= εεϕ

. 

Отношение  
1

2

2

1

ε
ε=

у

у

Е

Е
 или 21 уу DD = ,  что говорит о выполнении граничных 

условий  при y=d. 
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Емкость двухслойного конденсатора является последовательным соеди-

нением емкостей плоских конденсаторов 

dSC /11 ε= ,  )/(22 dbSC −= ε , )/( 2121 CCCCC += . 

Задача №5 

Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

 и вектор 

электрического смещения D
r

, двухслой-

ного коаксиального конденсатора длиной 

L.   Параметры диэлектриков и размеры 

конденсатора приведены на рис. 2.4. За-

ряд на поверхности внутреннего провод-

ника  конденсатора равен   q,   внешний 

проводник конденсатора заземлен.  

Решение 

Для данной задачи, потенциал конденсатора описывается уравнением 

Лапласа в цилиндрической системе координат (П1), в котором  из условий сим-

метрии по координатам α  и z, остается только одно слагаемое   

0
12 =

∂









∂
∂∂

⋅=∇
r
r

r

r

ϕ

ϕ . 

Общее решение этого уравнения   будет иметь вид (2/15) BrA += lnϕ , а 

для областей 1 и 2 запишется  в виде: 

111 BrlnA +=ϕ ; 21 RrR ≤≤   (2.23а)                         222 BrlnA +=ϕ ; 32 RrR ≤≤     (2.23б)                         

 

Напряженность электрического поля находим через градиент потенциала

                    
r

rgradE
∂
∂−=−= ϕϕ 0r

r
. 

Так как   ϕ    зависит только от   r,   то  вектор   E
r

   будет иметь  одну со-

ставляющую   Er :  

Рис. 2.4 
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r

A
E r

1
1 −= , 21 RrR <≤ ,         (2.24) 

r

A
E r

2
2 −= , 32 RrR ≤< .         (2.25) 

Для определения потенциала в данной, конкретной задаче необ-

ходимо определить неизвестные постоянные: A1,  A 2 , B1 , B 2 . 

Для  этого воспользуемся  четырьмя граничными условиями. 

при   r=R3  при    r=R1     при  r=R2  

1) 02 =ϕ  2) D 1r = ξ =q/(2πR1L) 3)D 1n =D 2n ,  4) 21 ϕϕ =  

 

Здесь ξ -поверхностная плотность заряда  на внутренней поверхности  

проводника конденсатора длиной L. 

Используем первое граничное условие: 

0BRlnA 2322 =+=ϕ , откуда получим          232 ln BRA =−  и, следова-

тельно, 
3

22 ln
R

r
A−=ϕ  

Из второго  граничного условия 

При  r = R1,  LR

q

R

A
ED rr

11

1
1111 2π

εε =−== ,        откуда    
L2

q
A

1
1 πε

−= =-ξ . 

Выражение (2.23а) для потенциала 1ϕ  будет иметь вид                

1
1

1 ln
2

Вr
L

q +−=
πε

ϕ  

Используем третье граничное условие  Dr1 =Dr2   при r=R2 (2.24) и (2.25)  

2
2

2
1

2

1

R

A

R

A ε−=ε− ,     откуда зная  А1 получим      
L2

q
AA

22

1
12 πε

−=
ε
ε=  

Теперь можно полностью записать потенциал второй области 

32
2 ln

2 R

r

L

q

πε
ϕ −= . 

Для нахождения постоянной В1 и получения выражения потенциала  1ϕ  , 

используем четвёртое граничное условие 21 ϕϕ =  при r=R 2  
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3

2

2

ln
2 R

R

L

q

πε
− = 12

1

ln
2

ВR
L

q +−
πε

, откуда 
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Откуда потенциал    

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q
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Таким образом, основная часть  задачи решена - потенциалы 1ϕ  и 2ϕ  

определены полностью 









+=

2

3

2

2

1
1

11

2 R

R
n

r

R
n

L

q
ll

εεπ
ϕ     ,     

r

R

L

q 3

2
2 ln

2πε
ϕ = . 

Из их сравнения  следует, что потенциал непрерывен (одинаковые значе-

ния) на границе раздела Д-Д  при  r=R2   

Далее запишем выражения для Еr1, Е 2r ,  D 1r ,  D 2r . 

Lr

q
Er

1
1 2πε

= ,       
Lr

q
Dr π21 = . 

Lr

q
Er

2
2 2πε

= ,         
Lr

q
Dr π22 = . 

Перейдём от двухслойного конденсатора к однослойному,  для чего по-

ложим ε1 = ε2 = ε,   тогда    ,ln
2 1R

r

L

q

πε
ϕ =    

Lr

q
rE

πε2
0r

r
= . 

Задача №6 

В сферическом конденсаторе с радиусами оболочек  R1 и R2, заполнен-

ном воздухом, на внешнюю оболочку подан потенциал U, внутренняя  оболоч-

ка заземлена. Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

, 

вектор электрического смещения D
r

, заряд q, ёмкость C. 

Решение 

 В уравнении Лапласа  (2.6) 02 =∇ ϕ  для сферического конденсатора, 

обладающего угловой симметрией  производные 0=
∂
∂=

∂
∂

αθ
, поэтому оно запи-
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сывается  0)(
1 2
2

=
dr

d
r

dr

d

r

ϕ .  Откуда  
dr

d
r

ϕ2  =A. Интегрируя , получим выражение 

для потенциала      ∫ +==

                           

BA/r- dr  
r

A

 

2
ϕ . 

Для определения констант А и В используем граничные условия 

 При 1Rr =   0=ϕ  , откуда        
1R

A
B =  

 При 2Rr =    U=ϕ     ⇒       )/( 1221 RRRURA −=  

Следовательно:      
rR

Rr

RR

RUR

1

1

12

21 −⋅
−

=ϕ  . 

Легко убедиться, что граничные условия удовлетворены.  ϕ = U при r=R2  и ϕ = 
0 при r =R1. 

Напряженность электрического поля внутри конденсатора Е r = 2
12

21 1

rRR

RUR

dr

d

−
−=− ϕ ,  

а вектор электрического смещения      Dr = rE0ε = 
2

12

21
0

1

rRR

RUR

−
− ε . 

Поверхностная плотность заряда на внутренней оболочке 
112

2
0

1

RRR

UR
Dr ⋅

−
−== εξ . 

Заряд конденсатора q= 2
14 Rπξ , ёмкость  

12

12
0

4

RR

RR

U

q
C

−
==

πε     

Задача №7  

В цилиндрическом объёме задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ .    Определить  

объёмную  плотность  заряда,  создающего  это  поле.  

Решение  

Чтобы  по заданному в пространстве закону распределения по-

тенциала  

 ϕ (r,α,z)   найти  объёмный заряд, создающий это поле, необходимо 

использовать уравнение Пуассона  (2.6). 

В нашем случае поле зависит   только  от  r, поэтому в уравнении Пуас-

сона записанного в цилиндрической системе координат  оставляем  слагаемое, 

зависящее только от координаты r.  

0

1

ε
ρϕ −=








∂
∂

∂
∂

r
r

rr
    .                                       (2.26) 
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Последовательно дифференцируя выражение потенциала, найдем  объемную 

плотность заряда 

( )
0

r4r
rr

1

ε
ρ−=

∂
∂

,      
0

8

ε
ρ−=

r

r
,    08ερ −= . 

Примером  применения уравнения Пуассона является хорошо известная в 

электронике задача о нахождении распределения объёмного заряда между ка-

тодом и анодом  электронно - лучевой трубки. 

Задача №8 

Из плоского катода К вылетают электроны в направле-

нии плоского анода А. Расстояние между электродами d много 

меньше их размеров. Катод заземлён, на анод подан потенциал 

U. Потенциал электрического поля между электродами меня-

ется по закону  3
4

kx=ϕ ,     здесь k –const (рис. 2.5). 

Определить распределение  объёмного заряда  между электродами и  по-

верхностный заряд на электродах. 

Решение  

Для определения объемной плотности зарядов   ρ  в области между элек-

тродами следует использовать уравнение  Пуассона.   

Потенциал зависит только от координаты х.    (краевыми эффектами пре-

небрегаем). Поэтому получим  

3
2

2

2

9

4
)(

−⋅⋅−=
∂
∂−= xk
x

x εϕερ .                             

Плотность поверхностных зарядов на катоде и на аноде определяется .  

граничными условиями (2.9) В нашем случае нормалью к катоду будет ось   х. 

Поэтому поверхностная плотность заряда на катоде будет 

ε
ξ−=

∂
ϕ∂

=0xx
;   0

3

4

0

3
1

0

=⋅⋅−=
∂
∂−=

== xx
к xk

x
εϕεξ . 

Аналогично нормаль к аноду противоположна направлению оси   x.   По-

этому для анода 

Рис. 2.5 
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3
1

3

4
dk

x dx
а ⋅⋅=

∂
∂=

=

εϕεξ .                                           (2.27) 

Попробуем разобраться, почему при   х → 0   объемная плотность заряда   

ρ(х) → ∞? 

Движение электронов от катода к аноду приводит к появлению тока  

переноса j
r

пер,  величина которого в любом сечении, параллельном плоскостям 

катода и анода, должна быть постоянной, и равной 

constVj пер ==
vr

ρ ,                                              (2.28) 

где    V
v

 – скорость движения заряда. Отсюда  V/1~ρ .                                                    

Вылетевший из катода электрон имеет скорость V
v

, близкую к нулевой. 

Поэтому вблизи катода ρ → ∞. По мере удаления от катода электрон разгоняет-

ся,   V
v

   растет и   ρ   непрерывно падает. Так как  энергия движущейся частицы 

ϕe
Vm

W ==
2

2
v

, то      ϕ~V
v

           и       2
1

~
−ϕρ , где ϕ -  потенциал в точке на-

хождения электрона с учетом влияния пространственного заряда.  

Проследим, как из решения данной задачи следует закон степени 3/2, свя-

зывающий ток и напряжение в плоском диоде. 

                     • ϕe
Vm =
2

2
v

,                 
m

e
V

ϕ2= ; 

• Vj ρ= ,         ϕεερ 23
2

9

4

9

4 −− −=−= xxk ; 

• Sx
m

e
VSI 







−⋅== − ϕεϕρ 2

9

42
. 

 Так как при x = d,  ϕ = U  и с ростом потенциала, ρ  уменьшается, а 

ток растет, выражение для тока  должна быть положительным. 

2
3

2

2

9

4
U

m

e
S

d
I ⋅=

ε
2

3
UG ⋅= ,  

где        .
2

9
4

2
constG

m

e
S

d
−=

ε
       G – называется первеансом.  
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Задача №9 

Определить потенциал и  напряженность электрического поля, созданно-

го точечным зарядом  q=1Кл в точке, удалённой от нёго  на расстояние r=1м. 

Относительная диэлектрическая проницаемость среды  rε =4.  

Решение 

Для точечного заряда (2.10). 

м
B

2510,2
4

109

44

10361

r4

q
E 9

99

2
−

−−

=⋅=
π

⋅π⋅=
πε

=
r

,      В1025,2
r4

q 9−⋅=
πε

=ϕ . 

 Определите, как изменятся потенциал и напряженность поля, если этот 

заряд будет находиться в воздухе? 

 

Задача №10 

Получите выражение в точке  М для потенциала 

ϕϕϕϕ , создаваемого  точечным  зарядом  q,  расположен-

ным  над идеально  проводящей  плоскостью на высо-

те h (рис. 2.6). 

Решение: 

Используем метод зеркального отображения и принцип суперпози-

ции.  Метод зеркального отображения заключается в том, что металличе-

ская поверхность заменяется зеркально отображенным зарядом  (–q). 

Согласно принципа суперпозиции, записываем выражение для  по-

тенциала в точке   М от двух зарядов:  

( ) ( ) a

q

a

q

a

q

a

q
qq πεπεπεεπ

ϕϕϕ
520

4

544
==−=+= − . 

 

Задача №11  

Определить напряженность электрического поля и потенциал  в точ-

ке М, расположенной в свободном  пространстве,  создаваемые тонкой ни-

тью,  на которой находится заряд с линейной плотностью τ =0,01 Кл/м.  

Расстояние от нити до точки М равно 1м.   

q 

M 
a 

2a 
h 

 
+ 

Рис. 2.6 
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Решение  

Электрическое поле  и потенциал в точках, удаленных  на расстояние r  

от  заряженной нити, определяются (см. задачу 5) формулами 

r

r
E

πε
τ

2

0rr
=   и  Kr +−= ln

2πε
τϕ . 

Подставляя численные значения, получим  77 101810
l2

36
E ⋅=

π
π=

r
  В/м;   

Потенциал можно однозначно определить, если задать координаты точки, в  

которой он равен нулю, например, при r= r1, ϕ=0 , тогда 

1ln
2

rK
πε
τ

=     и       
1

ln
2 r

r

πε
τϕ −=  =

1

7 ln1018
r

r⋅ , В. 

 Задача №12 

Над проводящей плоскостью, имею-

щей положительный заряд  ξ , на высоте h, 

параллельно ей  подвешен заряженный про-

вод с погонной плотностью заряда   +τ (рис. 

2.7). На какой высоте должен быть располо-

жен провод, чтобы сила,  действующая на 

него со стороны плоскости,  равнялась нулю?     

Решение  

             При решении используем метод зеркального отображения  для нити 

без учета заряда на плоскости и  принцип суперпозиции потенциалов, по-

лученных от 2-х зарядов и от плоскости.  

Для зарядов +ττττ и -ττττ потенциал в точке М не высоте h определяется выра-

жением   

)nRnR(
2 21м

ll −
πε
τ−=ϕ , где 22

1
r)zh(R +−=  а 22

2
r)zh(R ++= ,  

который  при r=0   принимает вид )()((
2

zhnzhnм +−−−= ll
πε
τϕ .     

Рис. 2.7 
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Поверхностный заряд, наводимый заряженной нитью на проводящей по-

верхности  при z=0    
hzh

zhzh

zz
Z π

τ
π
τϕεξ −=

+
++−⋅−=

∂
∂−=

=
= 22

0
0

)()(

2
. 

Чтобы сила, действующая на провод  была равна нулю, необходимо вы-

полнить равенство  
hZ π

τξξ == =0   откуда  высота подвеса должна быть 

равна    h=πξ
τ

. 

На основании этого закона, в следующей задаче находится сила, с ко-

торой проводящие плоскости действуют на точечный заряд. 

 Задача №13 

Найти силу, действующую на точечный заряд  

q, помещенный на расстояниях  a = 4 см   и   b = 3 см 

от двух проводящих полуплоскостей, образующих 

между собой прямой угол (рис. 2.8).  

Решение: 

Применяем метод зеркальных изображений. Отобразим зеркально заряд  

+q в проводящих плоскостях. Получим дополнительные заряды   (+q1),  (-q2),    

(-q3), как показано на рис. 2.9а, там же нарисованы электрические поля систе-

мы. Определяем силу, действующую на заряд q со стороны трех зарядов q1, q2, 

Рис. 2.8 

Рис. 2.9 
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q3 (направление силы от положительного заряда к отрицательному, рис. 

2.9,б).Согласно принципу суперпозиции на заданный заряд действуют 3 силы,  

результирующая сила - векторная сумма трех составляющих: 

                       
321

FFFF
rrrr

++= , 

где      F1 - сила взаимодействия между зарядами     +q1      и q;                                   

F2 сила  взаимодействия между зарядами     -q 2 и q;                                                  

F3 - сила  взаимодействия между зарядами     -q 3 и q.                                                

Находим расстояния r1, r2,  r3  между  зарядами  

r2 (-q2  - +q) = 2a= 8см,  r1(+q1 -  +q) = 22 44 ba + =10 см,   r3 (-q3  -  +q) =  2b=6 см       

 Представим силу 1F
r

 в виде проекций на оси х и у 

( ) ( )00
2

1

2

2
1

2
00

1 6.08.0
44

sincos yx
r

q

r

q
yxF

rrrrr
+=⋅+=

πεπε
αα  

Поскольку сила 2F
r
направлена против оси х, то проекция результи-

рующей силы на ось х будет равна 

0076.0
444

8.0 2

2
2

2

2
1

2

21 πεπεπε
q

r

q

r

q
FFF xx −=−⋅=−==  

Аналогично, определится проекция результирующего поля на ось у 

0218.0
444

6.0 2

2
3

2

2
1

2

31 πεπεεπεε
q

r

q

r

q
FFF yy −=−⋅=−==  

Величина результирующей силы составит 

0231.0
4

2
22

πε
q

FFF yx =+=  

 

Задача № 14 

Определите  энергию  электрического  поля,  запа-

сенную  в  объёме  цилиндра  радиуса  1=R М  и  длиной  

1=l м.  Ось  цилиндра  совпадает  с  осью  OZ (см. рис. 

2.10).  Потенциал  внутри цилиндра известен 22 yx +=ϕ ,[В/м2].  

Рис. 2.10 
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Решение 

Определим энергию  электрического  поля,  запасенную  в  объёме  ци-

линдра по формуле (2.17) ∫=
V

Э dVEW
2

2

ε
. Запишем заданный потенциал в 

цилиндрической системе координат 222 ryx =+=ϕ  и   элемент объема цилинд-

ра  dzrdrddV α= . Определим напряженность электрического поля как  

rrE 2−=∂
∂−= ϕ  Тогда  

∫ ∫ ∫ =⋅⋅== R l
Э lR

R
ldrrdzdrW

0

2

0 0
4

4
2

4

4
2

2
4

2
π πεπεαε

 

Ответ:  Для числовых значений  задачи  Wэ= ε⋅π .   

 

2.4  Задачи для самостоятельного решения  

2.1. Две плоские металлические пластины разде-

лены слоем однородного диэлектрика толщиной d с ди-

электрической проницаемостью ε.  На верхнюю пласти-

ну подан потенциал –U0, нижняя пластина заземлена. 

Найти потенциал φ между пластинами, напряженность 

поля E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на 

одной из пластин  q и емкость системы С. Линейные размеры пластин   a   и  b  

много больше размера    d  

Получить выражение  для потенциала между пластинами плоского кон-

денсатора, изображенного на рис. 2.11.  

Ответ:    0
0 Ux

d

U
−⋅−=ϕ . 

2.2.  Два бесконечно длинных металличе-

ских коаксиальных  цилиндра с радиусами   R1=1 

см , R2=2см, образуют конденсатор.  Пространство 

между цилиндрами заполнено воздухом. Опреде-

лите ёмкость конденсатора на единицу длины. 

Рис. 2.11 

Рис. 2.12 
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 Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.3. Два коаксиальных металлических цилиндра радиуса R1 и R2 разделе-

ны слоем диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε . На внешний ци-

линдр подан потенциал U, внутренняя пластина заземлена (рис. 2.12). Найти 

распределение потенциала ϕ   между цилиндрами, а также Е, D,ξ ,С. Краевыми 

эффектами пренебречь. 

Ответ: 
( )

( )
12

1

R/Rln

R/rlnU ⋅
=ϕ ,   ε =

rr
ED , ( )

12
r R/Rlnr

U

dr

d
E

⋅
−=ϕ−= , 

, Rr при   )R/R/(ln(
R

1
U

112
1

1
=ε−=ξ   

212
2

2
Rr при   )R/R/(ln(

R

1
U =ε−=ξ  

LRLRq 221 22 πξπξ ==  ,     )R/R/(ln(L2C
12

πε= . 

2.4. Определить емкость двухслойного (ε1, ε2) сферического конденсатора 

С, размеры которого R1, R2, R3 , причем R1<R2<R3. 

Ответ: 
21

21

CC

CC
C

+
⋅

= ,   
12

12
01

4

RR

RR
C

−
=

πε ,   
23

32
02

4

RR

RR
C

−
=

πε . 

2.5.  Внутренняя поверхность полусферы имеет положительный заряд q. 

Чему равен потенциал в центре полусферы? 

  Ответ:      
0

1

4 4 aS

q
ds

R R

ξϕ
πε πε

= =∫  

 2.6. Заряженный металлический шар, радиусом 3 см находится в возду-

хе. Известно, что при напряжённости поля 30 кВ/см в воздухе происходит про-

бой. Определите предельно допустимый заряд шара, обеспечивающий отсутст-

вие пробоя. 

Ответ: 6,857⋅10-9   Кл. 

2.7. Бесконечная металлическая плос-

кость [2] несёт поверхностный заряд =ξ 6,6⋅10-

12  Кл/м2 . Найти величину полей Е и D в про-

странстве вблизи поверхности, если диэлек-

трическая  проницаемость εа = ε0  

Рис. 2.13 
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Ответ: Е=0,373 В/м;  D=6,6⋅10-12  Кл/м2. 

2.8.  Определить емкость  плоского двухслойного конденсатора, размеры 

которого показаны  на рис. 2.13.  Определить, во сколько раз  увеличится ем-

кость этого конденсатора, если толщину первого слоя сделать равной нулю, а 

ε2=2ε1. 

Ответ: 
)( 12112

21

ddd

SC
−+

⋅=
εε
εε

,   в 1/3раз. 

2.9. Цилиндрический электронный поток  радиуса  R  созда-

ёт ток переноса  I0, c объёмной плотностью движущегося заряда 

ρρρρ, и скоростью движения заряда V0 и площадью поперечного се-

чения пучка  S. 

Прямым интегрированием уравнения  Пуассона  найти с точностью до 

постоянных С потенциал и напряженность электрического поля   Er   на границе 

пучка, которая способствует его расфокусировке.           

Ответ: 
R

С

R

I
EBnRC

I
r −=++−=

0

0

0

0

2
,

4 ϑπεϑπε
ϕ l . 

2.10. Определить напряженность электрического поля на 

оси z, являющейся осью симметрии равномерно заряженного 

кольца радиуса r, пренебрежимо малой толщины и расположенно-

го в воздухе (рис. 2.14).    Полный заряд кольца равен q. 

Ответ:  ( ) 2
3

22
04 rz

zq
Ez

+
⋅=

επ
. 

2.11. Найти выражение для электрической энер-

гии, запасаемой сферическим конденсатором, внешний 

и внутренний радиусы которого R2 и R1 соответственно, 

заряд на одном из электродов q, параметр среды ε. 

Ответ:  
( )

21

12
2

8 RR

RRq
WЭ

⋅
−

=
πε

. 

2.12. Используя требования теоремы единственности (однозначности по-

тенциала и его конечности в любой точке пространства), проведите выбор    по-

Рис. 2.14 

Рис. 2.15 
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стоянных в выражении ( ) ( )αλαλϕ λλ
λ

λλλ ⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅= sincos1 BArD
r

C , опреде-

ляющего потенциал в области V, ограниченной двумя бесконечными  по оси z и 

изолированными друг от друга электродами (см. рис. 2.15). Полуцилиндриче-

ский электрод имеет потенциал φ1, плоский -  φ=0. 

Ответ:  0== λλ AC ,  n=λ . 

2.13. Найти  распределение  потенциала  ϕ   и  

напряженность  поля  между  электродами, изобра-

женными  на  рис. 2.16.  Пластины  при  0=r   изо-

лированы друг  от  друга  и  бесконечны  в  направ-

лении осей r и z.  При  решении учесть, что  ϕ  за-

висит только  от  цилиндрической  координаты  α .  

Ответ: 1
0

12 U
UU

+⋅
−

= α
α

ϕ ,   
0

12

αα ⋅
−−=

r

UU
E . 

2.14. При проведении  испытаний на электрический пробой коаксиальной 

линии передачи, образованной двумя цилиндрами с радиусами R1 и R2     (R2 

>R1) было получено, что пробой наступает при разности  потенциалов U0. Затем 

радиус внутреннего цилиндра был уменьшен вдвое. 

Определите для новой системы пробивную разность потенциалов. 

Ответ: U=U0  [1+ ln2/ln (R2/R1)]. 

2.15.Определить радиус уединенной сферы емкостью 10 πФ. Среда ваку-

ум. 

Ответ: r = 9·10-2 м. 

 2.16. Металлический шар радиуса 0,2 м несет на себе заряд q = 6·10-5 Кл. 

Диэлектрическая проницаемость среды ε =3ε0. Подсчитать энергию электриче-

ского поля. 

Ответ:  WЭ = 27 Дж. 

2.17. Вывести выражения, определяющие электрическое  поле электро-

статического диполя  (см. рис. 2.17)  и уравнение его силовых линий.  

Ответ: θ20 sinrr
vv = ; 

Рис. 2.16 



 64

)sincos2(
4

00
3

θθθ
πε

rrr
+= r

r

ql
E      

2.18.  Нить длиной lимеет на единицу длины заряд l
a

πττ sin0= . Вычислить 

полный заряд нити при 
4

a=l ; 
2

a . 

Ответ: 
π

τ
2

20

4

a
q a

/
=

=l
;   0

2

=
=

a
/

q
l

. 

2.19. Бесконечная металлическая плоскость имеет поверхностную плот-

ность заряда 6,6⋅10-12  Кл/м2 . Найдите величину полей E
r

 и D
r

 в пространстве 

вблизи поверхности, предполагая  проницаемость ε = ε0      

Ответ: Е=0,373 В/м;  D=±3,3⋅10-12  Кл/м3. 

2.20. Два бесконечно длинных коаксиальных  цилиндра с радиусами      

R1=1 см , R2=2см, выполненные из металла образуют конденсатор.  Простран-

ство между цилиндрами заполнено воздухом. Определите ёмкость конденсато-

ра на единицу длины. 

Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.21. Задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ ,  где  r -  цилиндрическая  координа-

та.   Определить  объёмную  плотность  заряда,  создающее  это  поле, считать 

ε= ε0.    

Ответ: ρ=-8ε0 . 

2.22. Над  положительно  заряженной,  металлической  плоскостью  с  

поверхностной  плотностью  заряда  ξ   помещен  точечный  заряд  q+ .  На  

какой  высоте  h   сила,  действующая  на  заряд  равна  нулю? 

Ответ: ξπ ⋅
⋅= q

h
4

1

   

2.24.   Диэлектрическая  проницаемость  среды  равна  0εε ⋅= x .  Найти   

выражение  для  напряженности  поля  E ,  полагая,  что  объёмные  заряды  от-

сутствуют.   
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Ответ:  )( 0ε⋅= x
AEX  

 2.25. Заряд с объемной плотностью 
a

r
0ρρ =  распределен в объеме сферы 

радиусом а. Определить закон изменения напряженности и индукции электри-

ческого поля внутри и вне сферы. Описать поведение векторов E  и D  при пе-

реходе границы сфера-воздух. Вычислить энергию электрического поля, созда-

ваемую заряженной сферой. Диэлектрическая проницаемость материала сферы 

ε, среды - ε0. 

 Ответ: 
0

2

3
0

4 ε
ρ
r

a
Eвнеш = ; 

ε
ρ
a

r
Eвнутр 4

0
2

= ; 
ε
πρ

42

52
0 a

WЭ =  

2.26.Чему равна полная электрическая сила, действующая на единицу по-

ложительного заряда, помещенного в центре квадрата со стороной в, если по 

углам заряда расположены  заряды  q, 2q, -4q, 2q. 

Ответ: 
2

08

3

в

q
F

πε
= .  

2.27.Начало прямоугольных декартовых координат помещено в геомет-

рическом центре заряженного проводящего шара. Найти заряд шара, если раз-

ность потенциалов точек А(-14, 4, 8) и Б(-12, 16, 0) (в сантиметрах) равна 30 В, а 

радиус шара r = 2 мм. 

 Ответ: q = 3,3 10-9 Кл. 
 

2.28. Найти объёмное распределение зарядов, создающих в вакууме по-

тенциал 
r

q a

r−
⋅= lϕ .                                 Ответ: a

r

ra

q −⋅
−= l

2
0ερ  

  2.29. Установлено, что вертикальная составляющая напряженности элек-

трического поля вблизи земной поверхности  Еn = 300 В/м. Найти поверхност-

ную плотность заряда земли. 

Ответ: ξЗ = 2,65 10-9 Кл/м2. 

2.30.Вычислить энергию равномерно заряженного шара радиусом а, рас-

положенного в воздухе. Диэлектрическая проницаемость шара ε, заряд q. Ответ: 









+=

0

2 1

5

1

8 εεπ a
Э a

q
W . 
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 2.31. Для коаксиального кабеля с размерами радиусов R1 = 1мм, R2=4мм 

найти наибольшее допустимое напряжение, которое можно приложить к про-

водникам, чтобы запас электрической прочности был равен 5. Чему будет равна 

энергия электростатического поля кабеля при этом напряжении? 

 Ответ:   6930 В ;   24·10-4 Дж/м. 

 2.32. Для сферического конденсатора с размерами радиусов обкладок R1 , 

R2 , к которым приложена разность потенциалов U, получить формулу для рас-

чета запасенной в нём энергии. 

  Ответ: 
21

212
02

RR

RR
UW

+
⋅

= πε / 

 2.33. При каком напряжении произойдет пробой в коаксиальном кабеле, 

имеющем размеры радиусов R1 = 2мм, R2=4мм , если пространство между про-

водниками заполнено полистиролом (εr =2,5), пробивная напряженность поля в 

котором  Епроб =2,5·107 В/м? 

 Ответ: 3,15·104 В. 

 2.34. Вычислить силу притяжения между параллельными проводниками 

равных радиусов R=1см, с расстояниями между их осями D>>2R и заряженных 

равными по величине и противоположенными по знаку зарядами. Длина про-

водников много больше расстояния D=40см. Между проводами приложено на-

пряжение U =400 В. 

 Ответ: .101,4
)/(ln2

7
2

2
0 Н

RDD

U
F −⋅=−=

πε
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         3  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Электрическое поле постоянного тока. 

 2. Магнитное поле постоянного тока.  

  3 . Индуктивность и взаимная индуктивность. 

4. Энергия магнитного поля. 

3.1  Электрическое поле постоянного тока 

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для 

электрического  поля имеет вид: 

        0Erot =
r

,     ρ=Ddiv
r

, ED
rr

ε= ,   Ej
ПР

rr
σ=                      (3.1)) 

Первое уравнение (3.1) показывает, что элек-

трическое поле постоянного тока подобно электроста-

тическому полю потенциально. Но  в отличие от элек-

тростатического. оно существует и в проводящей сре-

де, где σ= /jE
rr

. Если по  проводнику протекает  ток, то  

на его поверхности появляется отличная от нуля танген-

циальная (касательная) составляющая напряженности электрического поля E
r

 (см. 

рис.  3.1). Отношение нормальной составляющей Еn к тангенциальной Еτ для хо-

роших проводников имеет порядок 105, и Еτ пренебрежимо мало по сравнению 

с Еn.  

При вычислении электрического поля в идеальном диэлектрике, окру-

жающем проводник с постоянным током, можно пренебречь касательной со-

ставляющей напряженности электрического поля и считать, что электриче-

ское поле  в нем почти не отличается от электростатического.  

Иное наблюдается внутри проводника. При наличии постоянного тока 

в проводящей среде существует электрическое поле, которое описывается 

Рис. 3.1 
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следующей системой дифференциальных и интегральных уравнений :                           

0Erot =
r

,     0jdiv =
r

,    Ej
ПР

rr
σ= .                        ( 3.2) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0Sdj
rr

.                                                (3.3) 

 Сопоставим систему уравнений (3.2) и (3.3) с уравнениями электро-

статического поля в среде, не содержащей зарядов, 

        0Erot =
r

,     0Ddiv =
r

, ED
rr

ε= ,                        (3.4)) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0SdD
rr

,                            (3.5) 

Видим, что они совершенно одинаковы по форме. Уравнения электростатики 

(3.4) и (3.5) становятся справедливыми для электрического поля  в проводящей 

среде, если  электрическую индукцию D
r

 заменить в них плотностью тока  j
r

, а 

диэлектрическую проницаемость ε – удельной проводимостью σ. 

                           D
r

 →  j
r
  и   ε →  σ.                                        

(3.6) 

Однако, тождественность уравнений еще не гарантирует тождественности их 

решений. Для этого необходимо также совпадение граничных условий . 

Это совпадение имеет место только в слабо проводящих средах на границах с 

хорошими проводниками. Действительно, как следует из второго уравнения 

(3.3), нормальная составляющая j
r

 на границе двух сред непрерывна                           

j1n=j2n.                                                                    (3.7) 

Касательные составляющие в силу непрерывности  Еτ  (E1τ = E2τ)  

связаны соотношением  

    j1τ/σ1=( j2τ/σ2).                                                       (3.8) 

При достаточном различии проводимостей  σ1 и σ2 составляющей j1τ мож-

но пренебречь и считать вектор 
1
j
r

 нормальным к границе. Таким образом, сов-

падение граничных условий для векторов D
r

 в электростатике и j
r

 в  проводя-

щих средах  имеет место только на границах хороших проводников (металлов) 
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и слабо проводящих сред. В этих случаях решение соответствующей электро-

статической задачи может быть использовано для определения поля в слабо 

проводящей среде. В литературе этот метод  называется методом электроста-

тической аналогии. 

Применительно к системе двух проводников (конденсатору) этот метод  при-

водят к следующему соотношению между емкостью  идеального (без потерь) 

конденсатора и проводимостью того же конденсатора но с потерями                                            

σ
ε=

G

C
                                                                     

(3.9) 

Это соотношение обычно используется для вычисления сопротивления 

изоляции между хорошими проводниками. 

3.2. Магнитное поле постоянного тока  

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для маг-

нитного поля имеет вид: 

Уравнения Максвелла в диффе-

ренциальной форме 

Уравнения Максвелла в инте-

гральной форме 

           
0Bdiv

jHrot

=

=
r

rr

 

             HB
rr

µ=  

∫ =
L

IldH
rr

 

0SdB
S

=∫
rr

                 (3.11)          

Если в области нет токов (магнитостатика), то в уравнениях 

(3.10) и (3.11)   нужно положить  0j =
r

 и  I=0. В этом случае магнитное 

поле оказывается потенциальным и напряженность магнитного по-

ля  можно представить в виде 

 MgradH ϕ−=
r

,                                              (3.12) 

где Mϕ - магнитостатический  потенциал, который подчиняется  уравнению Ла-

пласа:                                   0M2 =ϕ∇  .                                                 (3.13) 

 (3.10) 
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В тех случаях, когда в рассматриваемой области имеется ток ( j
r

≠0) маг-

нитостатический потенциал ϕМ  становится неоднозначной функцией. Разность 

значений между точками K1 и K2 зависит от контура, по которому выполняется 

интегрирование в формуле  

∫=ϕ−ϕ
2

1

K

K

M

2

M

1
ldH
rr ,                                        (3.14) 

а именно, при каждом обходе контура вокруг тока I в положительном направ-

лении (так, чтобы контур образовывал с направлением, в котором течет ток, 

правовинтовую систему) значение интеграла в (3.14) возрастает на величину I. 

Таким образом, магнитостатический потенциал ϕМ не позволяет устано-

вить однозначно связь между стационарным магнитным полем и создающим 

его постоянным током. Для определения магнитного поля обычно вводят век-

торный потенциал A
r

, связанный с вектором B
r

 соотношением 

ArotB
rr

= .                                                                (3.15) 

Векторный потенциал стационарного поля удовлетворяет векторному 

уравнению Пуассона   

jA2
rr

µ−=∇              .                               (3.16) 

 Если токи сосредоточены в ограниченной области V, на поверх-

ности S или протекают по контуру L, то решение уравнения (3.16) можно по-

лучить из соответствующей формулы для: 

объемных токов поверхностных токов линейных токов 

dv
R

A ∫=
v

j
r

r

π
µ
4

  (3.17) ∫=
S

S dS
R

j
A

r
r

π
µ
4

     

(3.18) 

∫=
L

R

dI
A

l
r

r

π
µ
4

          

(3.19) 

 

где R- расстояние от элементов dv, dS или dl до точки, в которой вычис-

ляется потенциал. 

Переход от векторного потенциала A
r

 к напряженности магнитного поля 

H
r
производится по формуле (3.15). Предположение, что пространство запол-
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нено однородной изотропной средой  приводит к следующим вариантам  закона 

Био – Савара в интегральной форме 

Для объемных  токов Для поверхностных токов Для линейных  токов 

[ ]
dV

R

rj
H

V
∫=

2
0,

4

1
rr

r

π
 3.20) 

[ ]
dS

R

rj
H

S

S∫=
2

0,

4

1
rr

r

π
 3.21) 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 3.22) 

 Дифференциальная форма закона Био – Савара для линейных токов представ-

ляется в виде 

[ ]
02 r,ld

R4
I

Hd
rrr

π
= .                                         (3.23) 

В таком виде закон Био-Савара определяет магнитное 

поле Hd
r

 в точке М, создаваемое элементом тока 

lId (см. рис. 3.2). 

  

3.3. Энергия магнитного поля постоянного тока  

Известно, что с магнитным полем  в объеме V связана магнит-

ная энергия  

dVHdVHBW
VV

M
∫∫ == 2

2

1

2

1 rrr
µ  ,                                       (3.24) 

с плотностью энергии                                    

22

2HHB
wм

rrr
µ==                                                           (3.25)                                               

С учетом (3.15) и (3.16) выражение  (3.24)   приводится к виду     

∫=
V

M dVjAW
rr

2

1
,                                         (3.26) 

где магнитная энергия представлена через объемные токи и векторный потен-

циал. В случае линейных токов выражение для энергии магнитного поля упро-

щается. Например, формула (3.26) с учетом (3.19) для уединенного контура L с 

током I примет вид 

Рис. 3.2 
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∫=
L

M dAW l
rr

2

1
.                                         (3.27) 

Применим к интегралу в (3.27) теорему Стокса (П1.26), получим 

ФSdBSdArotdA
SL S

=∫=∫ ∫=
rrrr

l
rr

,                                         (3.28) 

где Ф – магнитный поток через поверхность  S, опирающуюся  на контур L. 

Подставив (3.28) в (3.27), получим     WМ=I⋅Ф/2 .                              (3.29) 

В случае N контуров выражение для WM записывается:               

                       ∑=
=

N

1n
nn

M ФI
2

1
W  ,                                                                            

(3.30)) 

где Фn - поток магнитной индукции, пронизывающий контур Ln,  

       In-ток в контуре Lп. 

 3.4. Индуктивность и взаимная индуктивность 

Так как поток магнитной индукции           

 Ф=L ⋅I                                            (3.31) 

пропорционален L –индуктивности контура, то 

 WМ=I ⋅Ф/2=LI2/2                                              (3.32) 

В случае N контуров поток Фnk пропорционален току Ik: 

Фnk = Mnk Ik                                         (3.33) 

Коэффициент пропорциональности Mnk при k≠n называют взаимной ин-

дуктивностью контуров Lk и Ln, а коэффициент Mkk -собственной индуктив-

ностью контура Lk.Взаимная индуктивность определяется следующим выра-

жением                   ∫ ∫π
µ=

n k
L L

kn
nk r

ldld

4
M

rr

                                       

(3.34) 

Формула симметрична относительно индексов n и k. Это значит, что совершен-

но такое же выражение будет получено и для взаимной индуктивности knM , 

определяемой равенством 
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     nknkn IMФ = ,                                              (3.35) 

где 
kn

Ф − магнитный поток (потокосцепление), обусловленный током контура 

nL  и проходящий через поверхность, ограниченную контуром kL . 

 Формула (3.34) дает возможность вычислять в конкретных случаях вза-

имные индуктивности по одному лишь взаимному расположению контуров. 

Как видно, взаимная индуктивность контуров kL  и nL  зависит  только 

от параметров среды, взаимного расположения и не изменяется  при пере-

становке индексов (свойство взаимности): 

Mnk=Mkn .                                                (3.36) 

 3.5  Примеры решения типовых задач 

 Задача № 1 (проводимость изоляции) 

Определить проводимость плоского конденсатора, если заданы: S-

площадь пластин, d – расстояние между ними,εr – относительная диэлектриче-

ская проницаемость диэлектрика в конденсаторе,σ – удельная проводимость 

диэлектрика. Определить мощность, выделяющуюся в конденсаторе в виде те-

пла, если к нему приложено напряжение U. Поле в конденсаторе считать одно-

родным Дать численный ответ задачи, если S=10 см2, d=0.5см,  εr=4, σ=10-6 

См/м, U=100 В. 

Решение. 

Задачу можно решить двумя способами. В первом - получим формулу 

для проводимости путем следующих рассуждений. В диэлектрике конденсатора 

под действием напряженности поля Е возникает ток утечки, подчиняющийся 

закону Ома Ejпр ο= . Поскольку поле в конденсаторе предполагается однород-

ным, то d
UE =  и SjI пр= . Проводимость конденсатора определится как 

d

S
U

IG
⋅== σ .  

Второй способ состоит в использовании соотношения между емкостью и 

проводимостью (3.9). Емкость плоского конденсатора равна 
d

S
C

ε= , так что 
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полученная выше формула для проводимости получается заменой ε на σ в фор-

муле для емкости. 

Проведем численные расчеты. Определим вначале емкость конденсато-

ра. 
d

S
C rεε0= =0,707 пФ,  G=2·10-8 Cм,  Р=U2

·G=2·10-4 Вт. 

Задача № 2 (шаговое напряжение) 

Заземление представляет собой металли-

ческую полусферу, погруженную в землю, как 

показано на рисунке. R –радиус заземления, r - 

расстояние от его центра до произвольной точки  

внутри земли. σ – удельная проводимость земли. К заземлению подводится ток 

I, который растекается в толще земли к другому заземлению, которое находится 

достаточно далеко. Определить сопротивление заземления, пренебрегая собст-

венным сопротивлением металла, и шаговое напряжение на расстоянии 2м от 

заземления. Принять R=20 см, σ=10-2 См/м, I=1000 А (ток короткого замыкания 

на линии передачи) 

Решение. 

Поскольку расстояние до второго заземления предполагается большим, 

то поле в земле можно считать зависящим только от расстояния r  и не завися-

щим от угловых координат точки наблюдения. Плотность тока  в земле на рас-

стоянии r будет равна 
22 r

I
jпр π

= . Из закона Ома Ejпр σ=  получим 

22
)(

r

I
rE

πσ
= .  Определим напряжение на заземлении по отношению к беско-

нечно удаленной точке ∫∫
∞∞

===
RR R

I

r

drI
drrEU

πσπσ 22
)(

2
. 

Проводимость  заземления будет равна Rπσ2 , а сопротивление  - обратной ве-

личине. Конечно, формулу для проводимости заземления  можно было полу-

чить проще, воспользовавшись методом электростатической аналогии, т.е. 

формулой (3.9). При этом нужно принять  емкость полусферы равной половине 
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емкости сферы, т.е. RC πε2= . Определим шаговое напряжение , т.е. напряжение 

между точками на поверхности земли на расстоянии одного шага -l 

∫∫
++










+
===

lr

r

lr

r
ш lrr

lI

r

drI
drrEU

)(22
)(

2 πσπσ
 

Проведем численные расчеты.  

Сопротивление заземления ( ) 12 −== R
I

U
RЗ πσ =79,6 Ом. Шаговое напряжение 

на расстоянии r=2м длине шага l=0.8м    








+
=

)(2 lrr

lI
Uш πσ

= 2,27 кВ 

Таким образом, нахождение человека вблизи заземления при аварии на 

линии может быть опасным для жизни. 

Задача № 3 (закон полного тока) 

По  двум  параллельным,  прямолиней-

ным  проводникам  текут  токи  AI 21 =   и  

AI 12 = .  Расстояние  между  проводниками l   

(рис. 3.3).  Определите   расположение  линии,  на  

которой  магнитное  поле  равно  нулю. 

   Решение 

Магнитное поле вне бесконечного проводника с током I было 

определено в разделе 1 (формула 1.18).    rIH π2/= .   

                                    (3.37) 

Следовательно,  для первого и второго проводов 

магнитные поля соответственно равны                        

)r(2

I
H,

r2

I
H 2

2
1

1 −π
=

π
=

l

, 

Согласно правилу буравчика убеждаемся, 

что на линии  l направление векторов 1H
r

 и 2H
r
бу-

дут противоположными. Следовательно, в неко-

торой точке М суммарная напряженность  магнит-

Рис. 3.3 

Рис. 3.5 
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ного поля будет равна  нулю. Приравняв Н1 и Н2, получим 

)(22
21

r

I

r

I

−
=

lππ
;       Отсюда  3/2l=r   

Задача № 4 (поверхностный ток) 

При изготовлении пластмассовой пленки 

полоса шириной l∆  и толщиной ∆h (∆h << l∆ ) 

протягивается со скоростью   v  через два по-

следовательно расположенных ролика  

(рис. 3.4).  В процессе протягивания пленка 

электризуется и  приобретает поверхностную 

плотность заряда  ξ. Определить напряженность магнитного поля в точке   Р,   

находящейся вблизи поверхности листа.  

Решение 

В процессе протягивания заряженной  тонкой пленки со скоростью  ϑ   

создается поверхностная плотность тока   
r
η  ( ϑξ=η

rr
)  (*).  Силовые линии маг-

нитного поля H
r
замыкаются вокруг пленки (рис. 3.5) 

Определим  величину магнитного поля H
r

, создаваемого током l∆⋅=ηI ,. 

Для этого перпендикулярно поверхности пленки расположим плоскость  θ    и 

рассмотрим циркуляцию вектора  H
r

   по прямоугольному контуру а-в-с-d  c 

размерами   h∆⋅∆l , лежащему в плоскости ( )h∆>>∆l θ . 

Воспользуемся законом полного тока       ∫ =
L

IdH l
rr

. 

Совместим направление тока с поступательным движением буравчика, 

тогда направление его вращения определит направление  вектора H
r

.  Цирку-

ляцию  вектора H
r

 можно представить в виде 

lll ∆==Η∆+Η∆ ηI . 

Отсюда получаем          
2

з
З =  или  учетом  (*) 2/H ϑξ=

rr
. 

Задача №5 (поле отрезка проводника с током) 

Рис. 3.4 
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Определить напряженность магнитного поля в точке М, создаваемую от-

резком линейного провода с током I. (рис.3.6а).Точка М удалена от провода на 

расстояние b.Проводник на рисунке выделен более жирной  линией.  

Решение 

Поскольку проводник с током является линейным, то воспользуемся за-

коном Био-Савара для линейных токов (формула 3.22). 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 

Нанесем на рисунок векторы  ld
r
и 0r

r
 в текущей точке интегрирования Р. 

Вектор ld
r
направим по направлению тока, показанному стрелкой. Координату l 

будем отсчитывать от т. О – проекции т.М на проводник. Векторное произведе-

ние [ ]0rdl
r⋅   направлено к нам и равно αsin⋅dl . Из  

∆ОМР найдем αα ttgbtgbl ⋅−=−⋅== )180(OP 0 . Дифференцируя это соотно-

шение, получим 

α
α

2sin

db
dl

⋅−= . Учтем также, что αα sin)180sin( 0 ⋅=−⋅= bbR  

В результате поле dH в точке М от элемента тока dl будет равно 

b

d
dH

αα ⋅= sin
. Проинтегрируем это выражение от угла α1 до угла α2, под 

которыми концы отрезка видны из т. М рис.3.6б). В результате получим 

)cos(cos
4

)( 21 αα
π

−=
b

I
MH                           (3.38) 

Рис. 3.6 
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Поскольку углы α1 и α2 не завися от положения т.О, то полученное соот-

ношение является не зависящим от  выбора системы координат. Если приме-

нить эту формулу к бесконечно длинному проводу, то α1→0, α1→π. В результа-

те  2coscos 21 =− αα  и формула (3.38) переходит  в формулу (3.37). 

Задача № 6 (поле катушки Гельмгольца) 

Для создания  магнитного поля в некотором объеме используются катуш-

ки Гельмгольца, которые представляют собой два параллельных витка провода 

радиуса   «а»,   находящиеся на расстоянии   «b»   друг от друга (рис. 3.7). По 

проводам течет ток   I   в одном направлении. Определить напряженность поля 

на оси витков в точке P, расположенной   на расстоянии  z  от центральной точ-

ки  О  системы. 

Решение 

 Для нахождения поля  в точках на оси витка (в точке Р), используем 

принцип суперпозиции. Напряженность поля   Н  определяется суммой полей   

IH    и  2H ,  созданных каждым витком в отдельности. Поле отдельного витка 

можно найти, используя закон Био-Савара в дифференциальной форме (3.23). 

[ ]024
r,ld

рR

I
Hd

rrr
=  

Вектор   d
r
Η , создаваемый элементом ld  перпендикулярен векторам   d

r
l , 

и 0r
r

 (рис. 3.8,а)  и имеет две компоненты – радиальную и продольную 

zr ЗdЗdЗd
rrr

+= . Для вычисления полного поля Н надо 

выражение  Hd
r

 проинтегрировать по длине витка. При 

интегрировании радиальная часть поля окажется рав-

ной нулю, поэтому определим только dHz. 

( ) .ddd
L

z
L

zr ∫ Η=∫ Η+Η=Η
rrrr  

Для этого найдем вначале величину поля Hd
r

. 

Поскольку 0rld
rr

⊥ , и 10 =r
r

, то dl
R

I
dH

24π
= . Из ри-

Рис. 3.7 
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сунка 3.8б видно, что dHz=dH·sinθ. Поскольку sinθ=a/R, то  dl
R

Ia
dHz 34π

=   

 

Интегрирование по длине витка сводится к замене dl на длину витка 2πа. 

Поле от одного витка в точке Р будет равно    
3

2

2
)(

R

Ia
PH = .  

В обозначениях условия задачи (рис.3.7) 

22 )
2

( z
b

aR ++=  - для нижнего витка и 22 )
2

( z
b

aR −+=  - для верх-

него. Таким образом, полное поле в точке Р будет равно   

        .
222

2
3

2
2

2
3

2
22
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
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
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
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b
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I                    

 Задача № 7 (внутренняя индуктивность 

проводников) 

Вдоль проводника в виде металлической трубы с 

внутренним радиусом R1 и внешним - R2 (рис. 3.9) 

протекает постоянный ток с плотностью  j
r

. Опреде-

лить внутреннюю индуктивность отрезка трубы дли-

ной  l  и сплошного проводника с радиусом R2. 

 Решение 

Рис. 3.8 

Рис. 3.9 
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В данной задаче индуктивность проще определить через магнитную энер-

гию. 

∫ == LIdVHWM 22

2

1

2

rµ
                                             (3.39) 

Поскольку магнитное поле существует  внутри и снаружи проводника, то 

магнитную энергию  и индуктивность можно разделить на внутреннюю и 

внешнюю. Определим в этой задаче только внутреннюю индуктивность, по-

скольку для решения внешней задачи не хватает данных –не задан внешний 

контур с током.  

Определим I(r)  и Н(r) в разных точках поперечного сечения рисунка 3.9. 

Для этого воспользуемся законом полного тока. ∫ =
L

IdH l
rr

, в котором I есть ток, 

пронизывающий контур L. Согласно этому закону, магнитное поле внутри тру-

бы (r<R1) будет равно нулю, поскольку нет тока, пронизывающего контур в 

этой области.  Внутри проводника (R1≤r≤R2) контур радиуса r будет пронизы-

ваться частью полного тока. 

( ) ( )2
1

2 RrrI −= π  

Очевидно, что величина I(R2) дает полный ток в трубе. Магнитное поле 

внутри проводника определится как 

( ) ( ) ( )
;

22

2
1

2

r

Rrj

r

rI
rH

−==
π

.                     (3.40) 

Подставим полученное выражение в формулу для магнитной энергии (3.39) и 

будем  интегрировать  по объему проводника длиной l. Поскольку подынте-

гральная функция Н(r) зависит только от r, то элемент объема удобно предста-

вить в виде rdrdV π2⋅= l . 

Определим магнитную энергию поля внутри проводника трубы 
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
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

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∫
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Откуда получаем L  в  виде следующего соотношения: 









+−+
−
⋅=

1

24
1

2
2

2
1

4
1

4
222

1
2
2

ln
4

3

4

1

)(2 R

R
RRRRR

RR

l
L

π
µ

. 

Из этой формулы при  R1=0  находится внутренняя индуктивность  

проводника длиной l    

  l⋅=
р

м
L

8
.                                                 (3.41) 

Задача № 8 (индуктивность тора) 

Определить индуктивность катушки, состоящей из N витков, намотанных 

на тороидальный сердечник из магнитного материала с  〉〉rµ  1. В поперечном 

сечении сердечник тора  имеет форму квадрата со сторонами, равными  a , 

внутренний радиус тора - b,  (рис. 3.10). 

 Определить также взаимную индуктивность тора и длинного пря-

молинейного провода, вытянутого вдоль оси симметрии тора.  

Решение 

Предположим, что по катушке течет ток I. Так 

как магнитная проницаемость сердечника велика, то 

потоком рассеяния магнитного поля можно пренеб-

речь и считать, что магнитное поле отлично от нуля 

только внутри сердечника. Очевидно, что магнит-

ные силовые линии представляют собой концентри-

ческие окружности с центрами на оси системы. Ка-

ждая силовая линия пронизывается N витками катушки с током I в каждом вит-

ке. Таким образом, ток ,пронизывающий каждую силовую линию равен NI, и 

закон полного тока для контура в виде силовой линии имеет вид 

Рис. 3.10 
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∫ =⋅=
L

NIrHdH π2l
rr

, где  r- радиус силовой линии.. Отсюда напряженность маг-

нитного поля внутри тора будет равна rNIH πα 2/=  

Индуктивность катушки может быть вычислена  либо через магнитный 

поток (формула (3.31)), либо через магнитную энергию (формула (3.32)) Опре-

делим ее в данной задаче через магнитный поток. Контур, который пронизыва-

ется магнитным полем является сложным, состоящим из N витков провода. 

Пусть Ф1 – магнитный поток, пронизывающий один виток. Тогда  

∫ ∫Β=Β=
S S

dSSdФ
rr

1 , где S –площадь поперечного сечения сердечника. т.к.  

SdпараллеленB
rr

, а drdzdS ⋅= , то 

b

abaNI
dzdr

r

NI
Ф

ab

b

a +⋅⋅⋅=⋅= ∫ ∫
+

ln
220

1 π
µ

π
µ  

Поток, пронизывающий все витки катушки будет равен NФ1 

b

abaNI
NФФ

+⋅⋅⋅== ln
2

2

1 π
µ

 

В результате индуктивность катушки определится выражением 

b

ab
n

aN

I

Ф
L

+⋅== l
π

µ
2

2

 

Рекомендуется получить эту формулу путем вычисления магнитной энер-

гии в сердечнике. 

 Определим далее взаимную индуктивность катушки и провода, лежаще-

го на оси тороида. В данном случае лучше задаться током в проводе –I2, по-

скольку поле от него выражается наиболее просто –формулой (3.37). 

Магнитный поток, созданный проводом, через один виток равен 

1 ln
2 2

b a
п п

b

I a I adr b a

r b

µµ
π π

+ +Φ = =∫ . 

Полный поток через N  витков  -Ф12 будет равен NФ1 и в итоге взаимная 

индуктивность катушки и провода будет равна 

12
12 ln

2п

aN b a L

I b N

µ
π

Φ +Μ = = =  
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3.6  Задачи для самостоятельного решения 

       3.1. Вычислить магнитную энергию, сосредоточенную внутри 

цилиндрического проводника единичной длины, с протекающим по 

нему током I0. 

       Ответ:    .
16

2
0

π
µ I

W a
M

⋅=  

       3.2. Чему  равен  магнитный  векторный потенциал  
m

A
r

 в точке  наблюде-

ния,  расположенной  на  оси   кольцевого  проводника  радиуса а  и током   

1=Ι А   на  расстоянии   1 м  от плоскости кольца?  

      Ответ: 0A
m

=
r

. 

……3.3. По квадратной рамке со стороной а протекает ток I. Определить на-

пряженность магнитного поля в центре рамки. 

      Ответ: 
a

I
H

π
22=  

        3.4. Определить взаимную  индуктивность 

между прямоугольной рамкой и прямолинейным 

проводом с током I2, протекающим по нему (рис 

3.11).  

Ответ:  .
a

ln
2

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.5. Прямоугольный контур из тонкого проводника с размерами  а и b 

расположен на удалении  l    от бесконечного прямолинейного провода и на-

клонен относительно него на угол θ (рис. 3. 12). Определить взаимную индук-

тивность и провести расчет для θ=60о. 

            Ответ: .
a

ln
4

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.6.  Два  кольцевых проводника   

с  радиусами   21 RR <<   лежат в  одной 

плоскости.   Считая, что  поле  в центре  

Рис. 3.11 

Рис. 3.12 
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большого кольца,   где  расположено  малое  кольцо, однородно  и равно   

)2( 2

2
R

IB ⋅
⋅≅ µ , определить взаимную индуктивность.  Как  изменится  взаим-

ная  индуктивность  колец,  если  радиус  1R   уменьшить  вдвое,  а  2R  - вчетве-

ро.  

           Ответ: Останется неизменным. 

3.7.   Металлический  шар  радиуса R закопан на  большую  глубину в 

землю,  проводимость  которой  σ .. Ток,   вытекающий  из  поверхности  

шара, I. Получить выражение для  разности  потенциалов  между  шаром и  

любой  точкой  в  почве,  удаленной  на расстояние  r. 

           Ответ:    






 −⋅
⋅⋅

=
rRур

I
U

11

4
. 

3.8. Вычислить сопротивление изоляции на 

единицу длины коаксиального кабеля, заполненно-

го диэлектриком с проводимостью σ   и заданным 

значением ε.   Размеры кабеля заданы: радиус цен-

тральной жилы   а1,   радиус оплетки   а2  

(рис. 3.14). 

         Ответ:   
σπ

=
l2

a

a
ln

R 1

2

. 

3.9. Вдоль  тонкостенной  бесконечной трубы 

радиуса  а  и  тонкого   провода,  расположенного  

вдоль  оси трубы (рис. 3.15),  протекают  постоянные  

токи  1I  и ( )2I− .   

Определить  магнитное  поле  в точках,  от-

стоящих  от оси  на расстояниях  а/2  и  2⋅a в цилинд-

рической системе координат (r,z,α)? 

           Ответ: 
a

I
H

⋅
−=
πα

2 ;
a

II
H

⋅⋅
−=
πα 4

21 .  

       3.10.  Диэлектрик коаксиального  кабеля  имеет диэлектрическую прони-

Рис. 3.14 

Рис. 3.15 
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цаемость ε и удельную  проводимость  σ .  

Определить  напряженность  электрического  

поля  внутри  кабеля,  если ток  утечки на 

единицу длины  задан  I.                                              

Ответ: 
r

I
rE

⋅⋅⋅
⋅=

σπ2
0rr

. 

        3.11. Вычислить сопротивление зазем-

лителя, выполненного в виде шара радиуса    

а.   Шар закопан на глубину   h   на краю об-

рыва на расстоянии   h   от его края рис. 3.16.  Проводимость почвы равна   σ.   

Принять, что a<<h. 

Указание: Воспользоваться методом электростатической аналогии. При 

расчете емкости подобрать соответствующие зеркальные изображения  шара и 

их заряды. 

Ответ: .
h

22

1
1

a

1

4

1

G

1
R

















 +
+

πσ
==  

         3.12 . В условии задачи №8 сердечник имеет воздушный зазор, которому 

соответствует центральный угол θ (рис. 3.17). 

Определить магнитную энергию в сердечнике и зазоре и 

соответствующие им индуктивности L1 и L2. Провести 

численные расчеты для значений: а=0.5 см, b=1 см, µr 

=100, θ=50, I=1А.  

На сколько процентов изменилась индуктивность катуш-

ки, по сравнению с целым сердечником? 

         Ответ: L1=2.72·10-4 Гн, L2=6.03·10-5 Гн, уменьшилась на 18 процентов. 

         Указание: Рассеянием магнитного поля в зазоре пренебречь. 

 

Рис. 3.16 

Рис. 3.17 
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4  ПЛОСКИЕ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫE ВОЛНЫ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

• плоские волны в безграничных средах; 

• отражение и преломление плоских волн на плоской границе раздела 

двух сред; 

4.1 Плоские волны в безграничных средах 

• Электромагнитная волна называется плоской, если ее фазовый 

фронт (поверхность постоянной фазы) является плоскостью. 

• Предположим, что в идеальном диэлектрике с параметрами ε  ,  

µ и 0=σ  в направлении оси z распространяется плоская монохромати-

ческая волна с линейной поляризацией, причем  вектор E
r

 направлен 

вдоль оси х. 

Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 могу быть представлены в виде: 

   )(),(

 ),(),(

0
0

0
0

ϕω

ϕω

+−=

+−=

kztCosHytzH

kztCosExtzE
rr

rr

,                             (4.1) 

где 00, yx
rr

- единичные вектора (орты) по осям х и у, ω=2πf –круговая частота, ϕ 

- начальная фаза, µεω=k  - волновое число (или постоянная распростране-

ния) в данной среде,  определяет фазовую скорость vф и длину волны λ в данной 

среде 

kk
vф

πλω 2
  ,  === .     (4.2) 

Из формулы (4.1) видно, что поля E
r

 и H
r

 в данном случае синфазные,  

отношение их амплитуд называется волновым (характеристическим) сопро-

тивлением среды. В идеальном диэлектрике 

 0
0

0

r

r

r

r

x

y

у

х
c W

Н

Е

Н

Е
Z

ε
µ

εε
µµ

ε
µ ===−== , . (4.3) 

где W0  = 120π =377 Ом – волновое сопротивление вакуума.       
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С помощью волнового сопротивление можно записать общее соотноше-

ние между векторами HE
rr

 и в плоской волне 

[ ]0zHZE c
rrr

⋅= ,     (4.3а) 

где 0z
r

- орт в направлении распространения волны. 

Для описания монохроматических полей удобно использовать метод 

комплексных амплитуд, согласно которому комплексные амплитуды полей 

(4.1)  имеют вид (зависимость от времени принята в виде tie ω ) 

 eHy(z)H,  eEx(z)E ikzikz −− == 00
00 &
r&r&

r&r ,    (4.4) 

где ϕϕ ii eHHeEE 0000   , == &&   

Если волна распространяется против оси z, то перед выражением kz в формулах 

(4.1) и (4.4) знак изменяется на «+». 

• Если среда обладает тепловыми потерями  энергии, определяемыми 

удельной проводимостью  σ≠0, то в методе комплексных амплитуд это учиты-

вается заменой ε на комплексную диэлектрическую проницаемость 
ω
σ−ε=ε i&   в 

выражениях для k и Zc . Это приводит к тому, что волновое число k  и волно-

вое сопротивление Zc также становятся комплексными  

2cos
)tg1

Д
i

c e
е

Дм
  ,   ZДiме(щkikk ⋅⋅=−=′′−′=& ,  (4.5) 

где ∆ - угол потерь, который определяется из соотношения  
ще

у=tgД . 

Наличие мнимой части  волнового сопротивления   в средах с потерями 

означает, что векторы E
r

 и H
r

  сдвинуты по фазе по отношению друг к другу на 

угол 2
∆ . С учетом соотношений (4.5) комплексные амплитуды векторовE

r
 и 

H
r

(4.4)  могут быть представлены в виде: 

 )(  ,)( 00
00 zkizkzkizk eeHyzHeeExzE ′−′′−′−′′− == &
r&r&

r&r ,  (4.6) 

из которого видно, что k′является постоянной распространения и по-прежнему 

определяет фазовую скорость и длину волны в данной среде по формулам (4.2), 
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а k ′′ характеризует убывание амплитуд поля вдоль направления распростране-

ния z и называется коэффициентом затухания. Из формулы (4.5) для них полу-

чаются следующие выражения: 

)11(
2

1
    , )11(

2

1 22
00 ∆++−=′′∆++=′ tgkktgkk ,  (4.7) 

где rrc
k εµωµεω ==0 - постоянная распространения в данной среде, если бы 

потери в ней отсутствовали. Расстояние, на котором амплитуда волны умень-

шится  в е≈2.71 раз, называется глубиной проникновения и обозначается δ . 

Очевидно, что 

k ′′= 1δ .                                                 (4.8) 

Затухание амплитуды векторов Е или Н на расстоянии l  

lke
lE

E
L ′′==

)(

)0(
&

&
 

может быть выражено в неперах (Нп)  [ ] lkLНпL ′′== ln   или  в децибелах  

[ ] [ ]непLlkelkeдБL lk 69,868,8lg20lg20
''

=′′=⋅′′== .  (4.9) 

 при этом 1 Нп=8.68 дБ. 

• Среднее за период колебаний значение вектора Пойнтинга определя-

ется через комплексные амплитуды векторов E
r

 и H
r
соотношением 

[ ]∗= HEПср
&r&rr

Re
2

1
     (4.10) 

и определяет среднюю по времени плотность потока мощности, т.е. среднюю за 

период колебаний энергию, переносимую волной за одну секунду через по-

верхность площадью 1 м2, перпендикулярную направлению распространения 

волны. 

Если  использовать связь векторов E
r

 и H
r
через волновое сопротивление 

(4.3), то формуле (4.10) можно придать вид: 

)Re(
2

11
Re

2

2

2

c
c

ср ZH
Z

E
П &&r

&

&r

=







= .   (4.11) 
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В металлах tg∆>>1 и поэтому формулы (4.7) упрощаются так, что 

2

σωµ
≈′′≈′ kk .     (4.12) 

Волновое сопротивление металлов выражается формулой 

σ
ωµ
2

)1( iZc +=& ,     (4.13) 

• В общем случае векторы E
r

 и H
r

 могут иметь две ортогональные со-

ставляющие по осям х и у, оставаясь при этом ортогональными друг другу. 

zki
yx eEyExzE

&
&

r
&

r&r −+= )()( 00 00 .    (4.14) 

В зависимости от соотношения амплитуд и фаз 00   и  yx EE &&  выделяют три 

типа поляризации волны :  линейную, круговую и эллиптическую. Линейной 

поляризации соответствуют случаи, когда либо одна из составляющих равна 

нулю, либо когда сдвиг фаз между ними равен 0 или 1800.  Круговая поляриза-

ция  наблюдается при одновременном выполнении двух условий: равенстве ам-

плитуд Ех и Еу и сдвиге фаз между ними равным  ± 900. В остальных случаях 

поляризация волны будет эллиптической. Учитывая, что сдвиг по фазе   ± 900  

соответствует значению фазового множителя  

ie i ±=± 090  , 

представим  вектор E
r

  для волны с круговой поляризацией в виде: 

zkieyixEzE
&&rr

&&r −±= )()( 00
0 .    (4.15) 

При этом знак ″−″ соответствует правой круговой поляризации, при кото-

рой вектор E
r

  вращается с течением времени по часовой стрелке, если смотреть 

в направлении распространения волны.  

• Для аналитического представления полей E
r

 и H
r

 в плоских волнах, 

распространяющихся в произвольном направлении, составляющем углы α,β,γ  с 

осями  x, y,z используют понятие  волнового вектора k
r

, который по величине 

равен волновому числу  k   и направлен в сторону распространения волны. Вы-

ражение  для вектора Е в этом случае представляется в виде 
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)(
00),,(

zkykxkirki zyxeEeEzyxE
++−− == &r&r&v

rr

,   (4.16) 

где zyx kkk ,, - проекции вектора k
r

 на оси x, y, z. 

• В анизотропных средах некоторые из электромагнитных параметров сре-

ды представляются в виде тензоров (1.13). Рассмотрим особенности распро-

странения электромагнитных волн в анизотропных средах на примере ионизи-

рованного газа – плазмы и феррита, находящихся в постоянном магнитном поле 

Н0. При оси z направленной  вдоль Н0, тензоры относительной диэлектрической 

(для плазмы) и относительной магнитной (для феррита) проницаемостей  име-

ют вид 

















=
















=
 1      0     0

0      

0  - 

         

    0     0

0      

0  - 

x

x

r

z

x

x

r i

i

ib

ib

µα
αµ

µ
ε

ε
ε

ε   (4.17) 

 Среды, у которых анизотропия их свойств выражается тензорами такого ви-

да называются гиротропными, т.е. способными вращать плоскость поляризации 

электромагнитной волны. Компоненты теноров зависят в общем случае от час-

тоты электромагнитной волны, величины Н0., а также от собственных парамет-

ров среды. Например для плазмы, если не учитывать соударения электронов с 

молекулами, компоненты тензора определяются соотношениями 

2

2
0

z22

2
0

22

2
0 1    ,

)(
    ,1

ω
ωε

ωωω
ωω

ωω
ωε −=

−
=

−
−=

m

m

m
x b ,   (4.18) 

где e
e Nm

Ne 38,56
0

0 == εω  - плазменная частота, ω – круговая частота 

волны, 0
5

00 1021,2 HHm ⋅⋅== γµω - гиромагнитная частота электрона (частота 

свободного вращения электрона вокруг поля Н0) ,  е и m – заряд и масса элек-

трона, Кг
Кл1076,1 11⋅== m

eγ  - гиромагнитное отношение электрона, 

 Ne электронная концентрация эл/м3. 

Для намагниченного феррита, также без учета потерь, компоненты тензора 

представляются в виде 
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1    ,    ,1 z2222
≈

−
=

−
−= µ

ωω
ωωα

ωω
ωω

µ
p

s

p

ps
x ,  (4.19) 

где ωs=µ0γMS – вспомогательный параметр, MS – намагниченность насыщения 

феррита, ωр=µ0γH0. – частота ферромагнитного резонанса (частота свободного 

вращения спина электрона в поле Н0). 

В зависимости от ориентации направления распространения волны относи-

тельно Н0 выделяют два случая: продольного и поперечн7ого распространения. 

При распространении волны вдоль Н0. (продольное распространение) наблюда-

ется вращение плоскости поляризации линейно поляризованной волны = эф-

фект Фарадея. Угол поворота на единицу длины пути волны определяется по-

стоянной Фарадея ( )αµαµ
εµω

−−+= xxR
2

0  для феррита и 

 ( )bbR xx −−+= εε
µεω

2
00  - для плазмы.   (4.20) 

При поперечном распространении волны в гиротропной среде возможно 

существование типов двух волн – обыкновенной и необыкновенной. Волна, у 

которой вектор E
r
направлен перпендикулярно оси z называется обыкновенной. 

Если же вектор E
r

 параллелен оси z – то необыкновенной. Постоянные распро-

странения этих волн выражаются через параметры тензора rε  следующим об-

разом 

   ,)(     ,
22

x

x
ноzоб

b
c

k
c

k ε
εωεω −== ,   (4.21) 

где с скорость света. 

Обыкновенная волна является плоской волной, распространяющейся в 

плазме при отсутствии магнитного поля. Необыкновенная волна имеет особен-

ности: электрическое поле в ней имеет продольную составляющую 

Для намагниченного феррита формулы  для коб и  кно получаются из (4.21) 

заменой компонент тензора rε  на соответствующие компоненты тензора rµ . 
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4.1.1  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (волны в идеальном диэлектрике) 

Плоская электромагнитная волна распространяется в свободном про-

странстве (вакууме). Задана комплексная амплитуда магнитного поля 

)3/(
00)( π+−−= kyieHzyH

r&r . 

Определить:  1) Комплексную амплитуду электрического поля, 

2) Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

, 

3) Амплитуды полей Е0 и Н0 , если при t=0 в точке y=0 величина  вектора 

E
r

 равна 1 В/м, 

4) Величину векторов E
r

 и H
r
в момент времени t=10-6 c    в точке с коор-

динатой y=100 м, если частота волны f=1 МГц. 

Решение: 

1) Сравним заданное выражение для вектора H
r
с выражением (4.4). 

Очевидно, что в данном случае волна распространяется в положительном на-

правлении оси «y», в эту же сторону направлен вектор Пойнтинга. Изобразим 

систему координат (правовинто-

вую) и векторы ПH
rr

   и  в некоторой 

точке пространства. 

Подберем такое направление 

вектора E
r

, чтобы векторное про-

изведение [ ]HE
rr

⋅  было направлено 

вдоль оси «y». Направление век-

торного произведения определяется по правилу правого винта, т.е. направле-

нием движения винта при его вращении от первого вектора ко второму по 

меньшему углу. Очевидно, что вектор E
r

 будет направлен по оси x (рис. 4.1). 

Так как в идеальном диэлектрике векторы HE
rr

   и   синфазные, то комплекс-

ная амплитуда вектора E
r

 будет иметь вид 

)3/(
00)( π+−= kyieExyE

r&r . 

Рис.4

y

x

z

E
r

H
r

П
r
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Амплитуда Е0 определится через Н0 и волновое сопротивление среды 

(4.3)      000 WHE ⋅= . 

2) Мгновенные значения  напряженностей Е и Н определяются через 

комплексные амплитуды как  

[ ] [ ] )3/cos(Re)(Re),( 00
3/

00
)( πωπωω −−=⋅=⋅= −− kytExeExeyEtyE kytiti rr&rr

. 

Аналогично )3/cos(),( 00 πω −−−= kytHztyH
r&r . 

3) Определим Е0 из условия задачи 

Е(y=0,t=0) =Е0cos(- 3/π )=1 В/м. 

Отсюда  

м
A .

рW

E
  и  Н

м
В E 3

0
00 103055

120

2
2 0 −⋅==== . 

4) Чтобы определить мгновенное значение векторов E
r

 и H
r

 в заданной 

точке (у=100м) в момент времени t=10-6 c  подсчитаем значение фазы волны в 

этой точке для данного момента времени. Для этого найдем значение волнового 

числа k . Поскольку фазовая скорость в вакууме равна с- скорости света, то   

м
1 10

3

2

103

102 2
8

6
−=

⋅
== ππω

ck . 

Фаза волны в данной точке пути в заданный момент времени  определит-

ся как 

πππππωϕ =−⋅−⋅⋅=−−= −− 3/10010
3

2
101023/ 266kyt . 

Мгновенные значения векторов  НE
rr

  и  при у=100м и t=10-6 c =будут 

равны 

.м
А 10305.5zcosz-         ,м

В 2cos 3
000000

−⋅==−== rrrrrr
ππ HHxExE  

Задача №2 (волны в средах с потерями) 

Плоская электромагнитная волна  с частотой  f=1 МГц распространяется в 

морской воде с параметрами 
мОм

1
 1 ,81

⋅
== σε r . Определить фазовую скорость, 

длину волны, коэффициент затухания и волновое сопротивление среды. 
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 Решение: 

Вначале определим tg∆, при этом учтем, что по условию задачи известна 

относительная диэлектрическая проницаемость εr,  а в формулы для параметров 

волны входит полная диэлектрическая проницаемость  rεεε 0= , где 

м

Ф910
36

1
  0

−=
π

ε .  Кроме того, не задана магнитная проницаемость воды, но из-

вестно, что вода не является  ферромагнитным веществом и, поэтому 

м

Гн7104 0
−⋅== πµµ . Согласно (4.5) 

2
3

6

9

1022.2
9

102

81102

1036 ⋅≈⋅=
⋅⋅

⋅==∆
π

π
ωε
σ

tg . 

 Так как 1>>∆tg , то на этой частоте морская вода ведет себя как провод-

ник, т.е. амплитуда плотности тока проводимости много больше амплитуды 

плотности тока смещения. Определим k  и ′′′k по формулам (4.11). 

м
kk

1
987.1 

2

1104102

2

76

=⋅⋅⋅⋅=≈′′≈′
−ππωµσ

. 

Совершаемая при этом ошибка по отношению к точным формулам (4.7) 

не превышает 3104 −⋅ . Таким образом, коэффициент затухания равен 

м
k

1
987.1=′′ .    Определим фазовую скорость и длину волны 

м
k

р
л

с

м

kф 162.3
987.1

22
      10162.3

987.1

102
v 6

6

==
′

=⋅=⋅=
′

= ππω
. 

Сравним эти значения с фазовой скоростью в пустоте (а) и в дистиллиро-

ванной воде с параметрами  0  ,81 == σεr (б). 

.33.33    ;10333.3
81

103
  v)

;300    ;103   v)

7
8

8
0

м
f

v

с

мс
б

м
f

с

с

м
сa

ф

r
ф

ф

==⋅=⋅==

==⋅==

λ
ε

λ
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Видно, что увеличение диэлектрической проницаемости и проводимости 

вещества приводит к уменьшению фазовой скорости и соответственно умень-

шению длины волны в данном веществе. 

 Определим  волновое сопротивление среды. 

2
c

cos
Z

∆

⋅∆⋅=
i

e
ε

µ
& . 

Поскольку  tg∆ ≈222>>1, то 0

2
90   и  

1

1

1
cos ≈∆

∆
≈

∆+
=∆

tgtg
. 

Омeee
tg

Z iii

r
c

4/4/
97

4/ 811.2
22281

1036104

0

0 πππ ππ
εε
µ ⋅≈

⋅
⋅⋅⋅=⋅

∆
≈

−
& . 

Полученное значение волнового сопротивления означает, что отношение 

амплитуд полей Е и Н составляет 2.811 Ом и электрическое поле опережает по 

фазе магнитное  на 450.  

Задача №3 (вектор Пойнтинга в поглощающей среде) 

Плоская электромагнитная волна с частотой f=108 Гц распростра-

няется в среде с параметрами 1  0.4,  tg,25.2 r ==∆= µεr  в направлении оси 

«z». Амплитуда электрического поля в плоскости z=0 равна 100 В/м.    

Определить среднюю плотность потока мощности в плоскости z=1м и 

ослабление волны на этом расстоянии. 

Решение: 

Найдем угол потерь 021.77рад 38.04.0 =≈=∆ arctg . 

Определим волновое сопротивление среды  

 Ом 2.242
25.2

38.0cos
120

cos 19.019.02 ii
i

c eeeZ ==∆⋅=
∆

π
ε

µ
& . 

Определим среднюю величину  вектора Пойнтига в плоскости z=0 по 

формуле (4.11) 

2
4

19.0
4

2

Вт/м 27.20)19.0cos(
2.2422

10

2.242

1
Re

2

101
Re

2
)0( =

⋅
=







=







= − i

c
ср e

Z

E
П

&

&r
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Определим коэффициент затухания по формуле (4.7) 

м
1 101656.6)4.011(

2

1
25.2

103

102
)11(

2

1 12
8

8
2

0
−⋅=++−

⋅
=∆++−=′′ π

tgkk . 

На расстоянии  1 м  затухание вектора Пойнтинга  составит 

дБ 355.5)lg(e 10L или    432.3 1k212 === ⋅′′⋅′′ke . 

Задача №4 (произвольное направление распространения волны) 

Плоская волна распространяется  в вакууме. Магнитное поле  описывается вы-

ражением: 

)2cos(),,,( 0 zyxtHtzyxH πππϖ +−−=
rr

. 

1. Записать комплексную амплитуду напряженности магнитного поля. 

2. Определить частоту и направление распространения волны. 

3. Установить связь волнового вектора с векторами НE
rr

  и  . 

Решение: 

1. Заменим в выражении для H
r

 функцию cos на экспоненту от мнимого 

аргумента. Полученное  выражение называется комплексом вектора H
r

. 

tizyxti ezyxHeHtzyxH ωπππω ⋅=⋅= +−− ),,(),,,( )2(
0

&rv&r  , где 

)2(
0),,( zyxieHzyxH πππ −+−⋅=

v&r  - комплексная амплитуда магнитного 

поля. Аналогично запишется комплексная амплитуда вектора E
r

 

)2(
0),,( zyxieEzyxE πππ −+−⋅=
r

&v . 

2. Сравнивая  выражение фазового множителя в этих выражениях с фор-

мулой (4.16) приходим к заключению, что проекции волнового вектора рав-

ны 

2  ; ππ −=== zyx kkk . 

Величина волнового вектора определится как  

ππππ 22 222222 =++=++= zyx kkkk . 

Поскольку в вакууме 
c

f

c
k

πω 2== , то Гцf 8103⋅= . 
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Направление распространения волны  определяется углами α, β, γ между 

волновым вектором k
r

 и осями x, y, z,  

;2
2cos     ;2

1cos    ;2
1cos −====== k

k
k

k
k

k zyx γβα  

Отсюда 00 135    ;60 === γβα . Изобразим вектор k
r
 в системе координат 

(рис.4.2) 

3. Получим формулу, связывающую волновой вектор 

и векторы поля при отсутствии токов проводимости. 

Для общности рассмотрим  случай магнитодиэлек-

трика, в том числе и анизотропного, не уточняя кон-

кретной зависимости между векторами . и  , и HBED
rrrr

 

Все эти векторы имеют зависимость  от координат 

вида (4.16). Воспользуемся первым уравнением Мак-

свелла в комплексной форме. 

DiHrot &r&r ω=  

Представим Hrot &
r

 в виде определителя и учтем, что  

 

rki
z

rkirki
y

rkirki
x

rki eike
z

eike
y

eike
x

rrrrrrrrrrrr −−−−−− ⋅−=
∂
∂⋅−=

∂
∂⋅−=

∂
∂

     ;   ; , 

Тогда 

[ ] DiHki

HHH

ikikik

zyx

HHH

zyx

zyxHrot

zyx

zyx

zyx

&r&r
r

rrr
rrr

&r ω=⋅−=−−−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

   ,    ,

,,

       ,       ,

,,

z
,

y
,

x

    ,  ,

),,(
000

000

. 

Отсюда получаем соотношение между векторами DHk
r&r

r
 и ,   

[ ]HkDщ &r
r

&r ⋅−= .     (4.22) 

Если вместо первого уравнения Максвелла использовать второе 

BiErot &r&v ω−= , 

Рис.4.2 
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то это приведет к формуле [ ]EkB &r
r

&r ⋅=ω .                         (4.23) 

Соотношения (4.22) и (4.23) являются формулировкой первых двух урав-

нений Максвелла для плоских волн в непроводящих средах. Из них следует, что 

для плоских волн в идеальных диэлектриках вектор  D
r

 всегда ортогонален век-

торам ,   и  Hk
rr

 а вектор B
r

 - векторам .  и  Ek
rr

 Соотношения (4.22) и (4.23) не 

несут дополнительной информации о полях Е и Н , кроме содержащейся в 

уравнениях Максвелла, но облегчают анализ полей в анизотропных средах, на-

пример, в оптических кристаллах [1]. 

В качестве примера применения формул (4.22) и (4.23), построим картину 

векторов поля в анизотропном диэлектрике с параметрами ,0 , ,ˆ 0 === σµµεε  

где ε - тензор диэлектрической проницаемости. В общем случае произвольно-

го направления распространения волны, векторы ED
rr

 и  не будут параллельны. 

Пусть они лежат в плоскости xoz, как показано на рисунке 4.3, и α - угол между 

ними. 

Из уравнений (4.22) и (4.23) следует ,что  а) HD kD
rrrr

⊥⊥  и   

б) EB kB
rrrr

⊥⊥  и  . 

Векторы H  и B
r

 (на рисунке не показан) в данном случае (µ= µ0) парал-

лельны. Поскольку  вектор H , согласно условиям а) и б), должен быть  перпен-

дикулярен векторам D
r

 и E
r

, то он может быть направлен только по оси «у». 

Вектор k
r

, согласно тех же условий, должен быть перпендикулярным векторам 

D
r

 и B
r

 (или H ) и поэтому он направлен вдоль оси «z». Вектор Пойнтинга 

[ ]HEП
rrr

=   лежит в плоскости xoz и составляет 

угол α с вектором k
r

. 

Это означает, что направления фазовой 

скорости (в направлении вектора k
r

) и групповой 

(в направлении вектора П
r

)  в анизотропном ди-

электрике отличаются на угол α. 

Рис. 4.3 
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Если среда  является изотропной, т.е. HBED
rrrr

µε ==   и  ,то взаимно  орто-

гональными будут векторы . и , kHE
rrr

 

Задача №5  (среднее значение плотности энергии) 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга в воздухе и идеальном 

диэлектрике с параметрами   εr =9, µr=1 равно Пср=1 Вт/м2. Определить: 

1) средние по времени значения плотности энергии в этих средах, 

2) амплитуды полей Е и Н . 

Решение: 

1) Вектор Пойнтинга связан с плотностью энергии и скоростью  дви-

жения энергии соотношением  
w

П
vэ

r
r = . При этом HE www += , т.е. энергия 

электромагнитного поля состоит из энергии электрического и магнитного 

полей. 

Скорость движения энергии монохроматических волн в идеальных ди-

электриках совпадает с фазовой скоростью vф. Будем обозначать величины, 

относящиеся к воздуху цифрой «1» , а к диэлектрику – цифрой «2». Электриче-

ские и магнитные параметры воздуха можно считать такими же, как у ва-

куума. Таким образом, скорости энергии  будут равны 

. 101   ; 1031 8
2

8
1

0000
с

мc
v

с
мcv

rrrr
===⋅===

εµεµεµεµ
 

Плотность энергии в воздухе и в диэлектрике соответственно будет 

равна     .3м
Дж

3м
Дж  10 10

3

1 8

2

2
2          ;

8

1

1
1

−− ==⋅==
v

П
w

v

П
w  

2) Определим соотношение между плотностями электрической и маг-

нитной энергии в идеальных диэлектриках. 

Известно, что средние по времени плотности этих энергий выражают-

ся формулами   

44

22
Нм

  ;    w
Ее

w срEср Н ==     (4.24) 
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и их отношение равно 1, поскольку ε
µ=

Н
Е . Таким образом, в любом иде-

альном диэлектрике плотности энергий электрического и магнитного полей 

плоских волн  всегда равны. В условиях данной задачи они будут равны 

      ; 102
1     ; 106

1
3м

Дж8
3м

Дж8
2211

−− ⋅==⋅== HEHE wwww  

Из формул (4.24) получим  

.
20

1

60

1

80240
4

2
1

1
1

2
0

1
1

       ;  

  ;         ;

м
АH

м
А

Z

E
H

м
ВE

м
Вw

E

w

E

ππ

ππ
ε

===

===
 

Конечно, эти же результаты могут быть получены так же из формулы 

(4.11).Изобразим в относительных единицах соотношение между полями  

Е и Н, а также плотностями энергии и скоростями. 

На рисунке 4.4 размер кубика пропорционален плотности энергии волны, 

а длины стрелок – величине соответствующих векторов. Таким образом, из 

решения данной задачи можно сделать следующие выводы: 

 

Рис. 4.4 

1) В идеальном диэлектрике плотности электрической и магнитной 

энергий одинаковы. 

2) При одинаковых векторах Пойнтинга в диэлектрике и вакууме ско-

рость волны в диэлектрике уменьшается, а плотность энергии увеличи-

вается по сравнению с вакуумом. 

 

4.2. Отражение и преломление плоских волн от  плоской  

границы раздела двух сред 

• Рассмотрим падение плоской электромагнитной волны на плоскую  

E 1

H 1

П 1

V 1
E 2

H 2 

П 2 

V 2 
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границу раздела двух сред. Плоскостью падения называется плоскость, прохо-

дящая через нормаль к поверхности раздела и направление распространения 

падающей волны. На рис. 4.5 плоскость падения – это плоскость рисунка. По 

отношению к плоскости падения различают волны с горизонтальной и верти-

кальной поляризацией. При вертикальной поляризации вектор Е  лежит в плос-

кости падения волны,  при горизонтальной – перпендикулярен ей. 

При падении электромагнитных волн на границу раздела двух сред  возни-

кают отраженные и преломленные волны. Направления распространения для 

них определяются законами Снеллиуса 

ψϕϕϕ sinsink    , 21 k&& ==′ .    (4.25) 

Амплитуды векторов E
r

 и H
r
отраженной и преломленной волн по отноше-

нию к амплитудам падающей волны определяются коэффициентами отражения 

R и прохождения T (формулы Френеля) 

;    ;  
coscos

coscos

 ;   ; 
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coscos
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Г
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&

&
&

&
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=
+
−

==

=
+
−==

ψϕ
ψϕ

ψϕ
ψϕ

       (4.26) 

При этом  для обеих поляризаций справедливо соотношение 

TR && =+1 .     (4.27) 

Следует обратить внимание на то,  что коэффициенты R и T определены 

формулой (4.26) по разному для горизонтальной и вертикальной поляризации: 

как отношение  напряженностей полей Е 

или Н. Для коэффициента отражения это 

не имеет значения, поскольку падающие 

и отраженные волны распространяются в 

одной и той же среде и поэтому 

пад

отр

пад

отр

Н

Н

E

E
= . 

• При падении волны на границу 
Рис. 4.5 
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раздела двух идеальных диэлектриков могут наблюдаться два характерных яв-

ления: полное преломление и полное  отражение. Полное преломление суще-

ствует только при вертикальной поляризации, соответствующий угол падения 

называется углом Брюстера и определяется из соотношения 

21

2sin
rr

r
Б εε

εϕ
+

= .       (4.28) 

При падении волны из более «плотного» диэлектрика на границу с менее 

«плотным» ( 21 rr εε > ) при углах падения 0ϕϕ ≥  наблюдается полное отражение 

для обеих поляризаций. Угол 0ϕ  называется критическим углом и определяется 

выражением 

1

2
0sin

r

r

ε
εϕ = .     (4.29) 

Модули коэффициентов отражения при углах падения 0ϕϕ ≥  равны 1. Поле во 

второй (менее плотной) среде представляет собой неоднородную плоскую, по-

верхностную  волну, распространяющуюся вдоль границы раздела с фазовой 

скоростью 

ϕεµ sin

1

10

=фv      (4.30) 

и убывающую по амплитуде  при  удалении от границы по закону  ze ⋅−β , 

где   22
2

2

1
2 k   , 1sin r

r

r

c
k εωϕ

ε
εβ =−= .  (4.31) 

Неоднородной эта волна называется потому, что у нее поверхности равных ам-

плитуд и равных фаз не совпадают. В данном случае это плоскости  

z =Const и y= Const соответственно. 

• При падении волны из идеального диэлектрика на границу погло-

щающей среды закон Снеллиуса  ψϕ sinsink    21 k&& =  безусловно выполняется, 

но величина 2k& является комплексной, а 1k  - вещественной. Следовательно, 

угол ψ должен быть комплексным. Что в этом случае представляет собой пре-

ломленная волна? Анализ  показывает, что она является неоднородной плоской 
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волной, как и рассмотренная выше, но распространяющуюся под некоторым 

«истинным» углом преломления. Зависимость комплексной амплитуды пре-

ломленной волны от координат у и z представляется в виде 

)(0),(
zyiz

пр
zyeeEzyE

′+−′⋅− ⋅⋅= ααβ& ,    (4.32) 

 где для наглядности координата z заменена на z′ (рис.4.5) и обозначены 

ϕβϕαϕα 22
1

2
2

22
1

2
21 sinIm  ,sinRe  ,sin kkkkk zy −−=−== &&             (4.33) 

Истинный угол преломления определяется из соотношения 

z

y
иtg α

αψ =      (4.34) 

• При отражении от «оптически плотной» среды, т.е. при выполнении 

условия      12 kk >>& ,                (4.35) 

угол преломления ψ  согласно закону Снеллиуса (4.25) стремится к  нулю и 

преломленная волна распространяется практически перпендикулярно границе 

раздела, а вектора прпр HE
rr

 и становятся почти  ей параллельными. При этом, на 

поверхности такой «плотной» среды выполняются приближенные граничные 

условия Леонтовича, которые могут быть записаны в векторной  и скалярной 

формах 

[ ]       или         c2
1

1
01c21 Z

H

E
nHZE

t

t
tt

&
&

&r&r&&r ≈′⋅≈ ,   (4.36) 

где 11, tt HE &&  - тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде, 0n′r -

нормаль к поверхности, направленная во вторую среду. 

Значение приближенных граничных условий Леонтовича состоит в том, 

что они связывают  тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде 

непосредственно с волновым сопротивлением второй среды.  Конечно, “стро-

гие” граничные условия при этом  также остаются справедливыми и, в частно-

сти, выполняется 

   и   221221 HHHEEE tttt ≈=≈= . 
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Граничные условия Леонтовича широко применяются для определения по-

терь мощности на нагрев проводников. При этом удобно использовать понятие 

поверхностного сопротивления проводника 

s

t
S j

E
Z

&

&
& = ,      (4.37) 

где  tE& - тангенциальная составляющая вектора E
r

 на  поверхности проводника, 

sj& - плотность поверхностного тока. Можно показать, что поверхностное со-

противление металлов равно их волновому сопротивлению 

SScS iXRZZ +== 2
&& , 

где   
σδσ

ωµ 1

2
=== SS XR .     (4.38) 

Если глубина проникновении много меньше поперечных размеров провод-

ника, то SR  - активная часть поверхностного сопротивления  оказывается рав-

ной активному сопротивлению проводника на постоянном токе, но имеющем 

толщину, равную глубине проникновения δ . Этим часто пользуются для опре-

деления сопротивления проводников на высоких частотах например в теории 

линий передачи энергии. 

 4.2.1  Примеры решения типовых задач  

Задача №6 (отражение от границы двух диэлектриков) 

Плоская электромагнитная волна падает под углом ϕ=300 из воздуха на по-

верхность идеального диэлектрика с параметрами εr =4, µr=1, σ=0. Амплитуда 

вектора E
r

  падающей волны равна 1 в/м,  поляризация – горизонтальная.  Оп-

ределить 

1) амплитуды векторов E
r

 и H
r

 отраженной и преломленной волн,  

2) мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 в точке падения, 

3) среднюю по времени плотность потока мощности, переносимую каждой 

волной. 

Решение: 
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1) Обозначим все  величины, относящиеся к первой среде – воздуху циф-

рой «1», а ко второй среде – диэлектрику – цифрой «2». 

 Определим угол преломления из закона Снеллиуса  (4.25) 

ψϕ sinsin 21 kk = ,        где rrkk µµεεωµεω 002001     , == ; 

   0.968.cos     ;0314   ; 
4

1

4

30sin
sinsin 0

0

2

1 =′===⋅= ψψϕψ
k

k
 

Определим коэффициент прохождения для волны с горизонтальной поля-

ризацией по формулам (4.26) и (4.27). 

;60 Z   ;120   Z  ;
cosZcosZ

cosZ2

0

0
2

0

0
1

12

2 π
εε
µµπ

ε
µ

ψϕ
ϕ ====

+
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r

r
cc

cc

c
ГT &&

&&

&
 

В результате получим     382.01  и   618.0 −=−== ГГГ TRT . 

Амплитуды векторов E
r

  отраженной и преломленной волн определятся 

как  

.0.382  и618.01618.0       
м

В
м

В
м

В
падГотрпадГпр ЕREЕTE −===⋅==  

Знак «−» у амплитуды отраженной волны означает  противоположное на-

правление электрического вектора отраженной волны по отношению к вектору 

E
r

 падающей волны. Амплитуды векторов H
r

 можно найти через векторы E
r

 и 

волновые сопротивления. 

;3  ,3 10013.110652.2
11

м
А

м
А

c

отр
отр

c

пад
пад Z

Е
H

Z

Е
H −− ⋅−==⋅==  

м
А

c

пр
пр Z

Е
H 310278.3

2

−⋅==  

В полученных результатах следует обратить внимание на то, что 

падпр HH > .  Это можно объяснить тем, что вторая среда – электрически более 

плотная (ε2>ε1), что приводит к уменьшению напряженности электрического и 

увеличению напряженности магнитного полей (см. задачу 4.5). 

2) Построим поля Е и Н в падающей, отраженной и преломленной волнах. 

Точки на рисунке 4.6 изображают векторы E
r

, направленные к нам (видно ост-
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рие стрелы), кружок с крестиком – вектор E
r

, направленный от нас (видно опе-

рение стрелы).  Изменение направления векторов E
r

 и H
r

 в отраженной волне 

связано с отрицательным значением коэффи-

циента отражения R. 

3) Определим средние значения векторов 

Пойнтинга во всех волнах.  Поскольку векто-

ры E
r

 и H
r

  в идеальном диэлектрике синфаз-

ные, то формула (4.10) упрощается 

c
c

ср H
Z

Е
НЕП Z

2

1

22

1 2
2

&=== .

.2м
Вт 10013.1

2

1

;2м
Вт 10193.0

2

1

;2м
Вт 10326.1

2

1

3
,

3
,

3
,

−

−

−

⋅==

⋅==

⋅==

прпрсрпр

отротрсротр

падпадсрпад

НЕП

НЕП

НЕП

 

 

Сравнение значений векторов Пойнтинга показывает, что  

Ппад,ср> Потр,ср+ Ппр,ср  

и может показаться, что это противоречит закону сохранения энергии. Однако, 

это не так. Чтобы убедится в этом, выделим вокруг вектора Пойнтинга в па-

дающей волне энергетическую трубку – область пространства, ограниченную 

векторами Пойнтинга. Пусть S –площадь поперечного сечения этой трубки. То-

гда, мощность падающей волны в этой трубке будет равна  

Ппад,ср ·S. Площадь энергетической трубки отраженной волны останется такой 

же, а в преломленной волне - увеличится из-за увеличения размера трубки в 

плоскости падения волны в 
ϕ
ψ

cos

cos . раз.  Размер трубки в поперечном направле-

нии не изменится. Таким образом, закон сохранения энергии требует чтобы 

мощность в энергетической трубке падающей волны была равна сумме мощно-

Рис. 4.6 
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стей в трубках отраженной и преломленной волн. Это приводит к равенству 

   
ϕ
ψ

cos

cos
,,, ⋅+= српрсротрсрпад ППП , 

которое, как нетрудно убедиться, выполняется. 

Задача №7 (поле при полном отражении) 

Найти фазовую скорость и глубину проникновения неоднородной плоской 

волны, возникающей при падении плоской волны из среды 1 с параметрами εr1 

=3.4, µr1=1, σ=0 на границу с воздухом - среда 2.  Угол падения 450, частота по-

ля 35 ГГц. 

Решение:  

Электрические параметры воздуха можно принять такими же, как у вакуу-

ма, т.е. εr2 =1, µr2=1, σ2=0. Определим угол полного отражения (4.29) 

0
0 8,32)

4.3
1arcsin( ==ϕ . 

Поскольку 0ϕϕ > , то в среде 2 будет существовать неоднородная плоская 

волна, называемая также поверхностной.  Согласно формул (4.30) и (4.31), ее 

фазовая скорость  и коэффициент убывания в среде 2 определяются выраже-

ниями  

 
с

м

r

ф
ф

cv
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8
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1 10308.2
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ϕ
ϕεω

ϕ
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Глубина проникновения поля во вторую среду δ определится как расстоя-

ние, на котором амплитуда поля уменьшится в е≈2.71 раз. 

мм64.11
2

== βδ . 

Таким образом, поле в воздухе на границе с диэлектриком распространяет-

ся вдоль границы со скоростью меньшей скорости света и  "прижато" к границе 

с диэлектриком. 

Задача №8 (граничные условия Леонтовича) 
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Плоская волна с частотой f=1 МГц падает под углом 600 на поверхность 

металла с параметрами µr =100, σ = 107 Cм/м. Амплитуда электрического поля 

падающей волны 10 В/м.  Определить  среднее значение мощности, поглощае-

мой 1см2 поверхности металла. Как результат зависит от поляризации падаю-

щей волны? Какая доля мощности падающей волны тратится на нагрев метал-

ла? 

Решение: 

Определим амплитуду вектора H
r
падающей волны 

0W
ЕH пад

пад = , где 0W =120π Ом –  

м
А2 1065.2120

10 −⋅== πпадH . 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга  падающей волны равно 

   2м
Вт

,  1325.0
2

1 == падпадсрпад НЕП . 

Определим волновое сопротивление металла (4.13) 
σ

ωµ
2

)1(2 iZc +=& . 

Ом 102)1(
102

104100102
)1( 3

7

76

2
−

−
⋅⋅+=

⋅
⋅⋅⋅⋅+= πππ

iiZc
& . 

Рассмотрим далее отдельно случаи вертикальной и горизонтальной поля-

ризации (рис.4.7). В соответствии с формулами  (4.26), коэффициент отражения 

для металлов равен    1  ; 1 −≈≈ ГВ RR . 

 

 а) вертикальная    б) горизонтальная 

     поляризация         поляризация 

Рис. 4.7 
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На границе раздела  должны выполняться  “строгие” граничные условия 

для тангенциальных составляющих полей Е и Н в первой и второй средах 

2121     и    tttt HHEE == , 
 где отрtпадtt EEE +=1  и отрtпадtt HHH +=1 . 

Из рис.4.7 видно, что при любой поляризации на поверхности металла 

почти полностью взаимно уничтожаются  тангенциальные составляющие элек-

трических  и нормальные составляющие магнитных полей. В то же время нор-

мальные составляющие электрического поля и тангенциальные составляющие 

магнитного поля фактически удваиваются по отношению к падающей волне. 

а) Вертикальная  поляризация. 

При вертикальной поляризации  

м
А 103.52 2−⋅=≈+= падотрпадпр HHHH . 

Среднее значение вектора Пойнтинга в преломленной волне на границе 

раздела  определится согласно формуле (4.11) как  

2м
Вт 102.2102

2

1065.2
)Re(

2

1 63
42

2
2

,
−−

−
⋅=⋅⋅== πcпрсрпр ZНП . 

Поток вектора Пср через поверхность S  определяет среднюю мощность, 

переносимую волной через эту поверхность, 

∫ ⋅=
S

срср dsnПР
rr

,. 

где −n
r

нормаль к поверхности S. 

Выберем в качестве поверхности S участок поверхности металла площа-

дью ∆S =1 см2 и направим нормаль внутрь металла. (Соотношение между вели-

чинами векторов Пойнтинга для падающей и преломленной волн на рисунке 4.8 

сильно не выдержано). 

Мощность, поглощаемая площадкой ∆S 

металла, определится как 

ВтSПР српрпогл

100
, 102.20cos −⋅=⋅∆⋅=  

Рис.4.8 

n
r

падП
rпрП

r

∆S
ϕ

воздух

металл
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Мощность падающей волны, приходящаяся на эту же площадку, будет 

ВтSПР српадпад

60
, 106.660cos −⋅=⋅∆⋅= . 

Таким образом, при вертикальной поляризации отношение поглощенной и 

падающей мощностей составит      41033.0 −⋅=
пад

погл

Р

Р . 

б) Горизонтальная поляризация. 

При горизонтальной поляризации, как  следует из  рис. 4.7 

  
м

А 1065.2cos2 2−⋅=⋅≈+= ϕпадотрtпадtпр HHHH , 

то есть амплитуда магнитного поля преломленной волны уменьшилась в 2 раза 

по сравнению с вертикальной поляризацией. Очевидно, это приведет к умень-

шению преломленной мощности в 4 раза  и к уменьшению доли поглощенной 

мощности также в 4 раза, поскольку падающая мощность при этом не измени-

лась. 

Этот результат можно также объяснить, используя понятие поверхностно-

го тока (см. раздел 1,формула(1.17)). [ ]tHn
rrr ⋅=η  При вертикальной поляризации 

для данного угла падения поверхностные токи в два раза больше, чем при гори-

зонтальной. 

4.3  Задачи для самостоятельного решения 
4.1. Морская вода имеет параметры

м
Cм

rr 4 1,,60 === σµε . Определить 

относительную комплексную диэлектрическую проницаемость и тангенс угла 

потерь для частоты f= 120 кГц. 

Ответ: 410   tg;  10660 5 =∆⋅−= irε& .                      

4.2.  В некоторой точке пространства заданы комплексные амплиту-

ды полей 

.
м

А6.10.4H    ;  75.0 1285
0

060
0

045
0

045
0

30
00

0

zeyexezeyixE i-iii
м

В rrrrrr&r &r −−+−= +=  

Определить средний по времени вектор Пойнтинга. 

Ответ:
2000   960.3306.3083.5

м

ВтzyixПcр
rrrr

++−= . 
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4.3. Электромагнитная волна распространяется вдоль оси z. В плоскости 

z=0 амплитуда вектора E
r

=700 В/м. Погонное затухание волны 0.2 дБ/м. Опре-

делить амплитуду вектора E
r

 в плоскости z=400м . 

Ответ: Е=0.07 В/м. 

4.4. Плоская электромагнитная волна с частотой f = 800 МГц  распро-

страняется в вакууме. Волновой вектор образует угол 300 с вектором 0x
r

 и угол 

800  с вектором 0y
r

. Вычислите вектор k
r

. 

Ответ: 
м

zyxk 1)856.791.251.14( 000
rrrr

±+= . 

4.5.Электромагнитная волна с амплитудой напряженности электрическо-

го поля 250 В/м падает по направлению нормали на поверхность идеального 

диэлектрика с 2.3=rε . Найти модули средних по времени векторов Пойнтинга 

падающей, отраженной и преломленной волн. 

Ответ: ,2м
Вт   ,2м

Вт  ,2м
Вт  3.76 6.6 9.82 === протрпад ППП  

4.6. Плоская электромагнитная волна с горизонтальной поляризацией  

падает из воздуха под углом падения 600  на границу с диэлектриком, имеющим 

параметры 1   ,2.3 r == µε r . Амплитуда вектора E
r

 падающей волны равна 0.4 

В/м.Определить амплитуды векторов H
r

 отраженной и преломленной волн.  

Ответ:   102.9 105.5 ,
м

А    ,
м

А 44 −− ⋅=⋅= протр HH  

Ответ: . 1.68 нияпроникнове  глубина      , 10301.2 8
мм

с
мvф =⋅= δ  

4.7. Плоская электромагнитная волна падает нормально на пластину ди-

электрика без потерь толщиной d. Определить условие при котором пластина 

будет прозрачной, т.е. отраженная волна будет отсутствовать. 

Ответ: число целое- пластине, в волны длина -   ,5,0 рpd λλ ⋅=  

 4.8. На одну сторону диэлектрической пластины из воздуха падает пло-

ская электромагнитная волна под углом падения 300, не создавая отражения. 

Определить  поляризацию волны и относительную диэлектрическую прони-
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цаемость диэлектрика, Доказать, что отражения от другой стороны пластины 

также не будет. Ответ: поляризация вертикальная, 3=rε  

4.9. Среднее значение вектора Пойнтинга при распространении плоской 

электромагнитной волны уменьшается на 15 процентов на пути 2м. Определить 

коэффициент затухания в неперах на метр и в децибелах на метр и глубину 

проникновения поля в данную среду. 

Ответ: 0.0406 Нп/м, 0.352 дБ/м, 24.6 м 

4.10. Ионосфера, расположенная  над Землей на высоте более 80 км, явля-

ется ионизированным разреженным воздухом т.е.плазмой. В присутствии по-

стоянного магнитного поля Земли – Н0 она является гиротропной средой. Оп-

ределить компоненты тензора относительной диэлектрической проницаемости 

ионосферы, считая ее однородной плазмой , если среднее значение электронной 

концентрации (на высоте 300 км) составляет Ne =4·1011 эл/м3 , Н0 =40 А/м, час-

тота волны f = 7 МГц. 

Ответ: εx= 0.315, εz= 0.343, α= 0.138,. 

4.11. В условиях задачи 4.3.13 определить постоянную Фарадея и рас-

стояние на котором поворот плоскости поляризации составит 900. 

Ответ: R=0.0176 1/м, L=89,25м  

4.12. Ферритовый образец с диэлектрической проницаемостью εr=10 и 

намагниченностью насыщения МS=4·104 А/м помещен в постоянное магнитное 

поле с напряженностью Н0 =105 А/м. Определить частоту ферромагнитного ре-

зонанса и компоненты тензора rµ  на частотах f1=1,2 ГГц и f2=12 ГГц.    Ответ: 

ωp=2,21·1010 1/с,   1) на f1 µх=1.453, α = −0.154,  

              2)на f2 µх=0.962, α =0.128 

4.13. Для преобразования поляризации волны из линейной в эллиптиче-

скую или круговую можно использовать ферритовую пластину, намагниченную 

в направлении, перпендикулярном распространению волны – эффект Коттона – 

Мутона. Определить толщину пластины, при которой разность фаз обыкновен-

ной и необыкновенной волн на выходе из пластины составит 090± . Чем отли-
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чается поляризация волны на выходе пластины для  частот f1 и f2? Параметры 

феррита и значения частот приведены в задаче 4.3.16. 

Ответ: На частоте 1,2 ГГц толщина пластины равна 9,96 см, на частоте 12 

ГГц  7,12 см, отличаются направлением вращения вектора E
r

. 
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5  ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ИЗЛУЧАТЕЛЯМИ 
 

В данном разделе рассматриваются темы 

 Элементарные излучатели в свободном пространстве; 

 Диаграммы направленности элементарных излучателей над идеально 

проводящей землей; 

5.1  Краткие теоретические сведения 

В курсе электродинамики рассматриваются три элементарных излучате-

ля: электрический и магнитный диполи Герца и элемент Гюйгенса. Для опреде-

ления электрических и магнитных полей, создаваемых излучателями,  исполь-

зуются вспомогательные  функции  - электрический и магнитный векторные 

запаздывающие потенциалы MAA
rr

  и  . Более распространен электрический по-

тенциал, который в дальнейшем будем называть просто векторным потенциа-

лом. При известных токах возбуждения векторный потенциал определяется 

формулой 

∫
−

=
V

ikr
ст dv

r

ej
MA

r

&v

π
µ
4

)( ,     (5.1) 

где М-точка наблюдения, стj
r

- плотность сторонних токов, являющихся источ-

ником электрических и магнитных полей, r – расстояние от точки объема V, где 

находятся токи стj
r

 и точкой наблюдения М,  k – волновое число.  

Диполем Герца называется отрезок проводника, длиной l , по которому 

протекает переменный электрический ток Iст, причем ток предполагается по-

стоянным по длине диполя и λ<<l . Для диполя Герца векторный потенциал 

определяется  наиболее просто, как 

,
4

)(
r

eIl
MA

ikr
ст

π
µ −

=
r

r
    (5.2) 

где r – расстояние от середины диполя до точки наблюдения. 
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Поместим диполь в центре сферической системы координат, расположив 

его вдоль оси «z» (рис. 5.1). 

Поля Е и Н  в точке М, определяе-

мые через векторный потенциал (5.2), 

представляют в общем виде достаточно 

сложные функции сферических координат 

(r,θ,α). Для двух крайних случаев – ближ-

ней  и дальней зон эти выражения сущест-

венно упрощаются.  

Ближняя зона определяется усло-

вием kr<<1, или   r<<λ⁄2π.  

Комплексные амплитуды полей Е и Н в ближней зоне определяются вы-

ражениями:  

 ;sin
4

   ;cos
2

      ;sin
4 332

θ
πωε

θ
πωε

θ
π θα

r

lI
iE

r

lI
iE

r

lI
H стст

r
ст

⋅
=

⋅
=

⋅
= &&&  (5.3) 

Отметим характерные особенности полей в ближней зоне: 

• Поля не имеют волнового характера, так как фазы полей не зависит 

от координат, 

• Зависимость амплитуд полей в ближней зоне от координат такая 

же, как у электростатического  диполя и  отрезка проводника с постоянным 

током. Поэтому поля в ближней зоне называются квазистатическими. В ча-

стности, для них характерно быстрое убывание амплитуд полей с увеличе-

нием расстояния, как 1⁄ r2  или  1⁄ r3 . 

• Поля Е и Н сдвинуты по фазе на 900 , поэтому среднее значение век-

тора Пойнтинга равно нулю. Это означает, что движение энергии вблизи ди-

поля Герца носит колебательный характер. 

Дальняя зона определяется условием  kr>>1, или r>>λ⁄2π.. 

Комплексные амплитуды полей Е и Н в дальней зоне определяются вы-

ражениями:  

Рис. 5.1 
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 ;sin
4

  ; 0      ;sin
4

ikr
c

ст

r
ikrст

eZ
r

klI
iE

Ee
r

klI
iH

−

−

⋅=

≈⋅=

θ
π

θ
π

θ

α

&

&&

   (5.4) 

 Характерные особенности полей в дальней зоне: 

• Формулы (5.4) представляют поля в  сферической волне, поскольку фа-

за полей постоянна на сфере с радиусом r. Вектора HE
rr

   и    перпендикулярны 

друг другу и направлению распространения волны.  

• Амплитуды полей убывают с расстоянием как 1/r, то есть гораздо мед-

леннее, чем в ближней зоне. 

• Поля Е и Н синфазные и их отношение равно волновому сопротивле-

нию данной среды для плоских волн –Zc. Среду будем считать идеальным ди-

электриком (σ=0). Среднее значение вектора  Пойнтинга (4.11) не равно нулю  

θ
π

2
2

2
2

2

sin
)(32

)(

2

1

2

1
c

cт
c

c
ср Z

r

lkI
ZH

Z

E
П === .          (5.5) 

Мощность, излучаемая диполем, может быть вычислена как интеграл по 

сфере в дальней зоне от  срП . Она может быть представлена в виде                                              

  , 
2

1 2
Σ∑ = RIP ст -                                    (5.6) 

где  ΣR  - сопротивление излучения диполя 

2)(
3

2
λ

π lZ
R c=Σ ,      (5.6а) 

  λ - длина волны в данной среде. 

Зависимость амплитуд полей Е или Н в точке наблюдения от угловых ко-

ординат при постоянном  r  называется амплитудной диаграммой  направлен-

ности. Для диполя Герца диаграмма направленности описывается функция  

θθ sin)( =F . В полярной системе координат диаграмма направленности имеет 

вид  тела вращения вокруг оси диполя (рис.5.2). 
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Магнитный диполь Герца – воображаемый диполь Герца, в котором 

вместо электрического тока протекает фик-

тивный магнитный ток м
стI   Переход от фор-

мул (5.3) и (5.4), определяющих поля диполя 

Герца, к соответствующим формулам для 

магнитного диполя Герца производится на ос-

нове принципа перестановочной двойственно-

сти   

  -   µε ↔−↔↔ ,I,   IHE м
стст

rr
.   (5.7) 

Магнитный диполь Герца может быть реализован в виде рамки c током 

или щелевого излучателя малых размеров по сравнению с длиной волны. 

Рамка с током эквивалентна магнитному диполю Герца, перпендикуляр-

ному  плоскости рамки при выполнении условия     

SIilI р
м
ст ⋅−= ωµ  ,    (5.8) 

где м
стI  и l магнитный ток и длина диполя, S  и  рI  - электрический ток и пло-

щадь рамки. 

Расположим  рамку  в начале координат так, чтобы  ее ось была направ-

лена вдоль оси z. В дальней зоне поле рамки с током определяется формула-

ми (5.4) с учетом (5.7) и (5.8). 

cZ

E
Hkre

r

cSZkpI
E α

θθ
πα −=−⋅=    ;sin

4

2

.      (5.9) 

Сопротивление излучения рамки определяется формулой 

4

2

3

38

λ
π S

cZ
р

R =Σ .                                             (5.10) 

Щелевой излучатель эквивалентен магнитному диполю Герца при усло-

вии, что  длина щели много меньше длины волны, распределение вектора E
r

 по 

длине щели постоянно, магнитный ток диполя и напряжение на щели  связаны 

Рис. 5.2 
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соотношением м
cтщ IU =2 .  При этом магнитный диполь располагается на по-

верхности щели, вдоль ее длины. 

Элемент Гюйгенса – участок фронта плоской волны с размерами много 

меньшими длины волны. Элемент Гюйгенса эквивалентен взаимно ортогональ-

ным электрическим и магнитным диполям Герца, расположенным в плоскости 

фронта волны. (Рис.5.3)  

Поле элемента Гюйгенса в дальней зоне, в сферической системе коорди-

нат, представляется в виде 

,)cossin)(cos1(
2

,)sincos)(cos1(
2

00

00
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c
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ikrS

e
rZ
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e
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−
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⋅
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⋅

−=

αααθθ
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αααθθ
λ

rr&
&r

rr&r

  (5.11) 

где SE&  - комплексная 

амплитуда напряженности 

электрического поля на по-

верхности элемента Гюйген-

са. 

Диаграмма направленности 

элемента Гюйгенса в главных 

плоскостях (α=0, α=π/2) опреде-

ляется выражением 

2

cos1
)2,()0,(

θπθθ +== FF .     (5.12) 

В полярной системе координат диаграмма направленности имеет вид 

кардиоиды (рис.5.4), причем максимум излучения направлен вдоль оси z (θ=0). 

Рис.5.3 
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5.2  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (поле диполя Герца) 

Найти амплитуду тока в диполе Герца и излучаемую им мощность, если 

его длина 5 см и в точке с координатами r = 1км, θ = π⁄2 амплитуда напря-

женности электрического поля Еθ =10-4 В/м. Частота колебаний  

150 МГц. 

Решение: 

Определим излучаемую длину волны. Поскольку параметры среды не за-

даны, то будем полагать, что это – воздух (или вакуум)  

м

с

с
м

f
c 2

110150

103

6

8

=
⋅

⋅
==λ . 

Определим  величину kr для оценки.   310
2 ⋅== π
λ
π

rkr . 

Поскольку  kr>>1, то точка наблюдения находится в дальней зоне  и по-

ле определяется формулой (5.4).Запишем ее для амплитуды Еθ, опуская фазо-

вые множители ikr-e и i  

θ
πθ sin

4
0

r

lWkI
E ст= .    Отсюда   

θ
π θ

sin

4

0klW

rE
I ст = . 

Рис. 5.4 
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Подставляя значения  r , θ  и ОмW  1200 π= , получим амплитуду тока в ди-

поле ААI ст
21012.2

15

1 −⋅≈=
π

. 

Сопротивление излучения диполя определяется формулой (5.6а) 

Ом
lW

R  5.0105
3

2 22
2

0 ≈⋅=






= −
Σ π

λ
π

. 

Средняя по времени мощность излучения определится как 

ВтRIP ст  1011.1
2

1 22 −
ΣΣ ⋅== . 

 Задача №2 (поле диполя Герца) 

Диполь Герца длиной 1м питается током частотой 1 МГц и амплитудой 

2А. Определить напряженности электрического и магнитного полей на рас-

стоянии 10м и 10 км и построить зависимости их амплитуд от углов 

θ и α при этих расстояниях. 

Решение: 

Аналогично решению предыдущей задачи, определим величины kr для 

двух значений r1=10м и  r2=10км. 

м
f

c
 300

10

103
6

8
=⋅==λ ,         209   ,209.0

2
211 ≈≈= krrkr

λ
π

, 

Таким образом, расстояние r1  соответствует ближней зоне, а  r2 – даль-

ней. 

 Поля в ближней зоне описываются формулами (5.3). При выполнении 

расчетов учтем, что для воздуха 
k

W01 =
ωε

. 

м
А

r

lI
H ст  sin1059.1sin

104

21
sin

4

3
22

θθ
π

θ
π

α
−⋅≈⋅== , 

м
Вii

kr

WlI
i

r

lI
iE стст  sin 86.2sin

9
sin

4
sin

4 3
0

3
θθ

π
θ

π
θ

πωεθ ≈===& , 

м
Вcoii

kr

WlI
i

r

lI
iE oстст

r  s73.5cos
18

cos
2

cos
2 33

θθ
π

θ
π

θ
πωε

≈=== . 
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Таким образом,  на расстоянии 10 м от диполя будут присутствовать две 

компоненты вектора E
r

 и одна – вектора H
r

. Их  диаграммы направленности в 

ближней зоне  в полярной системе координат имеют вид  

 

Рис. 5.5 

 На рисунке диполь выделен жирной линией.  Следует обратить внимание 

на то, что в ближней зоне существует значительное продольное электрическое 

поле Еr и на сдвиг по фазе между полями Е и Н. 

Поля в дальней зоне определяются формулами (5.4) . Определим  ампли-

туду αH  

м
А7

4
 sin 1033.3sin

104300

122
sin

4
θθ

π
πθ

πα ⋅⋅=
⋅⋅

⋅⋅== −
r

lkI
H ст . 

Электрическое поле имеет одну составляющую Еθ,  которую можно опре-

делить согласно (5.9) через Нα и волновое сопротивление 

м
ВHWE   sin10256.1sin1033.3120 47

0 θθπαθ ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= −− . 

Диаграмма направленности в дальней зоне описывается функцией sinθ и 

имеет вид  изображенный на рис. 5.5а для Нα или рис. 5.5б для Еθ. 

Задача №3 (диаграмма направленности диполя над землей) 

Определить  диаграммы  направленности в вертикальной и горизонталь-

ной плоскостях  диполя Герца, находящегося над идеально проводящей землей 

на высоте h. Рассмотреть случаи   вертикального и горизонтального диполей 

для высоты  h=  2/λ . 

Решение: 
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 Выберем прямоугольную систему координат для обозначения  

координат диполей и сферическую  - для координат точки наблюдения 

(рис. 5.6) Учет влияния идеально проводящей 

земли  на излучение антенн можно провести  

методом зеркальных изображений. Рассмот-

рим вертикальный и горизонтальные диполи, 

расположенные над поверхностью идеально 

проводящей земли (рис.5.7)  Отметим  для 

фиксированного момента времени на диполях 

положительные и отрицательные заряды и  

соответствующие им заряды на зеркальных изображениях диполей. Покажем 

направление токов в диполях и их зеркальных изображениях от положительно-

го заряда к отрицательному. Видно, что  токи в вертикальном диполе и его 

зеркальном изображении имеют одинаковое направление, а в горизонталь-

ном – противоположное.  

Перейдем к определению диаграмм направленности. Изобразим на рисун-

ке 5.8 условие задачи для вертикального диполя.  В точке А расположен вер-

тикальный диполь, в точке В – его зеркальное изображение с таким же на-

правлением тока.  
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Рис.5.6 
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Рис. 5.7   
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Рис. 5.8 

Точка наблюдения М находится в дальней зоне, поэтому направления 

распространения волн от диполя и его зеркального изобрахения (волны, 

отраженной от земли) параллельны  и пересекаюся в бесконечно удаленной 

точке.  Расстояния АМ и ВМ отличаются на длину отрезка θcos2hВС = , это 

приводит к разности фаз полей в точке наблюдения 

θ
λ
πθϕ cos

4
cos2

h
hk =⋅=∆ . Амплитуды полей в прямой и отраженной волнах в 

бесконечно удаленной точке можно считать одинаковыми.Таким образом, 

сумма  полей в точке М  прямой волны и отраженной от земли будет 

пропорциональна выражению 

2
cos2)(1 2222 ϕϕϕϕϕ

ϕ ∆⋅=+=+
∆−∆−∆+∆−∆− iiiii eeeee . 

Модуль этого выражения  пропорционален функции  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
cos

2
cos)(

h
F в
З

,   (5.13) 

      которая может быть названа множителем земли. 

          Амплитудная диаграмма направленности  будет определяться также 

собственной диаграммой направленности диполя  в вертикальной плоскости 

θθ sin)(0 =F . Таким образом, полная диаграмма направленности  будет яв-

ляться произведением диаграммы направленности вибратора в свободном про-

странстве на множитель земли. 

)coscos(sin)()()( З θθθθθ khFFF вв ⋅=⋅= .  (5.14) 
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Видно, что диаграмма направленности в вертикальной плоскости не зави-

сит от угла α и в пространстве представляет тело вращения вокруг оси z.  

В горизонтальной плоскости ( 2/πθ = ) диаграмма направленности ос-

танется такой же, как у вертикального диполя в свободном пространстве, 

т.е. окружностью, поскольку множитель земли не зависит от азимутального 

угла α. 1)(
090

=
=θ

αвF  

Для горизонтального диполя множитель земли будет другим,  посколь-

ку ток  в зеркальном изображении противоположен  по направлению току в 

диполе  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
sin

2
sin)(

h
F г
З .    (5.15) 

Собственная диаграмма направленности горизонтального диполя в вер-

тикальной плоскости зависит от ориентации диполя относительно этой 

плоскости. На рисунке 5.6 диполь ось диполя направлена вдоль оси у. Собст-

венная диаграмма направленности в плоскости хоz является окружно-

стью 1)(
0

0 =
=α

θгF ,  а в плоскости уоz «восьмеркой» θθ
α

cos)(
090

0 =
=

гF .  

Таким образом, полные диаграммы направленности в вертикальной плос-

кости  -  плоскости хоz (иногда ее называют экваториальной) и в плоскости 

уоz ( соответственно – меридиональной) представляются выражениями 








== θ
λ
παθ cos

2
sin)0,(

h
F г  в экваториальной плоскости,           

(5.16) 








⋅== θ
λ
πθπαθ cos

2
sin)cos()2/,(

h
F г  в меридиональной плоскости  (5.17) 

На рис. 5.9 изображены множитель земли и диаграммы направленности 

в вертикальной плоскости для вертикального и горизонтального диполей для 

случая 2
λ=h .  Для удобства построения  вместо угла θ использовался угол 

возвышения γ =900 -θ, отсчитываемый от поверхности земли. 
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a) б) в) 

а - множитель земли для вертикального диполя в
ЗF (γ, α-любое) 

б - диаграмма направленности вертикального диполя, вF (γ, α-любое) 

в - диаграмма направленности горизонтального диполя. гF (γ,α=π/2) 

Рис. 5.9 

Диаграммы направленности обоих диполей в горизонтальной плоскости 

будут такими же, как  при отсутствии земли, т.е. для вертикального диполя – 

окружность, для горизонтального – «восьмерка», такая же как на рис. 5.5б 

для Еθ(θ). Это следует из того, что множитель земли не зависит от угла α. 

Задача №4 (Качественное определение диаграмм направленности) 

Во многих случаях можно определить вид диаграммы направленности 

излучателей, поднятых над землей, из достаточно простых физических сооб-

ражений. При этом можно исходить из следующих положений: 

1) Диаграмма направленности в вертикальной плоскости есть произве-

дение диаграммы одного элемента на множитель земли  

2).Множитель земли представляет собой диаграмму направленности 

изотропного излучателя, находящегося на той же высоте и с такой же поля-

ризацией поля излучения, что и реальный излучатель. Изотропный излучатель 

имеет диаграмму направленности в свободном пространстве в виде сферы, 

т.е. излучает равномерно по всем направлениям.  

3) Множитель земли  не зависит от азимутального угла α и в простран-

стве представляет собой  тело вращения относительно вертикали, проходя-

щей через антенну. 

4) Максимумы множителя земли )(θЗF  соответствуют направлениям, в 

которых поля излучателя и его зеркального изображения  складываются в фа-

зе или со сдвигом фаз 2π, 4π и т.д.  Нули диаграммы  множителя земли соот-
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ветствуют направлениям, в которых разность фаз полей в точке наблюдения 

равна нечетному числу π. 

4) Разность фаз  полей  в точке наблюдения  определяется разностью 

хода лучей от излучателя и его зеркального изображения до точки наблюдения 

(отрезок ВС на рис. 5.7), а также разностью фаз токов в излучателе и  зер-

кальном изображении.  При этом необходимо помнить, что разность хода ве-

личиной λ/2,3λ/2 и т.д. (нечетное число полуволн) соответствует сдвигу фаз 

равному нечетному числу π (π,3π и т.д.), а разности хода величиной λ,2λ и т.д. 

– сдвигу фаз 2π,4π и т.д. 

Покажем применение этих положений на примере диполя, находящегося 

над идеально проводящей землей на  .высоте h=λ. Будем, как и в предыдущем 

примере, использовать  угол γ, отсчитываемый от поверхности земли.  

Для случая вертикального диполя  токи в нем  и зеркальном изображении 

синфазные, поэтому вид  множителя земли будет определяться только разно-

стью хода лучей от диполя и  зеркального изображения. Направления макси-

мумов определятся из условия 

λγ phr ==∆ maxsin2  , где р=0,1,2.. 

В нашем случае (h=λ)  это соответствует значениям  1 ,2/1 ,0sin max =γ   

или    углам .90 ,30 ,0 000
max =γ  

Положения минимумов множителя земли определятся из условия 

2sin2 min
λγ phr ==∆ , где р=1,3.. 

Это соответствует углам 0348 и 0314 00
min ′′=γ  

Построенный по этим значениям углов множитель земли изображен на 

рисунке  5.10а сплошной линией. Пунктирной линией  показана диаграмма на-

правленности диполя в свободном пространстве в пределах изменения угла γ 

от 00 до 1800. Полная диаграмма диполя над землей определится как произве-

дение этих диаграмм. Приближенно это соответствует «вписыванию» мно-

жителя земли в диаграмму вибратора в свободном пространстве. Результат 

представлен на рис. 5.10б. 
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Для горизонтального диполя токи диполя и его зеркального изображения 

противофазные. Это приводит к тому, что максимумы множителя земли бу-

дут располагаться там, где были минимумы множителя земли для вертикаль-

ного вибратора и наоборот Полная диаграмма направленности горизонталь-

ного диполя совпадает с множителем земли и представлена на рис. 5.10в. 

 

Рис. 5.10 

 Учет влияния земли на диаграмму направленности излучателей, подоб-

ный приведенному выше, пригоден для любых антенн над идеально проводящей 

землей. Над реальными почвами он также применяется, но только если излу-

чатель поднят на высоту h>λ.   

Таким образом, определяя направления максимумов и нулей множителя 

земли и учитывая собственную диаграмму направленности излучателя, можно 

определить диаграмму направленности излучателя с учетом влияния земли. 

Задача №5 (электрический и магнитный диполи Герца ) 

Для радиолюбительского вида спорта «охота на лис» применяются на-

правленные антенны в виде диполя Герца и рамочной антенны, расположенные 

в одной плоскости, как показано на рисунке 5.11а. 

Определить соотношение между амплитудами тока в диполе и рамке, 

при котором диаграмма направленности будет иметь направление нулевого 

излучения, если l - длина диполя, S – площадь рамки, f – частота токов в дипо-

ле и рамке. 

Решение: 

Известно, что рамка с током при ее малых размерах (по сравнению с 

длиной волны) по своим свойствам аналогична магнитному диполю Герца, пер-

пендикулярному ее плоскости (рис.5.11б)  
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а)          б) 

Рис. 5.11 

Таким образом, данная  конструкция представляет собой взаимно орто-

гональные электрический и магнитный диполи Герца и при определенных соот-

ношения между токами диполя и рамки может иметь направление нулевого 

излучения, как элемент Гюйгенса.  

Рассмотрим поля Е и Н от диполя (рис. 5.12а)и рамки (рис. 5.12б) в сим-

метричных относительно  начала координат точках М и М1 

 

 а) б) 

Рис 5.12 

Векторы H
r

  от диполя (рис. 5.12а)  направлены в противоположные 

стороны, поскольку ориентированы по касательной к силовой линии магнитно-

го поля в виде окружности с центром в начале координат. Направления векто-

ров E
r

 определяется через векторы Пойнтинга в этих точках, которые на-

правлены от диполя. Для рамки в противоположные стороны направлены век-

торы E
r

, как касательные к силовой линии электрического поля в виде окруж-

ности, а направления векторов H
r

 определяются  через векторы Пойнтинга. 

Для выбранных направлений токов I и Iм  поля от диполя и рамки в точке М 

складываются, а в точке М1- вычитаются. 
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Приравняем комплексные амплитуды полей, созданных диполем (5.4) и 

рамкой (5.9) в точках  М и М1 в дальней зоне. При этом нужно учесть, что 

формулы (5.4) и (5.9) определяют поля в разных системах координат, связан-

ных с направлениями осей диполя и рамки. Направление на точки М и 

М1соответствует значению θ=900 
для обоих диполей.   

Подставляя в обе формулы θ=900  и приравнивая комплексные амплиту-

ды векторов Е, получим 

ikrcpikrc e
r

SZkI
e

r

kIlZ
i −− =

ππ 44

2

 или kSIiIl p= . 

При выполнении этого условия поля в точке М будут складываться, а в 

точке М1 - взаимно компенсироваться, так что диаграмма направленности 

будет иметь форму кардиоиды (рис.5.4). Мнимая единица «i», присутствую-

щая в этом условии, означает необходимый сдвиг фаз токов на 900 . 

 

5.3  Задачи для самостоятельного решения 

5.1. Диполь Герца длиной 1м возбуждается на частоте 10 МГц током с 

амплитудой 1А. Определить амплитуды напряженности электрического и 

магнитного полей в экваториальной плоскости вибратора на расстоянии 

1000м от него.   Ответ: Н=1,67·10-5 А/м , Е=6,28·10-3 В/м. 

5.2.  Как изменится результат предыдущей задачи для частоты 10 кГц?    

Ответ: Н=7,94·10-5 А/м , Е=1,43·10-4 В/м. 

5.3. При расчете экранов для электромагнитного поля широко использу-

ется понятие волнового сопротивления среды для  ближней зоны электриче-

ского и магнитного диполей Герца, которое определяется как отношение по-

перечных к направлению распространения составляющих векторов E
r

 и H
r

. 

Получите формулы для этих сопротивлений. О чем свидетельствует мнимый 

характер и зависимость от расстояния этих сопротивлений?    Ответ: 

ikrW
kr

i
W HE ==   ; . 
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5.4. Найти составляющие поля диполя Герца длиной 10 см в экваториаль-

ной плоскости на расстоянии а) 2м, б) 2км, если  частота колебаний составляет 

30 МГц.  Ответ:
В/мEА/мHб

В/мEА/мHa

  10425.9     ,105,2)

  597.0     ,102)
  4  6

  3

−−

−

⋅=⋅=

=⋅=

θα

θα  

5.5. Определить мощность излучаемую на отрезке длиной 1 м двухпро-

водной линии электропередачи, если по ней протекает ток с амплитудой 10 А. 

Расстояние между проводами  0.3м. 

Указание: рассматривать отрезок линии как рамку с током. 

Ответ: Вт101.1 22−
Σ ⋅=P  

5.6.  Рамочный излучатель диаметром 0ю5м возбуждается током 0ю3 А 

на частоте 25 МГц. Найти амплитуду напряженности магнитного поля в 

плоскости рамки на расстоянии 10 км и излучаемую мощность. 

Ответ: = Р=2.61·10-3 Вт, Н=1.3·10-7 А/м 

5.7. Определить направления максимумов и построить качественно диа-

грамму направленности в вертикальной плоскости горизонтального диполя 

Герца расположенного на высоте 1.5 λ над идеально проводящей землей.  От-

вет:  θ=33.550, 600, 80.40. 

5.8.  Площадь некоторой плоской цепи переменного тока составляет 

0.2λ2. Определить ее сопротивление излучения. Ответ: Ом 47.12=ΣR  

5.9. Излучатель в виде открытого конца прямоугольного волновода при-

ближенно можно рассматривать как элемент Гюйгенса. Определить напря-

женность электрического поля на расстоянии 100м в направлении максималь-

ного излучения . Амплитуда напряженности поля на раскрыве волновода ЕS=10-

3 В/м, площадь раскрыва  2·10-3 м2. частота 3 ГГц. 

Ответ: Е=2·10-7 В/м. 

5.10. В отличие от задачи №5 раздела 5.2 диполь расположен в центре 

рамки перпендикулярно ее плоскости. Определить диаграмму направленности 

такой антенны и соотношение между токами диполя и рамки при котором по-

ляризация поля в плоскости рамки будет круговая. 
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Ответ: Диаграмма направленности такая же как у диполя. kSIlI p ⋅=⋅ . 

5.11.  Построить диаграммы направленности горизонтального диполя 

Герца над идеально проводящей землей в вертикальной плоскости при h=2λ. 

Сколько лепестков имеет эта диаграмма направленности в диапазоне углов θ от 

0 до 90 градусов? Ответ:  четыре  лепестка. 

5.12. Амплитуда напряженности магнитного поля на расстоянии 100м от 

рамки с током в направлении ее максимального излучения составляет 3,6 

мкА/м.Определить диаметр рамки, если частота равна 12 МГц, амплитуда тока 

9А. Ответ: 10 см. 

5.13. Как изменится амплитуда магнитного поля диполя Герца в направ-

лении максимального излучения, если расстояние до точки наблюдения увели-

чится с10 м до 1000 м? Частота волны а)3 МГц, б) 3 кГц. 

Ответ: а) уменьшится примерно в 159 раз, б)Уменьшится в 104 раз. 

5.14 Получить выражение для множителя земли, если излучатель распо-

ложен на высоте h>>λ и землю нельзя считать идеально проводящей. Электри-

ческие параметры земли (ε,µ,σ),высоту расположения излучателя -h, длину вол-

ны – λ и поляризацию излучателя считать заданными. 

Указание: В точке отражения падающую волну считать плоской, угол γ 

отсчитывать от поверхности земли. 

Ответ: )()(1)( γγγ iФ
з eRF += , где )()()( γψγγ ieRR && =  - комплексный коэф-

фициент отражения, определяемый по формулам Френеля (4.26), 

λπγγψγ /2  ),sin(2)()( =−= kkhФ . 

5.15 Получить выражение для диаграммы направленности вибратора 

длиной L, считая распределение тока в нем равномерным по длине. Угол γ от-

считывать от поверхности земли. Определить ширину главного лепестка диа-

граммы направленности. 

Указание: разделить вибратор на малые отрезки – диполи Герца и опре-

делить поле в дальней зоне по принципу суперпозиции. 
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Ответ: )arcsin(22  ,
)sin(

))sin(
2

sin(
)cos(

2
)( 0 L

kL

kL
F λγ

γ

γ
γγ ==  
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6  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В ВОЛНОВОДАХ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Условия распространения волн основного (низшего) и высших типов; 

2. Параметры распространяющейся волны; 

3. Структура электромагнитного поля; 

4. Особенности поляризации магнитного поля основной волны; 

5. Передаваемая мощность и плотность потока мощности в волноводе; 

6. Тепловые потери и затухание волны в волноводе; 

6.1  Краткие теоретические сведения 

 Полая металлическая труба произвольного сечения, внутри которой рас-

пространяются электромагнитные волны, называется волноводом. 

 В однородных волноводах (форма поперечного сечения и параметры за-

полняющей среды постоянны вдоль координаты распространения волны) с иде-

ально проводящими стенками могут распространяться волны электрического 

типа (Е), у которых 0=zH , а 0≠zE и волны магнитного типа (Н), у кото-

рых 0=zE ,  а 0≠zH . 

Из уравнений Максвелла получают инвариантные (справедливые для лю-

бой системы координат) соотношения, позволяющие определять поперечные 

составляющие полей через продольные для любого типа волны и волновода:  

     
.

2 0[ ]z zE i grad E i z grad Hγ β ωµ⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ + ⋅ ⋅
r r& & ,        (6.1) 

     
. .

2 0[ ]z zH i grad H i z grad Eγ β ωε⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ − ⋅
r r & ,        (6.2) 

где   0 0
X yE x E y E⊥ = +

r r r , 0 0
X yH x H y H⊥ = +

r r r   и  grad⊥ = 0 0x y
x y

∂ ∂+
∂ ∂

r r    -для прямоуголь-

ного волновода,   

0 0
rE r E Eαα⊥ = +

r rr , 0 0
rH r H Hαα⊥ = +

r rr  и grad⊥ = 0 0 1
r

r r
α

α
∂ ∂⋅ + ⋅ ⋅
∂ ∂

rr -для   случая кругло-

го волновода. 

 Основные параметры волн в волноводах  



 134

 2

в d

k

K

πβ
λ

= =  - постоянная распространения волны;                             (6.3) 

 
0

2 r rk
π ε µ

λ
=  - волновое  число в среде, заполняющей волновод;       (6.4) 

Конкретный тип волны в волноводе может распространяться только в том 

случае, если         0
кр

r

λ λ
ε

< ,                                                                                  (6.7) 

Критическая длина волны определяется размерами и формой поперечного се-

чения волновода, а так же типом волны mnE , mnH . Основным (низшим) типом 

волны считается тот, у которого крλ наибольшая. 

К параметрам волны, распространяющейся в волноведущих линиях, от-

носятся 

Средняя мощность, переносимая волной любого типа в любом волноводе, 

определяется интегрированием вектора Пойнтинга по поперечному сечению 

волновода 
.

0 *1
Re{ [ ]}

2ср

S

P z E H dS= ⋅ ⋅∫
r rr & .        (6.14) 

   

2

01
1d

r кр

K
λ

ε λ
 

= −   
 

 -  коэффициент дисперсии;                                           (6.5) 

    
крλ
πγ 2=⊥   -  поперечное волновое число.                                         (6.6) 

Длина волны  в 

волноводе 

Фазовая ско-

рость 

Групповая ско-

рость 

Характеристическое 

сопротивление 

ф

r d

c
V

Kε
= (6.9) d

гр

r

c K
V

ε
⋅=  (6.10)    0

в

r dK

λλ
ε

= (6.8) 

где с- скорость света 

0
H

d

W
Z

K
=     (6.11) 

0E dZ W K= ⋅   (6.12) 

π=
ε
µ

= 120W
0

0
0

(6.13) 
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Коэффициент ослабления волны α равен сумме коэффициентов ослабле-

ния  в металлических стенках мα  и диэлектрике дα , т.е. м дα α α= + . Потери в ме-

талле                            

2.

. .
*

1

2
Re[ ]

s

l
m

S

R H dl

E H dS

τ

α
⋅

= ⋅
⋅

∫

∫
rr r

,                             (6.15) 

где 
2

a
sR

ωµ
σ

=  - поверхностное сопротивление металла, 
.

τH  - составляющая 

магнитного поля, тангенциальная к поверхности стенок волновода. 

Потери в диэлектрике определяются с помощью выражения 

2

1
1

д

r кр

tg επ εα
λλ

ε λ

⋅ ⋅ ∆=
 

⋅ −   
 

.                (6.16) 

Для конкретного типа волны подстановкой решения для продольных 

компонент (ниже) в уравнения (6.1) и (6.2), получают выражения для состав-

ляющих векторов напряженностей электрического и магнитного полей. 

Волноводы прямоугольного сечения 

               Волны типа mnE   

.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i E e
a a b

ββ π π π
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

         
.

02
sin cos i z

у

n mx ny
E i E e

b a b
ββ π π π

γ
−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 s in s in i z
z

m x n y
E E e

a b
βπ π −   = ⋅ ⋅   

   
 

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i E e
b a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                 (6.17) 

.

02
sin i z

y
m mx ny

H i E cos e
a a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

                   

0
.

=zH . 

 

             Волны типа Нmn   
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.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i H e
b a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

02
sin cos i z

y
m mx ny

E i H e
a a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

0
.

=zE  

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i H e
a a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                           (6.18) 

.

02
cos sin i z

y
m mx ny

H i H e
b a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 cos cos i z
z

mx ny
H H e

a b
βπ π −   = ⋅   

   
  , 

где  
22

2 






 ⋅+






 ⋅=⊥ b

n

a

m ππγ  - поперечное волновое  число;  m,n – целые положи-

тельные числа; a,b – поперечные размеры широкой и узкой стенок волно-

вода соответственно;           0E  , 0H  - амплитуды волны, зависящие от пе-

редаваемой мощности; 

         
22

2








+







=

b

n

a

m
крλ  - критическая длина волны .                          (6.19) 

Основной волной в прямоугольном волноводе при a>b является волна 

Н10, ее критическая длина волны будет максимальной и , согласно (6.19), равна 

            aкрН 2
10

=λ               (6.20) 

Передача энергии осуществляется на основном типе волны, пока выпол-

няется условие (6.7), другие типы волн в волноводе не возбуждаются. 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н10 в прямоугольном вол-

новоде определяется соотношением 

H
срH Z

abE
P

4

2
0

10
=  ,           (6.21) 

Для волны Н10  коэффициент затухания в прямоугольном медном волно-

воде  рассчитывается по формуле 
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2 2

2 2

0

2 2
0,104

2 2
,[ ];.. .. ,[ ]

2 2

s r r

m m

r r

b b
R

a a a aНп дб
или

м м
W b b

a a

λ λε ε
α α

λ λε λ ε

      + ⋅ +      
         = =

   ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   
   

.      (6.22) 

Волноводы круглого сечения 

Для волноводов круглого сечения, работающих на волнах типа Hmn, кри-

тическая длина волны равна 

mn
кр

a

µ
πλ 2=  ,                                                                                       (6.23) 

где mnµ  - n – й корень производной функции Бесселя / ( ) 0mJ z = , а – радиус вол-

новода. Для волн  типа Emn  критическая длина волны равна 

mn
кр

a

ν
πλ 2= ,                                                                  (6.24)  где mnν - n – 

й корень функции Бесселя ( ) 0mJ z = . Значение корней mnµ  и mnν  приведены в 

таблице 6.1. 

Таблица 6.1. Значения корней νmn функции Бесселя ( )mJ z  

n 
m 

1 2 3 4 

0 2,405 5,520 8,654 11,792 

1 3,832 7,016 10,173 13,324 

2 5,136 8,417 11,620 14,796 

3 6,380 9,761 13,015 16,223 

Значения корней µmn производных функции Бесселя )(/ xJm  

n 
m 

1 2 3 

0 3,832 7,016 10,174 

1 1,841 5,331 8,536 

2 3,054 6,705 9,965 

3 4,200 8,017 1,.403 
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            Максимальная крλ  в круглом волноводе у волны типа Н11   

aкрH 41.3
11

=λ ,                                                                                   (6.25) 

а ближайшим к ней типом волны является Е01, для которой  

            aкрE 61.2
01

=λ  .                                                                                (6.26) 

Выражения для составляющих векторов поля в круглом волноводе имеют вид 

волны типа Нmn   

.

02
( ) sin( ) i z

r mE i m H J r m e
r

βωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mE i H J r m e β

ϕ
ωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

0
.

=zE             (6.27) 

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mH i H J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
H i H J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mH H J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅  

Волны типа mnE   

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mE i E J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
E i E J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mE E J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅          (6.28) 

.

02
( ) sin( ) i z

r mH i m E J r m e
r

βωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mH i E J r m e β

ϕ
ωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Нz=0 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н11 в круглом волноводе  

11

2 2
0

4, 28срH
H

a E
P

Z

π=
⋅

 ,       (6.29) 
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в (6.29) величина Е0  - максимальная амплитуда напряженности электрического 

поля для волны Н11. 

        Мощность, переносимая волной Е01 в круглом волноводе, определяется [2] 

( )
01

22 2 4
0 01 1 01

2
012срE

E

E a J
P

Z

π β ν
ν

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
  или  

01

2
00,778

cpE

E
Р

q

πωεβ
⊥

⋅=                     (6.30) 

Из соотношений (6.29),(6.30) находится амплитуда 0E  электрического по-

ля соответствующего типа волны. Например, для волны Е01 она равна 

           ( )01

2
01

0 22 4
01 1 01

2 ср E
E

P Z
E

a J

ν
π β ν

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
     .                                (6.31) 

Средняя мощность, переносимая волной Н 01 определяется соотношением 

            
01

2
2 2
0

4
H

cpH
кр

H a Z
Р

π λ
λ

 
=   

 
                                                             (6.32) 

 Постоянные затухания (
м

нп ) для волн в круглом волноводе [2] имеют вид  

01

0

1Е S в
м

R

a W

λα
λ

=  ,                                                                          (6.33а)  

11

2

2
0

1 1

1.841
Н S в
м

кр

R

a W

λ λα
λ λ

  
 = +      

,                                                  (6.33б)     

2
2

2 2
0

1
mnН S в

м

mn кр

R m

a W m

λ λα
λ µ λ

  
 = +   −   

.                                          (6.33в) 

Электрические поля любого типа волн в волноводах  можно использовать 

для нагрева, сушки или сублимации диэлектриков, имеющих конечную удель-

ную проводимость σ . Для этого следует поместить тонкий слой диэлектрика, 

чтобы не изменилось первоначальное поле,  в электрическое поле волны волно-

вода и определить мощность тепловых потерь РТ в нем.  

    [ ]2

Т

Vд

P E dV Втσ= ⋅∫     или   
2

Т д

Vд

P tg E dVωε= ⋅ ∆⋅ ∫       ,                               (6.34)  

где, например, для цилиндрического волновода 222
zr EEEE ++= α , 

 а для прямоугольного           2 2 2
x y zE E E E= + + . 
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Мощность тепловых потерь расходуется на нагрев диэлектрика. Процесс 

сопровождается повышением температуры диэлектрика и возгонкой влаги. 

Чтобы нагреть образец весом m кг на T∆  градусов (от Тн - начальной до Тк - ко-

нечной температуры, т.е. T∆  = Тк - Тн) при его удельной теплоемкости 

Дж

кг К
γ  
 ⋅ 

, необходимо затратить [6] энергии  

                      ][1868.4 ДжTmW ∆⋅⋅⋅= γ  ,                                                        (6.35) 

которая связана с СВЧ мощностью и временем k нt t t∆ = − нагрева выражением 

[ ]Т

W
P Вт

t
=

∆
                                                          (6.36,а) 

Подставляя (6.36) в (6.36а), получаем соотношение, связывающее параметры 

диэлектрика с величиной мощности,  требующейся для его нагрева   

                 [ ]4.1868
Т

m T
P Вт

t

γ⋅ ⋅ ⋅∆=
∆                                                      (6.36,б) 

Можно определить из (5.36,б)  температуру или время разогрева, если что-то 

одно будет известно. 

0 4.1868
[ ], [ ]

4.1868
Т

Т

P m T
T t С или t с

m P

γ
γ

⋅ ⋅ ⋅ ∆∆ = ∆ =
⋅ ⋅

K K .                          (6.37) 

 
6.2 Примеры решения типовых задач 

Задача №1 ( Построение структуры поля) 

В прямоугольном волноводе возбуждена волна типа Н11. Размеры попе-

речного сечения  a  и  b ( рис. 6.1). 

Требуется получить уравнение силовых 

линий электрического поля. 

Решение 

Электромагнитное  поле является век-

торным полем и графически представляется 

линиями векторов HиE
rr

. Выражение векторной линии E
r
  в прямоугольной 

системе координат  имеет вид   

Рис. 6.1 
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x y z

dx dy dz

E E E
= = .                                                 (6.38) 

 Для решаемой задачи проекции векторов электрического поля из (6.1) 

равны                       
y

Hj
Е z

x ∂
∂

−=
2χ
µω ,    

x

Hj
Е z

y ∂
∂

=
2χ
µω ,   Еz=0.                           

(6.39) 

Из (6.38), согласно (6.39), уравнение векторной линии электрического по-

ля волны  Н11    записывается в виде   

               0dyEdxE xy =− .                                                           (6.40) 

Подставляя в (6.40) компоненты из (6.39), получим    

                     0
Hz Hz

dx dy
x y

 ∂ ∂+ = ∂ ∂ 
  .                                                             (6.41) 

Уравнение (6.41) представляет полный дифференциал, т.е. dHz=0 , решение ко-

торого с учетом  (6.18) для волны Н11 должно иметь вид  

 0 cos coszH H x y const C
a b

π π   = = =   
   

  или cos cosx y const C
a b

π π    = =   
   

    (6.42а) 

         или         cos
cos

a C
x arc

y
b

ππ
=

 
 
 

                                                      (6.42б) 

Уравнение (6.42б) являться уравнением линии вектора E
r
 волны Н11, ле-

жащей в плоскости z=const, т.к. оно получается из уравнения силовых линий. 

Как  должно производиться построение силовых линий вектора  E
r
 ?  

Силовая линия соответствует любому определенному значению постоянной 

С, которое может принимать, согласно (6.42а),  величину в пределах  

1 1C− ≤ ≤ .    

Каждому значению  С, взятому в этих пределах, соответствует одна сило-

вая линия электрического поля волны Н11. 

 Найдем линии вектора  E
r
 при некоторых значениях С. 

       I. Пусть С=0. Что представляет собой силовая линия вектора  E
r
 при C = 0? 
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Физически – отсутствие поля Е на этой линии, а 

местоположение точек этого случая находится из 

(6.42а).   Если C = 0, то      cos cos 0x y
a b

π π    =   
   

, 

что имеет место только при   

а).  0
a

x
cos =π , т.е. при  

2

a
x = ;  а  y →   любое зна-

чение в интервале от 0−b, 

   б).   0
b

y
cos =π ,  т.е.   

2

b
y = ;  а  x →любое                             значение в интер-

вале от 0−а. 

   Вывод: Если   С=0,  то векторными линиями будут две взаимно  ортогональ-

ные линии, проходящие через координаты  
2

a
x =  и  

2

b
y =  (рис. 6.2). 

      II.  Пусть C = ±±±±1.   Что представляет собой силовая линия поля  при C = ±1? 

Как следует из (6.42а) при 

           С =1  :    x = 0,   y = 0        и     x=a,  y=b;   

           С = -1:    x =0,    y = b       и    x=a,  y=0. 

Таким образом, при C = ±1 силовые линии поля вырождаются в точки 

(рис.6.2). 

        III.  Пусть значение С будет любым.       Например, C = ±0,2. 

             Тогда из (6.42б) имеем              
0,2

cos
cos

a
x arc

y
b

ππ
±=
 
 
 

 

Изменяя координату  y  в пределах  0 y b≤ ≤ , получим координаты точек  

х,  соответствующие заданной кон-

станте  С.  

Семейство силовых линий поля  

Е волны Н11 на поперечном сечении 

прямоугольного волновода для этого 

случая изображено  на рис. 6.3.  

Рис. 6.2 

Рис. 6.3 
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Следует заметить, что, в силу граничного условия Еτ = 0, силовые линии 

вектора E
r
 в точке соприкосновения со стенками волновода всегда ортогональ-

ны к стенкам. 

Найдите сами силовые линии вектора Е
r
, пользуясь (6.42б), для значений 

С=±0,5; ±0,7; ±0,9. Результаты расчета внесите в таблицу 6.2  (для примера при-

веден расчет при С=0,6) и изобразите их на рисунке поперечного сечения вол-

новода. 

Таблица 6.2 

 

 

В области I константа С (рис.6.3) имеет положительное значение, напри-

мер  С= 0,2, но значение  y не превышает b/2.  

В области II константа С имеет отрицательное значение, например,  

С= - 0,2 , но  0,5·b<у <b, и 0cos cos
y

b

π α=  имеет отрицательные значения,  а  от-

ношение ( )cos /

C

y bπ
 остается положительным. Угол  αо > 90о , поэтому cos (πy/b) 

удобно в этих случаях представлять в виде  cos(1800- α).                                               

С                                      0,6 

0cos cos
y

b

π α=  
1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 

y
b

πα =0     440 530  

Координата 
180

0b
y

α=  
   0,24b 0,29b  

/ cos( )C y
b

π     0,85   1    

cos( / cos( ))arc C y
b

π =ψ 
   300   00    

Координата  х=(a·ψ)/π    1/6·a   0  



 144

Если известно расположение силовых 

линий электрического поля волны, то можно 

изобразить линий магнитного поля на попе-

речном сечении волновода. Следует учесть, 

что линии полей E
r

 и H
r

 взаимно ортого-

нальны. Поэтому, зная расположение сило-

вых линий E
r

 (или H
r

), легко  начертить се-

мейство силовых линий H
r

 (или наоборот), сохраняя их ортогональность в каж-

дой точке. На рис. 6.4 представлены поля E
r

 иH
r

 волны типа Н11.   

 

Задача №2  (Поляризация вектора H
r

 волны типа Н10 ) 

В волноводе прямоугольного сечения (рис.6.1) распространяется про-

стейшая волна  Н10.  Требуется определить для этого типа волны:  

а) вид поляризации магнитного поля; 

б) области правой и левой поляризации магнитного поля; 

в) наличие областей линейной и круговой поляризации магнитного поля. 

Решение  Определение вида поляризации 

Пользуясь уравнением (6.18) и полагая m=1, n=0  для волны типа Н10, за-

пишем выражения для мгновенных составляющих магнитного поля Нx   и   Hz  

бегущей волны  

                       
( ) ( )

( ) ( )

0

0

sin sin sin

cos cos cos

x xo

z zo

a x
H H t z H t z

a

x
H H t z H t z

a

β π ω β ω β
π

π ω β ω β

 = − = −    


  = − = −    

,                       (6.43) 

где                    
0 0 sinx

a x
H H

a

β π
π

= - амплитудное значение составляющей Нх, 

                          0 0 cosz

x
H H

a

π=  - амплитудное значение составляющей Нz. 

Из (6.43) видно, что вектор H
r
лежит в плоскости xoz , амплитуды состав-

ляющих магнитного вектора не равны: Нх0 ≠ Нz0, и между составляющими Нх и 

Рис. 6.4 
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Нz, существует сдвиг фазы π/2, так как фазовые члены имеют вид  

( ) ( )ztcos;ztsin β−ωβ−ω . 

Если амплитуды составляющих вектора не равны между собой, а сдвиг 

фаз составляет любую величину, не равную нолю, то поляризация поля эллип-

тическая. Итак, в нашем случае поляризация магнитного поля волны Н10 эллип-

тическая. Можно определить большую и малую полуоси эллипса поляризации 

вектора магнитного поля в произвольной точке внутри волновода. Для этого 

выражения (6.43) представим в виде 

( )
0

sin

sin

xH
t z

a x
H

a

ω β
β π
π

= −
 
  

,       ( )
0

cos

cos

zH
t z

x
H

a

ω β
π

= −
 
  

                  (6.44) 

 Если оба эти уравнения возвести в квадрат и сложить, то получится канониче-

ское уравнение эллипса 

  
2

2

0 sin

xH

a x
H

a

β π
π

+
 
  

 
2

2

0

1

cos

zH

x
H

a

π
=

 
  

, 

оси которого совпадают с осями координат  x  и  z, и в котором большая и малая 

полуоси эллипса имеют вид    

   0 sin
a x

H
a

β π
π

 
  

 = Hх0 -  х- овая полуось,                           (6.44,а) 

       0 cos
x

H
a

π 
  

 = Hz0 -  z- овая полуось.               (6.44,б) 

Из  (6.44,а)  следует, что эллиптичность поляризации в каждой точке плоскости  

х- const зависит от длины волны в волноводе 








λ
π=β
в

2 и ширины волновода  а  .   

Отметим, что вращение вектора  магнитного поля, равного  
0 0

X ZH x H z H= +
r r r

,  

происходит в плоскости XОZ . 

         Определение направления вращения эллиптической поляризации век-

тора Н при х- const.  

Для этого, исследуем знаки  Нхо  и Нzo  в (6.44а), (6.44б) при изменении х 

2/0 ax ≤≤  
axa ≤≤2/  
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0 sin 0xo

a x
H H

a

β π
π

 = >  
 при ax0 ≤≤ ; 0

0
cos

0zo

x
H H

a

π > =   <  
при 

 

Таким образом, можно отметить, что существует в волноводе две области 

Область I:   2/ax0 ≤≤ , Область II: ax2/a ≤≤ , 

Нхо > 0   и   Нzo > 0 Нхо > 0,  а   Нzo < 0 

В каждой из этих областей (рис. 6.5) опреде-

лим направление вращения вектора  H
r

 

(6.44),  при z= const, но при изменении вре-

мени, т.к. поляризация временная характе-

ристика. 

Область I:      ( 2/ax0 ≤≤ ),  z-const  

Сл.1. Пусть время  t = t1;  

фаза (ω t1 -β z) = 0,  тогда  Нх1 = 0; 1 0 cos 0z

x
H H

a

π= > .  (рис.6.6)  

Сл.2. При  t = t2> t1; пусть фаза  (ω t2 -β z) = π/4, т.е. cos 45о=sin45о , 

тогда  2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ;    2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π= ⋅ <. 1zH  (см. рис.6.6) 

 

Рис. 6.6. Область I Рис.  6.7. Область  II 

Суммарный вектор 2H
r

 повернулся относительно 1zH при изменении вре-

мени от t1 до t2.  Если смотреть со стороны оси у, то вращение вектора 

Рис. 6.5 
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H
r
происходит против хода часовой стрелки, что определяет левую поляри-

зацию (рис. 6.6). 

Область II :    ( ax2/a ≤≤ ). 

Сл.1. При t = t1; фаза  (ω t1 - β z) = 0,  Нх1 = 0; 1 0 cosz

x
H H

a

π = −   
<0. 

Сл.2. При  t = t2 > t1;    (ω t2 - β z) = π/4,   2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ; 

2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π = − ⋅  
  Суммируя компоненты , получаем вектор 2H

r
. 

Суммарный вектор 2H
r

 при изменении времени от t1 до t2 повернулся от-

носительно 1zH , имеющего вначале отрицательное значение, по часовой 

стрелке. Направление вращения поляризации  по часовой стрелке говорит о 

том, что это правая поляризация (рис. 6.7). 

Нахождение областей линейной и круговой поляризации 

Когда эллипс поляризации может вырождаться в прямую линию? 

 Только если одна  из его полуосей обращается в ноль. 

Согласно (6.44б), Hz0  - z-овая полуось эллипса обращается в ноль при 

2a

x π=π , т.е. при 
2

a
x = . Вектор H

r
 при 

2

a
x =  оказывается направленным вдоль ко-

ординаты х (линейная поляризация). Если потребовать, чтобы Hх0 - x-вая полу-

ось (6.44а) обращалась в ноль, то это будет возможно при  x = 0  и  х = a. Плос-

кость поляризации, в которой лежит вектор H
r

, тогда направлена вдоль коорди-

наты   z  (рис.  6.8). 

Найдем, где расположены точки, 

на которых эллиптическая поляри-

зация превращается в круговую по-

ляризацию. 

Условием круговой поляризации 

является равенство полу-

осей эллипса:                             

Рис.6.8 
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Нх0 = Нz0., т.е. 0 0cos sin
x a x

H H
a a

π β π
π

   =      
. 

Значения  
a

x
sin

π
 на всем участке  ax0 ≤≤   остаются положительными, 

поэтому следует поставит модуль     cos sin
x a x

a a

π β π
π

= . Это означает, что левой 

части этого уравнения соответствуют два значения х: 

2/ax0 1 ≤≤ ;  0
a

x
cos 1 >π ,   и   2/ 2a x a≤ ≤ ;  0

a

x
cos 2 <π . 

Следовательно,  
a

x
ctg

a 1π=
π

β ;  






 π−π=π−=
π

β
a

x
ctg

a

x
ctg

a 22 . 

Отсюда следует, что существует две плоскости, где наблюдается на волне 

типа Н10 круговая поляризация, и координаты их определяются как 










λπ
=

в

1

a2
arctg

a
x ; 









λπ
−=

в

2

a2
arctg

a
ax                                        (6.45 

Направление вращения круговой поляризации (правая – левая) определяется 

аналогично рассмотренному направ-

лению эллиптической поляризации. 

На рис. 6.9 показан процесс 

преобразования поляризации при z-

const вдоль линии ax0 ≤≤  при изме-

нении времени. 

Можно  качественно показать 

тип поляризации и направление вращения вектора магнитного поля, воспользо-

вавшись только его структурой магнитного поля, перемещающейся вдоль оси 

волновода с фазовой скоростью.  

Пусть в момент времени t1 наблюдатели находятся в точках  А  и  Б (плос-

кость 1-1 на рис. 6.10), задана структура поля, которое с фазовой скоростью Vф 

распространяется по оси z. Через время  t2-t1 плоскость 2-2 переместится к 

плоскости 1-1. В точках А и Б направление вектора H
r

 окажется таким , каким 

оно было в плоскости 2-2  (при х - const) в момент времени t2. 

Рис.6.9 
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Направление вектора магнитного поля в точках наблюдения по мере пе-

ремещения волны будет меняться так, что в точке  А он поворачивается против, 

а в точке  Б  - по движению часовой 

стрелки. 

При х = 0 или x a=   вектор 

H
r

  направлен только вдоль оси z 

(линейная поляризация); при        

x=a/2  вектор  0H x H=
r r , т.е. направ-

лен только по оси х (линейная поля-

ризация). В зависимости от длины 

компонент вектора H
r

, может быть 

получена круговая и эллиптическая 

поляризации. 

 

     Задача №3 (Параметры волны) 

      В прямоугольном волноводе се-

чением  a х  b = 23х10 мм2 , с воздушным заполнением  возбуждаются  колеба-

ния с частотой  f = 15ГГц. 

Определить, какие типы волн могут распространяться в волноводе, их 

длины волн, фазовые и групповые скорости и волновое сопротивление? 

Решение 

Условие распространения волн (6.7) имеет, в нашем случае, 

вид   λλλλ0 < λλλλкр , 

Согласно (6.19), для  прямоугольного волновода 

                            
22 )()(

2
,

b

n

a

m
mnmn EH

кр

+
=λ ,   

m = 0,1,2,…;   n = 0,1,2, …. – для волн типа Нmn,; 

            и       m = 1,2,…;   n = 1,2,3, …. – для волн типа Еmn. 

Рис.6.10 
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Определяя критические длины волн  для разных типов волн и проверяя  

выполнение неравенства, мы выясним какие типы волн будут распространяться 

в волноводе.  

Для заданной частоты f , найдем λ0.    

         λ0=c/f = 3⋅1010/ 15⋅109 = 2 см.    

22
22 )3,2(

6,4

)
0,1

()
3,2

(

2

nmnm
кр

+
=

+
=λ                                                         (6.46) 

Изменять в (6.46) следует индексы m и  n , от малых значений до тех пор 

пока неравенство λ0 < λкр  перестает иметь место. Заметим,  чем меньше индек-

сы  m  и  n, тем больше длины критических волн при неизменных  a  и  b. Дан-

ные расчета заносим в таблицу 6.3. 

  Таблица 6.3 

m n λкр [см] 
Условие распространения  

2 см <  λλλλкрmn  выполняются ? 

Для какого типа вол-

ны 

1 0 4,6 Да Н10 

2 0 2,3 Да Н20 

3 0 1,53 Нет Н30 

0 1 2,0  Нет Н01 

1 1 1,84 Нет Н11, Е11 

2 1 1,016 Далее все типы волн не рас-

пространяются 

Диаграмма типов 

волн приведена ниже 

Вывод: в волноводе, заданного сечения, на частоте  15 ГГц  могут рас-

пространяться только два типа волны  Н10 и Н20.  

Определим для распространяющихся типов волн основные параметры: 

длину волны в волноводе (λВ), фазовую ( vф) и групповую (vгр) скорости и вол-

новое сопротивление (ZВ), используя формулы (6.8 − 6.13). но сначала найдем 

коэффициенты дисперсии  КdНmn (6.5), которым определяются основные пара-

метры волны. Для  распространяющихся волн коэффициенты дисперсии равны 
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22

10

2
1 1 0,90

2 4,6d HК
a

λ   = − = − =   
   

, 

2 2

20

2
1 1 0,49

2,3d HК
a

λ   = − = − =   
  

. 

Результаты расчетов параметров внесем в таблицу 6.4. 

 Таблица 6.4 

Тип 

волны 
Кd 

Bλ  

(см) 

Vф, 

м/c 

Vгр, 

м/c 

ZВ, 

Ом 

,
2

Bλ
πβ =

см

рад

 

Н10 0,9 2,22 3,3⋅108 2,7⋅108 419 2,823 

H20 0,49 4,08 6,12⋅108 1,47⋅108   769,4 1,539 

Что происходит с параметрами волн в случае крλ>λ ? 

Коэффициент дисперсии оказывается – мнимым: 

2 2

1 1d
кр кр

К i i
λ λ ξ

λ λ
   

= − = − =      
   

.  Так как здесь 1

2

кр

−










λ
λ=ξ   - чисто вещест-

венная величина, длина волны в волноводе в i

λλ
ξ

=   - величина мнимая, фазовая 

постоянная распространения приобретает вид 2
;

iπ ξβ
λ

= и влияет на фазовый 

член 
2 2

( )
i z

i z
i ze e e

π ξ π ξ
β λ λ

−
= = , который становится действительной величиной. 

Вывод: в случае крλ>λ  понятие длина волны, фазовая и групповая скоро-

сти теряют смысл, волновой процесс отсутствует, идет затухание поля по 

экспоненте.  

 

Задача №4 (Применение волноводов для определения ε ) 

Прямоугольный волновод заполнен диэлектриком. На частоте колебаний  

10 ГГц и типе волны Н10 фазовая скорость оказалась равной 0,5 от скорости 

света в свободном пространстве. Определить относительную диэлектрическую 

проницаемость наполнителя εr, если сечение волновода  23 х 10 мм2. 
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Решение 

Воспользуемся соотношением, связывающим продольное волновое число 

(β) с волновым числом в среде  (kε) и поперечным волновым числом (γ┴). 

  
2 2
0 rkβ ε γ ⊥= − ;                                               (6.47) 

где                     2
;

В фV

π ωβ
λ

= = 0

2 2
;

к р

k
π πγ

λ λ⊥= = .   

Из  (6.47) получаем выражение фазовой скорости в волноводе, заполнен-

ном диэлектриком    
2

0,5ф

r

c
v c

кр

λε
λ

= = ⋅
 

−  
 

. Откуда        
2 2

2

4 кр

r
кр

λ λ
ε

λ
+ ⋅

= .      (6.48) 

Величины                см6,4210 == аНкрλ .        
f

с=λ =3 см.  

Подставляя в (6.48) найденные величины длин волн, получим        

9 4 21,16
4,425

21,16rε + ⋅= = . 

Задача № 5 (Затухание волны) 

Определить затухание волны типа Н10 в отрезке прямоугольного медного  

волновода сечением 23 х 10  мм2,  длиной  2 м на частоте 8 ГГц. 

Решение 

Потери (L) в линии (в дБ) длиной l определяются  соотношением 

10lg 20 lg ,вхвх

вых вых

EP
L

Р Е
= = дБ                                                 (6.49) 

где     вхЕ - величина напряженности поля вначале отрезка (l=0), 

выхЕ - величина напряженности поля на выходе отрезка (l=2м). 

Так как                                   
l

вхвых еЕE α−= .                                         (6.50) 

Из (6.49) с учетом (6.50) получим  

  20 ( ) 8,68lL lg e lα α= = ⋅ ,                             (6.51) 
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согласно (6.22), коэффициент потерь (Нп/м) в стенках волновода равен 

2

10 2

0
0

2
1

2

1 2

S

H

b
R

a a

W b a

λ

α
λ

  ⋅ +  
   =
 ⋅ ⋅ −  
 

, 

параметры медных стенок     µсТ=4π⋅10-7  Гн/м;     σCu=5,8⋅107  См/м.  

Определяем величины  RS и αm
H10 

  
9 7

2
7

2 8 10 4 10
2,33 10

2 2 5,8 10
cT

SR
ω µ π π

σ

−
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = = ⋅

⋅ ⋅
,  Ом . 

10

2

2

2

20 3,75
2,33 10 1

23 4,6
0,017

3,75
377 0,01 1

4,6

H
mα

−
  ⋅ +  

   = =
 ⋅ −  
 

Нп/м . 

 

Ответ:  Потери мощности в волноводе длиной 2 м, согласно  (6.51), со-

ставят           3,02017,068,8 =⋅⋅=L  дБ. 

Задача № 6 (Плотность потока мощности) 

По прямоугольному волноводу сечением  а х b = 23 х 10 мм2 на волне ти-

па  Н10 передается мощность  15 Вт на частоте  10 ГГц. Определить  среднюю 

плотность потока мощности в точке  x= a/2, y=b/2. 

Решение 

Средняя мощность, переносимая волной  по волноводу (6.21) с учетом 

(6.5) и (6.11), определяется выражением 

2
20
0

0

1 2

4

ab Ea
P

W

λ − ⋅ 
 =  ,                                                   (6.52) 

Из (6.52) находится величина  Е0, затем определяется амплитуда поля Еу 

для любой точки сечения       
a

x
EEy

π
sin0= . 
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Среднюю по времени плотность потока  мощности  рср найдем из 

соотношения     
22 2

* 01 1 1
Re sin

2 2 2
y

ср y x
H H

E E x
p E H

Z Z a

π = ⋅ = =  
 

,   

где      
2

0

1y y
x

H

E E
H

Z W кр

λ
λ

∗ ∗
∗  

= = −  
 

. 

Окончательно средняя по времени плотность потока мощности в задан-

ной точке сечения волновода определяется       

( )2 2

20

2
0

sin 4 1
2

sin
2 1 ( )

ср

кр

x
W P

кр P xa
р

ab aW ab

π λ
λ π

λ
λ

  ⋅ ⋅ −    = =  
 ⋅ ⋅ −

. 

Откуда для  точки x= a/2, y=b/2           4 22 15
13,0 10 /

0,01 0,023срр Вт м
⋅= = ⋅
⋅

   

Вывод. Средняя плотность потока мощности в каждой точке х,у попереч-

ного сечения волновода  будет различная величина. 

Задача № 7 (Параметры волн при разных средах) 

В прямоугольном медном волноводе с воздушным заполнением ( 1rε = ) 

и сечением 26.185.2 ×=× ba  см2 распространяется волна типа Н10.  

Определить волновое сопротивление и коэффициент затухания волны в 

волноводе на частоте  f=7500 МГц. Во сколько раз увеличится коэффициент за-

тухания при заполнении волновода ситаллом ( 5,5rε = )? 

Решение 

По формулам (6.11) и (6.22) с учетом (6.5) находим волновое сопротив-

ление и коэффициент затухания волны в волноводе на заданном типе волны 

2 2 210
0

6

120 377 377
529,[ ];

3 10
1 1

2 2 2 7500 10 2.85

H

r

Z Ом

c
a fa

π

λε

= = = =
     ⋅− − −     ⋅ ⋅ ⋅     

 

22

1 2 2

22 0.1040,104
22

2 2

r

rr

r r

b cb
a faa a

c cb b
a f fa

ε

λ εε
α

λλ ε ε
=

      + ⋅ +    
        = = =

   − −      
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210

6

210 10

6 6

2 1.26 3 10
0.104 1

2.85 2 7500 10 2.85
0,8, [ / ]

3 10 3 10
1.26 1

7500 10 2 7500 10 2.85

дб м

  ⋅ ⋅+  ⋅ ⋅ ⋅   = ≈
 ⋅ ⋅−  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

При заполнении волновода ситаллом коэффициент затухания 

22 10

6

5,5 2 210 10

6 6

2 1.26 3 102
0.104 5,50.104

2.85 2 7500 10 2.852

3 10 3 10
1.26 5,5

2 7500 10 2 7500 10 2.85

r

r

r

b c

a fa

c c
b

f fa

ε

ε
α

ε
=

      ⋅ ⋅++       ⋅ ⋅ ⋅        = =
   ⋅ ⋅− −   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

мдб /1.1≈ ,   

т.е. почти в 1,4 раза коэффициент затухания  возрастает. 

Задача № 8 (Определение геометрии волноводов) 

 Определить размеры волновода, по которому на частоте f = 2450МГц 

должна поступать мощность от генератора к камере СВЧ печи на основном  ти-

пе волны. Определить максимальную величину поля Е в волноводе, если гене-

ратор СВЧ печи выдает мощность 1кВт. 

 Решение   

 Размеры волновода а×b следует определить для распространения основ-

ной волны H10. Условия распространения этой волны запишутся в виде 

  
10крH020крH λ<λ<λ   и 010крH λ<λ                    (6.53) 

 Учитывая (6.20) ,  определим b2,a,а2
01крH20крH10крH =λ=λ=λ .  

 Тогда условия (6.53) будут выполняться, если  размеры удовлетворить 

неравенствам    0 0;
2 2

а а b
λ λλ< < < < .  

  Возьмем, например, λ=λ= 4,0b;7,0а . А так как длина волны генератора 

см245,12
f

с ==λ , то получаются размеры волновода а = 8,57см; b = 4,9см.  
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 Амплитуда поля Е в волноводе на волне типа H10 определяется из (6.52) 

1
2

4

1 1
2 24 4

1000
19,42(120 )

8,57 4,9 10
2 2 11281,9

12,245
11

2 8,57

m

кр

Р

Вab
Е

м

π

λ
λ

− ⋅⋅ ⋅ ⋅= = =
      −   −     ⋅       

 

  Замечание: величина поля Е  не превышает пробивного напряжения 30кВ/см, 

при необходимости высота волновода в может быть уменьшена. 

  

6.3  Задачи для самостоятельного решения 

6.1. Определить мощность, переносимую волной типа Н10, в стандартном пря-

моугольном волноводе, имеющем поперечное сечение 2,286 x 1,016 см2 если 

амплитудное значение напряженности электрического поля  Emax =  = 105   В/м.  

Во всем ли диапазоне допустимых для распространения частот можно сохра-

нить эту мощность без пробоя? 

Ответ: В зависимости от частоты переносимая мощность  

меняется от 1 кВт (при λmin) до 0,5 кВт (при λmax).  

6.2. При изготовлении направленного фазовращателя в прямоугольный 

волновод ставится тонкая ферритовая пластина параллельно боковой стенке 

в том месте, где магнитное поле волны Н10  имеет  круговую поляризацию.  На 

каком расстоянии от боковой стенки волновода следует установить ферри-

товую пластинку в волноводе с размерами поперечного сечения 28,5 x 12,6 см2 

при рабочей частоте 9,1 ГГц? 

Ответ: на расстоянии 8,67 мм от боковой стенки. 

6.3. Определите с какой частоты начинается запредельный режим (пре-

кращается распространение волны) в волноводе прямоугольного  сечения  72 х 

34 мм2 для основного типа волны. 

Ответ: при   f < 2,083 ГГц. 

6.4. В прямоугольном волноводе максимальное значение поперечной со-

ставляющей тока проводимости  для волны  Н10 равно   j0x=1 A/м.  
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Чему будет равняться напряженность продольной составляющей магнит-

ного поля в точках  х =а/4;  y =b/2 и   x = 3a/4;  y=b/2? 

Ответ: Нz=0,705  А/м. 

6.5. Отношение волновых  сопротивлений волны Н11 и Е11 равно 2. На ка-

кой длине волны, выраженной в критических длинах волн, это возможно? 

Ответ: крλλ 5,0= . 

6.6. Величина напряженности электрического поля волны Н10 в точке  x=a/2;  

y=b/2 равна Еy = 20 В/м. Определить максимальное значение плотности тока 

смещения в волноводе, если рабочая частота  колебаний  f = 9 ГГц, волновод 

заполнен воздухом. 

Ответ:  jmax = 14, 145 A/м. 

6.7. В волноводе сечением  23 х 10 мм2 распространяется волна типа Н10, на 

частоте 10 ГГц. Как изменится волновое сопротивление волновода, если длину 

волны увеличить на  25%. 

Ответ:  31,1
1

2 =
W

W

z

z
. 

6.8. На частоте f = 10 ГГц затухание волны в волноводе, поперечное сече-

ние которого  23 х 10 мм2 по справочнику равно 0,25 дБ/м. На каком расстоя-

нии вдоль направления распространения волны величина поля  Е уменьшится 

на  20%? 

Ответ:  l = 19,2см.  

6.9. Напряженность электрического поля волны Н10 в точке x=a/3, y=0 

равна Ey=18  B/м. Чему равна плотность поверхностного заряда в средине (при 

а/2) широкой стенки волновода, заполненного воздухом? 

Ответ:  ξ = 0,184⋅10-9 Кл/м2. 

6.10. Чему равна относительная диэлектрическая проницаемость среды, 

заполняющей волновод, если длина волны λВ  в волноводе на основном типе 

волны  равна длине волны в свободном пространстве? 

Ответ: εr = 1+ (λ / λкр)
2. 
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6.11. Средняя плотность потока мощности в точке  x = a/3, y = b/2 для 

волны Н10 равна  рср= 500  Вт/м2. Волновое сопротивление волновода       ZН = 

500 Ом. Найти максимальную напряженность магнитного поля поперечной со-

ставляющей. 

Ответ:  
3

8=xmH    A/м. 

6.12. Изобразите для прямоугольного волновода структуру поля волн ти-

па Н20 , Н11, Е11  и ответьте, в каких точках поперечного сечения напряженность 

электрического поля всегда равна нолю?          

Ответ: при волне типа Н20 на боковых стенках и на линии раздела стенки 

а пополам;  при волне типа Н11 - в углах и центральном сечении; при вол-

не типа Е11 – в углах волновода.  

6.13.  В прямоугольном волноводе распространяется волна типа Н10. Най-

ти ширину волновода, если известно, что длина волны в волноводе при λ0=10см 

в четыре раза короче длины волны в волноводе при λ0=20см. 

Ответ:  11,18 см. 

6.14.Амплитудное значение напряженности электрического поля при 

волне типа Н10 в прямоугольном волноводе сечением 50 х 25 мм2 составляет 105 

В/м на частоте  7,5·109 ГГц. Определить величину амплитуды тока смещения.  

Ответ:   9,22 А. 

6.15. В каком отношении находятся волновые сопротивления волн E11 и 

H11 прямоугольного волновода при длине волны генератора, равной половине 

критической длины волны ( 0 2
КРλλ = )? 

Ответ:  
1111 4

3
HE WW =  

          6.16. В  круглом волноводе диаметром 5см, заполненном диэлектриком, 

распространяется  волна основного типа Н11. Частота колебаний 3ГГц. Опреде-

лить диэлектрическую проницаемость вещества, заполняющего волновод, если 

фазовая скорость волны в волноводе равна скорости света в свободном про-

странстве. 
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Ответ:  2.37rε =  

 6.17. В прямоугольном волноводе сечением  86 х 43 мм2 распространяет-

ся волна типа Н10 с частотой 2,45 ГГц и мощностью 1,5 кВт.. В максимум поля 

Е поместили листовой диэлектрик – стекло, размеры которого  а · в · с=5 · 43 · 

500, мм3 , вес 500г и электродинамические параметры    εr =5,2;    tg δ=0,01;  

γ=0,84 Дж/(г·К).  На сколько градусов нагреется стекло за 10минут пребывания 

в волноводе?  

Ответ:   ∆Т= 0,20С 

6.18. (Задача повышенной сложности). В круглом секционированном 

волноводе, выполненном из меди и заполненном  воздухом, распространяется 

волна Н01 на частоте 10ГГц.  Определить: радиус волновода;   основные пара-

метры волны  вλ , Фϑ , .грϑ ,Z w ,P .ПР , P .доп , 
01Hα ; максимальную величину продольного 

магнитного поля; амплитудное значение поверхностной плотности тока, иска-

жение передаваемого по волноводу импульса 10нсτ = на одном метре длины 

волновода; Получить уравнения векторных линий и изобразить структуру поля.  

Ответ:  .2.2 сма = ; =Λ В 5см ; ZW =200 [ ];Омπ  ZW =200 [ ]Омπ ; Н Z0 =4.23А/м; 

Sj = 4.23А/м; 01Н

мα =0.03 мдб / ; 







−=∆

21

111

дд ККc
t = .10166.0

103

05.0 9
8

с−⋅=
⋅

 

6.19. Определить диапазон частот, в пределах которого в круглом волно-

воде радиуса 2мм может распространяться только основной тип волны. 

 Ответ:  2,2 ÷ 2.85.ГГц. 

 6.20. В круглом волноводе радиуса  a=6 см , предназначенном для СВЧ 

разогрева диэлектриков, распространяется волна типа Е01. Частота колебаний  

2,45 ГГц, передаваемая по волноводу мощность 2 кВт.  

Определить максимальное значение продольной напряженности  элек-

трического поля. 

Ответ: ЕZmax = 136 В/м. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  1.  ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОГО АНАЛИЗА 

• Определение поля. Полем называется область пространства, в каждой 

точке которого определена некоторая величина. Если это скалярная величина – 

то поле называется скалярным, если векторная – то векторным. Примеры ска-

лярных полей : поля температуры в пределах комнаты, давления в околоземном 

пространстве, потенциала в заряженном конденсаторе. Примеры векторных по-

лей : поле скоростей движения воды в некотором участке реки, поле напряжен-

ности электрического поля в конденсаторе и т.п. Векторный анализ –

используется при исследовании векторных и скалярных полей методами диф-

ференциального и интегрального исчисления. 

• Системы координат. Каждая точка векторного или скалярного поля оп-

ределяется в пространстве своими координатами. Помимо прямоугольных (де-

картовых) координат в электродинамике широко используются криволинейные 

координаты : цилиндрические и сферические (рис. П1.1). Положение точки  оп-

ределяется координатами x.y,z- в прямоугольной, r,α,z – в цилиндрической, r,θ,α 

–в сферической  системах. Угол θ в сферической системе отсчитывается от оси 

z, а угол α в цилиндрической и сферической системах - от оси х до проекции 

точки наблюдения на плоскость хоу. Координата r в цилиндрической системе 

равна расстоянию от точки наблюдения до оси z, а в сферической – до начала 

координат. Координата r в сферической  системе координат называется также 

радиусом – вектором точки наблюдения. На рисунке П.1 показаны также еди-

Рис. П1.1 
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ничные вектора (орты) в каждой системе координат. Их направление соответ-

ствует направлению возрастания соответствующей координаты при неизмен-

ных других. Это орты ( ),, 000 zyx
rrr

 - в прямоугольной системе, ( ),, 000 zr
rrr α  - в 

цилиндрической и ( ),, 000 αθ rrr
r  - в сферической. Порядок перечисления ортов не 

является случайным, а соответствует правовинтовой системе координат. В ней 

направления ортов соответствуют направлению большого, указательного и 

среднего  пальцев правой руки, если им придать взаимно ортогональное на-

правление. В правовинтовой системе каждый орт может быть выражен через 

векторное произведение двух других. Например [ ]000 zyx
rrr = , [ ]000 xzy

rrr =  и т.д. 

При этом не должен нарушаться порядок следования координат при их цикли-

ческой перестановке. 

Связь между координатами в прямоугольной и цилиндрической систе-

мах определяется формулами      

       αcosrx = ,   αsinry = , zz = ,                                  (П1.1) 

 между прямоугольными   и сферическими координатами - -формулами 

θα sincosrx = ,    θα sinsinry = ,  θcosrz = .            (П1.2) 

 Элемент длины ld
r
в рассмотренных  системах координат имеет вид  

dzzdyydxxld 000 rrrr
++=  - в прямоугольной, 

dzzrddrrld 000 rrrr
++= αα   -в цилиндрической 

αθαθθ drrddrrld )sin(000 rrrr
++=  -в сферической  (П1.3 

 В этих выражениях коэффициенты при ортах определяют длины отрез-

ков, соответствующие приращению данной координаты. Так, в сферической 

системе при изменении координаты точки наблюдения θ на θ+dθ, точка смеща-

ется по дуге с радиусом r на расстояние r dθ. Коэффициенты, связывающие 

приращение длины и соответствующей координаты называются коэффициен-

тами Ламэ. В прямоугольной системе они равны  (1,1,1), в цилиндрической – 

(1,r,1), в сферической – (1, r,r·sinθ). С помощью коэффициентов Ламэ можно 



 162

определить элементы поверхности и объема в нужной системе координат. На-

пример, дифференциал (элемент) поверхности сферы равен  

αθθαθθαθ ddrdrrddldldS )sin()sin( 2 ⋅=⋅=⋅=   (П1.4) 

Элемент объема в сферической системе координат 

αθθαθ ddrdrdldldldV r )sin(2 ⋅=⋅⋅= . 

• Сведения из векторной алгебры. Напомним некоторые формулы, ис-

пользуемые при работе с векторами. Пусть  cba
rrr

,,  некоторые векторы, задан-

ные своими проекциями на оси х,у,z. Скалярное произведение векторов есть 

скаляр, который вычисляется по следующим правилам   

zzyyxx bababababa ++=⋅⋅=⋅ )cos(α
rr

,            (П1.5) 

где α угол между векторами  a
r

 и b
r

. 

• Векторное произведение двух векторов есть вектор перпендикулярный 

исходным, направленный в сторону движения  правого винта, если вращать от 

первого вектора ко второму по наименьшему углу. Величина векторного про-

изведения определяется так [ ] )sin(α⋅=⋅ abba
rr

. 

Проекции векторного произведения выражаются через проекции векторов 

ba
rr

 и следующим образом 

[ ] )()()(

       

      

   
000

0  00

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx babazbabaybabax

bbb

aaa

zyx

ba −+−+−==⋅ rrr

rrr

rr
    (П1.6) 

Двойное векторное произведение может быть вычислено как 

     [ ][ ] )()( baccabcba
rrrrrr −=⋅⋅    (П1.7) 

Для смешанного произведения существует правило перестановки 

[ ] [ ] [ ]acbbaccba
rrrrrrrrr ⋅=⋅⋅=⋅⋅       (П1.8) 

• Скалярное поле. Градиент. Характеристикой скалярного поля яв-

ляются поверхности уровня, на которых значение поля остается постоянным. 

Например, это поверхности в комнате, на которых температура воздуха одина-
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кова, сферические поверхности вокруг точечного заряда, на которых постоянен 

электростатический потенциал. Градиентом  скалярной функции  ϕ в точке М 

называется вектор, направление которого соответствует наибольшему возрас-

танию функции ϕ, а величина градиента равна  скорости изменения ϕ в этом 

направлении 

 on
n

Mgrad
r

∂
∂= ϕϕ )( ,                                            (П1.9) 

где 0n
r

 - единичный вектор нормали к поверхности уровня в данной точ-

ке, направленный в сторону возрастания функции. 

Выражения  градиента в различных системах координат имеют вид:   

 

α
ϕ

θ
α

θ
ϕθϕαθϕ

ϕ
α
ϕαϕαϕ

ϕϕϕϕ

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

)sin(
),,(

),,(

,),,(

00
0

0
0

0

000

rrr
rrgrad

z
z

rr
rzrgrad

z
z

y
y

x
xzyxgrad

rr
r

r
r

r

rrr

  (П1.10) 

Как видно, в эти выражения входят соответствующие коэффициенты Ла-

мэ.  Зная градиент функции можно определить производную по любому на-

правлению как проекцию градиента на это направление. 

   0lgrad
l

r
r ⋅=

∂
∂ ϕϕ

      (П1.11) 

Перечислим некоторые свойства градиента 

graduuFuFgrad

gradgradgrad

gradgradgrad

)())((

;)(

;)(

=
+=
+=+

ψϕϕψϕψ
ψϕψϕ

         (П1.12) 

• Векторное поле. Силовые линии. Векторной или силовой линией век-

торного поля называется линия, касательная к которой в каждой точке совпада-

ет с направлением вектора в этой точке. Например, радиальные силовые линии, 

исходящие из точечного заряда, или силовые линии магнитного поля провод-

ника с током в виде концентрических окружностей. Необходимо помнить, что 

силовая линия характеризует не величину вектора, а только его направление в 
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данной точке. Величина вектора (интенсивность векторного поля) обычно ха-

рактеризуют густотой силовых линий. 

 Согласно определению силовой линии, элемент касательной к ней парал-

лелен  вектору a
r
в каждой точке, У параллельных векторов проекции пропор-

циональны. Это приводит к следующим уравнениям для силовых линий  

zyx a

dz

a

dy

a

dx == ,        
zr a

dz

a

rd

a

dr ==
α

α
,        

αθ

αθθ
a

dr

a

rd

a

dr

r

)sin(==   (П1.13) 

Каждое из этих уравнений распадается на систему из двух дифференци-

альных уравнений, интегрирование которых приводит к уравнению силовой 

линии. 

Пример П1. 1. Найти векторную линию магнитного поля проводника с 

током   02
α

π
rr

r

I
H = ,  здесь r- расстояние от оси провода до точки М, I – ток в 

проводе. Выразим в цилиндрической системе координат орт 0αr через орты по 

осям z и r [ ] [ ]
r

rz
rz

rr
rrr ,

, 0
000 ==α .  Вектор yyxxr 00

rrr += , х и у- координаты точки 

наблюдения. 

Раскрывая векторное произведение, получим [ ] 00

000

0

0

100, yxxy

yx

zyx

rz
rr

rrr

rr +−== . 

Следовательно, 00

22
yx

r

I
xy

r

I
H

rrr

ππ
+−= . 

Дифференциальное уравнение векторных линий  запишется как:  
0

dz

x

dy

y

dx
==− ,   

откуда     222 Ryx =+ ,   и      cz = . 

Т.е. векторные линии в данном случае являются окружностями с центром 

на оси z. Конечно, эту задачу можно решить и в цилиндрической системе коор-

динат. Предлагается это сделать самостоятельно. 

• Поток векторного поля. Потоком векторного поля a
r

 через по-

верхность S называется поверхностный интеграл по поверхности S от скалярно-
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го произведения вектора a
r

 на вектор - площадку dSnSd 0r
r

= . Здесь 0n
r
нормаль к 

площадке dS. Направление нормали задается по условию задачи.   

                                            ∫ ∫==
S S

ndSaSda
rrφ .                                         (П1.14) 

В случае замкнутой поверхности нормаль всегда должна быть внешней.  

Свойства потока: 

1) Поток меняет свой знак с изменением направления нормали  

2) Поток векторного поля через несколько гладких частей поверхности ра-

вен сумме потоков вектора a
r  через каждую поверхность  

∑∫
=

=
m

i S

Sda
1

rrφ     .                   (П1.15)  

Пример П1.2. Определить поток вектора 0xa
rr =  через площадку перпен-

дикулярную оси х, имеющую форму прямоугольника 

со сторонами равными 1 и 2. (рис. П1.2).  

Решение. Согласно формуле   (П1.14) 

∫ ∫ ∫ ====
S S S

dSxxdSnaSda 2)( 000
rrrrrrφ . 

 При изменении направления, нормали на проти-

воположное поток меняет знак 2−=φ . 

Пример П1.3.  Вычислить поток радиус- 

вектора через замкнутую поверхность цилиндра 

радиуса R и высотой h (см. рис. П1.3). 

Решение. Искомый поток   

321 φφφφ ++= ,  где 321 ,, φφφ -потоки через по-

верхности   321 ,, SSS .Оценим поток через боко-

вую поверхность S1. На ней радиус-вектор равен 

zzRrr 00 rrr +=  . Элемент dSrSd 0r
r

= . Следова-

тельно: 

Рис. П1.2 

Рис. П1.3 
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hRRhRdSrzzRrsdr

S S

2

1 1

000
1 22)(

1 1

ππφ ==+== ∫ ∫
rrrrr , 

000

2

3 =−= ∫ dSzrr

S

rrφ ,   ,0.. 00 =zrкт
rr

 

2000

3

2 )( RhdSzhzrr

S

πφ =+= ∫
rrr

 

. Искомый поток hR2
31 3πφφφ =+= . 

 

• Дивергенция векторного поля.  Под дивергенцией вектора a
r

 в 

точке М  понимают предел отношения потока вектора a
r
через замкнутую по-

верхность вокруг т. М к объему, находящемуся внутри этой поверхности при 

стремлении  объема к нулю 

V

sda
Madiv V ∆

= ∫
→∆

rr
r

0lim)(  .                                 (П1.16) 

Это определение поясняет физический смысл дивергенции, как объем-

ной плотности потока вектора   a
r

 в точке M. 

Точка М, в которой 0>adiv
r

 называется источником. Если 0<adiv
r

 

точка М является стоком. Формула (П1.16)  дает инвариантное определение ди-

вергенции и, как из неё следует,  дивергенция есть скалярная функция точек 

пространства. 

Выражения  дивергенции в трех  системах координат имеют вид  

αθθ
θ

θ

α

αθ

α

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
=

a

r

a

rr

ar

r
adiv

z

aa

rr

ra

r
adiv

z

a

y

a

x

a
adiv

r

zr

zyx

)sin(

1))sin((

)sin(

1)(1

1)(1

2

2

r

r

r

 (П1.17) 

Свойства дивергенции: 

2121 )( adivadivaadiv
rrrr +=+  aCdivadivC

rr =  
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ϕϕϕ gradaadivadiv
rrr +=)(  

[ ] rotbarotababdiv ⋅−⋅=           (П1.17) 

 

Пример П1.3.  Вычислить rdiv
r

 в прямоугольной и сферической сис-

темах координат, где r
r

- радиус вектор, определяемый по формуле   

zzyyxxr 000 rrrr ++= .                                  (П1.18) 

Тогда, согласно (П1.17)    3=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

z

z

y

y

x

x
rdiv
r . 

Представим радиус вектор как rrr 0rr = . Тогда в формуле П1.17 для сфе-

рических координат проекция rar =  и  3
)(1 2

2
=

∂
⋅∂=

r

rr

r
rdiv
r

 

Из данных примеров следует, что вычисление дивергенции  не зависит 

от выбора системы координат. 

Пример П1.4.  Вычислить div  от произведения rzyx2
r

, где  r
r

- радиус 

вектор.  

Используя  третье выражение (П1.17), получим  для заданного условия 

)xyz2(gradrdivrxyz2)rxyz2(div ⋅+⋅= rr
.  И далее, решая каждое слагаемое, πпо-

лучим, что    xyz12)rxyz2(div =r
. 

• Теорема Остроградского – Гаусса. Поток вектора a
r

 через замк-

нутую поверхность S равен интегралу от дивергенции этого вектора, взятого по 

объему V, ограниченному этой поверхностью 

∫ ∫=
s v

dvadivSda .
rrr

                               (П1.19) 

 Пример П1.5 Решить задачу примера П1.3 с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса.  

Решение. Как следует из предыдущих примеров дивергенция радиуса –вектора 

равна 3. Поэтому интеграл в правой части (П1.19) будет равен 3V =3·πR2h, где 

V – объем цилиндра. Как видно, вычисление потока с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса значительно упростило решение задачи. Этот вывод спра-
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ведлив для большинства встречающихся задач вычисления потока, но, конечно, 

только для замкнутых поверхностей. 

• Циркуляция вектора.  Циркуляцией вектора a
r

 по замкнутому-

контуру L называется криволинейный интеграл вида 

∫=
L

ldaЦ
rr

                                          (П1.23) 

Элемент ld
r

 направлен по касательной в каждой точке контура L Направ-

ление элемента ld
r

 указывает направление обхода контура 

при интегрировании. 

Пример П1.6.  Вычислить циркуляцию векторного 

поля 
ooRa θαα
rrr ⋅+⋅= sin5 по контуру  L  - окружности  

с радиусом  R=1 (рис. П1.4). Направление обхода контура  - в 

положительном направлении сферической координаты ά.  

Решение. Определим αααθαα dRdRRlda 2000 )sin5( =⋅⋅+=⋅ rrrrr
 

При интегрировании по окружности угол ά изменяется от 0 до 2π. В результате 

получим Ц=2πR2. 

• Ротор векторного поля. Теорема Стокса. 

Ротором вектора a
r

  в точке М называется вектор равный пределу отношения 

следующего вида 

[ ]
V

Sda

Marot S
V ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(       (П1.21) 

На практике чаще определяют ротор как предел отношения циркуляции по кон-

туру в окрестности точки М к площади контура, при стремлении площади к ну-

лю. При этом определяется не сам ротор как вектор, а его проекция на нормаль 

к контуру.  

S

lda

Marot L
Sn ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(     (П1.22) 

Рис. П1.4 



 169

 Нормаль к контуру связана с направлением обхода контура правилом правого 

винта, когда нормаль направлена в сторону движения винта, если сам винт 

вращается в направлении обхода контура.  

Выражения для ротора в различных системах координат обычно представляют 

в виде определителей 

zyx aaa
zyx

zyx

arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

000 rrr

r
  в прямоугольной системе координат,   (П1.23) 

zr aara
zr

r

z

r

r

arot

α
α

α

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

0
0

0 r
r

r

r
 - в цилиндрической системе координат,  (П1.24) 

αθ θ
αθ

α
θ

θ
θ

arara
r

rrr

r

arot

r ⋅
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

sin

sinsin

00

2

0 rrr

r
 в сферической системе координат  (П1.25) 

Раскрываются эти определители по первой строке, как показано в фор-

муле П1.6. 

Теорема Стокса утверждает, что циркуляция вектора по замкнутому 

контуру L равна потоку ротора от этого вектора через поверхность S опираю-

щуюся на этот контур. 

∫ ∫ ⋅=⋅
L S

Sdarotlda
rrrr

     (П1.26) 

Как следует из теоремы Стокса  модуль вектора arot
r

 является плотно-

стью циркуляции. 

Свойства ротора: 

1. brotarotbarot
rrrr ±=± )( .2. aCrotarotC

rr =  

(П1.27) 
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2. [ ]agradarotarot
rr ⋅+⋅= ϕϕϕ )( . 

3.. aadivgradarotrot
rrr 2)( ∇−=  

Пример П1.7.   Вычислить циркуляцию вектора 0202 yxxya
rrr +−=  по 

контуру L – прямоугольному треугольнику, лежа-

щему в плоскости хоу. Длины катетов равны 

1.(рис. П1.5).  

 

Решение.  Воспользуемся теоремой Стокса 

и определим ротор вектора 

)22(

0

0

22

000

yxz

xy
zyx

zyx

arot +=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂= r

rrr

r
 

Вычислим далее интеграл по площади треугольника 

∫ ∫ ∫ ∫
−

=−=









−+−=+

1

0

1

0

1

0

1

0

2
2

3/2)1()1(
2

)1(
2)(2

y

dyydyyy
y

dxdyyx  . 

    Ответ: циркуляция равна 2/3. 

Пример П1.8.  Найти ротор вектора     ( )xyyx
R

I
H 0022

rr +−=
π

. 

R

I
zz

R2

I2

0xy
zyx

zyx

R2

I
Hrot 00

2

000

2 π
=

π
=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

π
= rr

rrr

r
. 

• Оператор Гамильтона (набла) 

В прямоугольной системе координат все введенные выше операторы 

(градиента, дивергенции и ротора) могут быть выражены через один символи-

ческий векторный оператор Гамильтона ∇ (читается «набла») 

ooo z
z

y
y

x
x

rrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ .                                    (П1.28) 

Рис. П1.5 
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С формальной точки зрения это – вектор, компонентами которого явля-

ются символы производных. Применяя этот оператор к скалярной функции  

φ(х.у.z), по  правилу умножения скаляра на вектор получим  выражение 

gradφ(x,y,z).              ϕϕϕϕϕ grad
z

z
y

y
x

x =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ 000 rrr

 

Легко также показать, что скалярное произведение наблы на вектор дает 

дивергенцию вектора, а их векторное произведение – ротор вектора. 

arotaadiva
rrrr =∇=∇    ,)(     (П1.29) 

Оператор ∇, обладая формально свойствами вектора и одновременно 

свойствами дифференциального оператора,  позволяет вычислять некоторые-

сложные выражения векторного анализа. Например, 

[ ][ ] aadivgradaaaarotrot
rrrrrr 2)()()( ∇−=∇∇−∇⋅∇=∇∇=  (П130).  

Здесь использовано правило раскрытия двойного векторного произве-

дения (П1.7). Появившийся при этом преобразовании оператор ∇2 называется 

оператором Лапласа и играет важную роль в электродинамике и вообще фи-

зике. Применительно к скалярной функции координат он выражается следую-

щим образом 

2

2

2

2

2

2
2 ),,(

zyx
zyx

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ϕϕϕϕ      (П1.31) 

Применительно к вектору, заданному в прямоугольной системе коорди-

нат он применяется к каждой проекции вектора, как к скаляру 

),,(),,(),,(),,( 2020202 zyxazzyxayzyxaxzyxa zyx ∇+∇+∇=∇ rrrr
 (П1.32) 

При использовании оператора набла необходимо иметь в виду: 

1) Оператор аналогичный оператору ∇ не может быть введен в цилинд-

рической или сферической системах координат. в этом нетрудно убедиться, ес-

ли ввести его так, чтобы ϕϕ grad=∇ . Но тогда adiva
rr ≠∇ )(  и [ ] arota

rr ≠∇ . 

2) Как отмечалось выше такие характеристики скалярных и векторных 

полей, как градиент, дивергенция и ротор являются инвариантными к выбору 

системы координат и поэтому соотношения, полученные с помощью оператора 
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∇ в прямоугольной системе остаются справедливыми и в другой, но записан-

ные через ротор, дивергенцию и градиент, т. е. без оператора ∇. 

3)Оператор Лапласа (иногда он обозначается символом ∆) в криволи-

нейных координатах применительно к скалярным функциям определяется как 

)(2 ϕϕ graddiv=∇ ,     (П1.33) 

а к векторным  - из соотношение (П1.30) 

arotrotagraddiva
rrr −=∇2     (П1.34) 

Оператор Лапласа в цилиндрической системе координат представляется 

в виде 

2

2

2

2

2
2 11

zrr
r

rr ∂
∂+

∂
∂⋅+








∂
∂⋅

∂
∂⋅=⋅∇=∆ ϕ

α
ϕϕϕϕ   (П1.35) 

 в сферической -  

2

2

222
2

2 sin

1
sin

sin

11

α
ϕ

θθ
ϕθ

θθ
ϕϕ

∂
∂⋅

⋅
+







∂
∂⋅

∂
∂⋅

⋅
+







∂
∂⋅

∂
∂⋅=∆

rrr
r

rr
 

 (П1.36) 

• Некоторые тождества векторного анализа. Приведем основные 

тождества векторного анализа. В их справедливости можно убедиться либо не-

посредственным вычислением, либо с помощью оператора набла. 

ϕϕϕ 2       ,0        ,0)( ∇≡≡≡ ) div(grad)rot(gradarotdiv  

[ ] adivgrada)adiv(arotagradarot
rrrrrr ϕϕϕϕϕϕ +⋅≡⋅+⋅≡    ,)(  

brotaarotb]badiv[aadivgradarotrot
rrrr

rrrrrrrr ⋅−⋅≡∇−=      ,)( 2   (П1.37) 

Векторные поля,  в которых 0=arot
r

 называются потенциальными. 

Если выполняется условие 0=adiv
r

 во всех точек внутри некоторой области, 

то поле в ней называется соленоидальным. Скалярные поля, удовлетворяю-

щие уравнению Лапласа, называются гармоническими.. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  2  
 

Метод разделения переменных в ЭЛЕКТРОСТАТИКЕ 
 

Два очень длинных электрода, изолированных друг от друга тонким сло-

ем диэлектрика, находятся под потенциалами   U1   и   U2.   Пространство между 

электродами частично заполне-

но средой – диэлектриком с ди-

электрической проницаемостью 

ε2 область II) ; для остальной 

среды (область I) диэлектриче-

ская проницаемость равна  ε1I=  

ε0.   Геометрия электродов пока-

зана на рисунке. Определить 

потенциал в любой точке внутри 

области, охватываемой электродами. 

Решение В задаче в пространстве между электродами заряды отсутствуют  (ρ= 

0),   поэтому для определения потенциала в любой точке используется уравне-

ние Лапласа   0=ϕ∆ .                                                             (П2.I) 

•  Так как по условию электроды бесконечны вдоль оси  z, то отыски-

ваемое поле не зависит от координаты  z , т.е.   0
z

∂ =
∂

. 

•  Так как пространство внутри электродов заполнено двумя средами 

- ε2 и ε0, то для решения уравнения (П2.I), разбиваем его на I и II области, в ко-

торых параметр среды    εi=const. 

•  Геометрия электродов определяет выбор прямоугольной системы 

координат для уравнения Лапласа,   для нашего случая 

      0
yx 2

2

2

2

=
∂

ϕ∂+
∂

ϕ∂ .                                                  (П2.2) 
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Уравнение (П2.2) дифференциальное второго порядка в частных произ-

водных решается методом разделения переменных, основные этапы которого 

следующие: 

1. Ищем решения в виде  )y(Y)x(X)y,x( =ϕ .       (П2.3) 

2.  Подставляем (П2.3) в (П2.2) и полученное выражение делим на 

(П2.3), тогда         0
y

Y

Y

1

x

X

X

1
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂ . 

Каждое из слагаемых зависит от одной переменной  -    x    или   y,  и  при 

любых   x    и    y сумма  всегда равна 0. Это возможно в случае, когда каждое из 

слагаемых равно    const.   Пусть        

,
x

X

X

1 2
2

2

λ−=
∂
∂

  .
y

1 2
2

2

λ=
∂

Υ∂
Υ

                   (П2.4) 

3.  В выражениях   (П2.4можно перейти от частных производных к пол-

ным  

d

dx

2

2
2 0

Χ
Χ+ =λ ,    

d

dy

2

2
2 0

Υ
Υ− =λ .           (П2.5) 

Характеристическое уравнение для X в  (П2.5) 
p 2 2 0+ =λ

, откуда    p i= ± λ;                          

 а решение можно записать  в виде  

     xixi BeAeX λλ −+=   или     xsinBxcosA λ+λ=Χ λλ
.             (П2.6) 

Если  λ=0,   то     
d

dx

2

2 0
Χ

=  и решение Χ0 0 0= +A x B .                          (П2.7) 

Аналогично решается для Y в (П2.5). Характеристическое уравнение   

p2 2 0− =λ ,   p = ±λ,   

Тогда  Υ = + −C e D ey y
λ

λ
λ

λ    для всех   λ   кроме 0.     (П2.8) 

Для   λ=0,   
d Y

dy

2

2 0= , откуда   Y C y D0 0 0= + .                 (П2.9) 

4. Запишем решение уравнения (П2.2), подставив (П2.6÷П2.9), 

))(sincos())((),( 0000
yy eDeCxBxADyCBxAyx λ

λ
λ

λλλ λλϕ −+++++=               (П2.10) 
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5. В уравнение Лапласа не входят в явном виде диэлектрические посто-

янные   ε0   и   ε2, поэтому решения по форме в обеих областях должны быть 

идентичными. Однако постоянные    Aλ,   Bλ, Сλ и   Dλ    для каждой области 

должны быть свои. В самом деле, граничные условия для обеих областей раз-

ные, а постоянные как раз должны определяться, исходя из этих условий. Что-

бы различать выражение для   φ   в различных областях, наделим индексом   I   

потенциал и постоянные первой области, и индексом II –  величины, относя-

щиеся ко второй области.   Тогда 

×++++= )sincos())(( 00 xBxADyCBxA III
o

II
o

I
I λλϕ λλ )eDeC( yIyI λ−

λ
λ

λ + ;    (П2.11) 

×++++= )sincos())(( 0000 xBxADyCBxA IIIIIIIIIIII
II λλϕ λλ ).eDeC( yIIyII λ−

λ
λ

λ +     (П2.12) 

6.  Для того чтобы потенциал был полностью определен, необходимо вы-

полнить все условия теоремы единственности: 

•  ∆φ = 0   во всякой точке, не принадлежащей границе и не содер-

жащей сосредоточенных зарядов. Это условие выполнено; 

•  потенциал φ должен быть конечен, однозначен, непрерывен в лю-

бой межэлектродной точке; 

•  на поверхности металлических тел должно быть    φ = const; 

•  должны быть заданы либо потенциалы тел проводящих   φ1,   φ2,   

φ3 , либо заряды     q1,   q2,    q3 … 

Из перечисленных условий мы, кроме первого, полагаем заданными, но не 

использованными, называемыми граничными условиями. 

 

Область II Область I 

a) ϕ II IU=   при   x=0,  0<y<d1; (П2.13)                           a)  ϕ I IU=  при x=0,  d1<y<d;   

(П2.16) 

б) ϕ II IU=  при  y=0,   0<x<L;   (П2.14) б) ϕ I IU=  при x=L, d1<y<d;     

(П2.17) 

в) ϕ II IU=   при x=L, 0<y<d1. (П2.15) в) ϕ I IU=     при y=d,  0<x<L.  (П2.18) 
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Подставим в решение  (П2.12) граничные условия (П2.13÷ П2.15). 

Сначала на решение  (П2.12) налагаем граничное условие (П2.13),   получим 

        
yIIyIIIIIIIIII eDeCADyCBU λ

λ
λ

λλ
−+++= ()( 0001 . 

В этом уравнении правая часть есть функция от y, тогда как левая часть 

постоянная. Удовлетворить этому равенству можно, если положить: 

                  U B Do
II

o
II

1 =                                                                (*) 

)(0 00
yIIyIIIIIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ
−++=                                        (**) 

Чтобы уравнение (**) выполнялось, достаточно потребовать, чтобы каждое 

слагаемое равнялось 0. Если в дальнейшем окажется, что затребовано очень 

много и задача не решается, мы пересмотрим это требование. Поэтому 

,000 =yCB IIII                                                   (***) 

A C e D eII II y II y
λ λ

λ
λ

λ( ) .+ =− 0                                       (****) 

Из уравнения  (*)   и   (***)   следует, что 

0CII
0 =  .                                                           (П2.19) 

Из уравнения   (****)   имеем 2 выражения: 

либо                                         AII
λ = 0,             (П2.20а) 

либо                                  C e D eII y II y
λ

λ
λ

λ+ =− 0 .              (П2.20б) 

В (ПБ.20б) обе константы одновременно не могут быть равны 0, так как 

тогда обращается в 0 второе слагаемое в (ПБ.12). Остается принять, что                                      

AII
λ = 0.                                                                (П2.21) 

Найденные   A CII II
λ , 0    подставим в                        (П2.12), 

( )yIIyIIIIIIII
II eDeCxBxDAU λ

λ
λ

λλ λϕ −+++= sin001 .    (П2.22) 
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Определим, какие ограничения налагает на потенциал граничное условие 

(П2.14):                при   y = 0 ,  х - любом                     φII = U1.  

Используя это равенство, получим 

                ( )IIIIIIIIII DCxBxDAUU λλλ λ +++= sin0011  

или 

                      ( ) 0sin00 =++ IIIIIIIIII DCxBxDA λλλ λ . 

Для выполнения полученного соотношения достаточно потребовать 

   0,000 =+= IIIIIIII DCиDA λλ . 

Откуда следует, что        
IIIIII CDиD λλ −== ,00 .                            (П2.23) 

Потенциал (П2.22) с учетом  (П2.23) примет вид 

yshxbU II
II λλϕ λ ⋅+= sin1 ,                        (П2.24) 

где   b B CII II II
λ λ λ= 2 . 

Удовлетворим потенциал (П2.24) граничному условию (П2.15) 

yshLbUU λλλ ⋅+= sin11 , 

откуда                                       0sin =⋅ yshLb λλλ . 

Это равенство выполняется если bλ = 0, но это невозможно, так как при 

этом 1II U≡ϕ , что противоречит другим условиям, либо при  .0Lsin =λ    От-

сюда       λ πL n= ,  где ...3,2,1n = ; или     λ
π

=
n

L
.  

Постоянная величина λ имеет много значений, а это означает, что потен-

циал должен иметь сумму частных решений от 1 до  ∞. Выражение для   φII    

принимает теперь вид 

ϕ
π π

II n
II

n

U b
n

L
x sh

n

L
y= + ⋅

=

∞

∑1
1

sin .               (П2.25) 

Здесь нельзя сказать, что выражение для потенциала ϕ I  будет аналогич-

ным уравнению (П2.25), так как, хотя общая форма  решения для   φ   (П2.11) 

будет  подобна (П2.12), но граничные условия в этой области другие. Поэтому 
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(П2.11) следует удовлетворить граничным условиям (П2.16÷  П2.18). Продела-

ем соответствующие подстановки.  Условие (П2.16) подставлено в (П2.11)    

)()( 0
yIyIII

o
II

oI eDeCADyCB λ
λ

λ
λλϕ −+++= .   

Откуда   B D UI I
0 0 1= ;       0)(00 =++ − yIyIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ . 

Рассуждения аналогичные, вышеприведенным дают 

C I
0 0= ,    AI

λ = 0.                           (П2.26) 

Подставим (ПБ.26) в (ПБ.11), получим 

)(sin001
yIyIIII

I eDeCxBxDAU λ
λ

λ
λλ λϕ −+++= . 

Обозначая A D aI I I
0 0 0= ;   III bDB λλλ = ;   D B dI I I

λ λ λ= ,  получим решение 

1 1 0 sin .I I y I yU a x x b e d eλ λ
λ λϕ λ − = + + ⋅ +              (П2.27) 

Условие (П2.17) подставим в (П2.27) 

[ ].sin011
yIyII edebLLaUU λ

λ
λ

λλ −+++=  

Откуда следует       a I
0 0=   и   [ ] 0sin =+ − yIyI edebL λ

λ
λ

λλ . 

Это возможно только когда   sin λL=0 , а  λL=nπ, где n=0, 1, 2…∞. 

С учетом полученных соотношений 

ϕ
π π π

I n
I

n

L
y

n
I

n

L
y

n

U
n

L
x b e d e= + +










−

=

∞

∑1
1

sin .                      (П2.28) 

Условие (П2.18) дает  

U U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
2 1

1

− = +










−

=

∞

∑sin .
π π π

             (П2.29) 

Как видно, ни одна из констант  bn
I ,    dn

I
   из этого выражения не опре-

деляется сразу. Оставим  пока (П2.29) в запасе. 

Хотя граничные условия на металлических поверхностях использованы 

полностью, часть констант осталась не определенной. Но осталось еще не ис-

пользованным требование теоремы единственности о том, что потенциал дол-
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жен быть непрерывной функцией координат. Используем условия, налагаемые 

на потенциал на границе 2-х диэлектриков. 

 ϕ ϕI II=   при   y=d1;   0 < x< L , 
nn

III

∂
∂ϕε

∂
∂ϕε 12 =  при   y=d1, 0 < x< L,    (П2.30)                         

причем в данном случае 00 yn
rr =  - производная по нормали к границе эквива-

лентна производной по y. Потенциалы   (П2.25)   и   (П2.28)   подчиняем усло-

виям  (П2.30). 

U b
n

L
x sh

n

L
dn

II

n
1 1

1

+ ⋅ =
=

∞

∑ sin
π π

U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
1

1

1 1+ +










−

=

∞

∑sin
π π π

;   (П2.31a) 

∑
∞

=

−









−









1
2

11

sin
n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n edebx

L

n

L

n ππππε = 1
1

1 sin d
L

n
chx

L

n

L

n
b

n

II
n

πππε ∑
∞

=








.       (П2.31б) 

Каждая из сумм равенств (П2.30) и (П2.31) представляет собой ряд Фурье 

по функциям x
L

n
sin

π .   Равенства утверждают, что соответствующие ряды рав-

ны. Это возможно, когда равны коэффициенты при одинаковых функциях 

x
L

n
sin

π . Приравнивая эти коэффициенты, получаем систему алгебраических 

уравнений для  величин b b dn
I

n
II

n
I, , . 

b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1+ =
−

;                                     (П2.32) 

121

11

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεε
ππ

=







−

−
.                       (П2.33) 

Если в (П2.32), (П2.33) зафиксировать какое-либо n, то получим систему 

двух уравнений с тремя неизвестными b b dn
I

n
II

n
I, , . Одного уравнения не хватает. 

Для получения этого уравнения следует использовать (П2.29), удовлетворив 

условиям на границе 

       12
1

sin UUedebx
L

n

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n −=








+∑

∞

=

−
πππ

,  при   0<x<L; y=d.         (П2.29а) 

Для определения констант, стоящих под знаком суммы, следует восполь-

зоваться свойством ортогональности функций   x
L

n
sin

π . 
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∫






=

≠
=π⋅πL

0
kn,

2

L
kn,0

dxx
L
k

sinx
L
n

sin
K

K

 

Помножим (П2.29а) на   x
L

kπ
sin    и проинтегрируем по   x.   Тогда для 

правой части уравнения получим интеграл 

        ( ) ( )2 1
2 1

0

2
sin

0

L L
при k нечетнU Uk x

U U dx k
при k четнL

π
π

 −− = 


∫  

Слева получается сумма интегралов, однако все слагаемые этой суммы 

равны нулю при n k≠    в силу ортогональности функций. Отлично от нуля 

лишь слагаемое, когда n k= , равное   [ ]
2

L
edeb

d
L

k
I
k

d
L

k
I
k ⋅+

− ππ

. 

В результате, из уравнения (ПБ.29а)  получаем соотношения 

( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
+ = −

− 4
2 1      при    n = 135, , ...        (П2.34) 

и                 b e d en
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

+ =
−

0 .                       при  n = 2 4 6, , . 

Уравнения  (П2.32) ,  (П2.33)   и   (П2.34) – есть  системы  трех уравнений 

для определения трех неизвестных.  

                      b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1 0+ − =
−

;     

                      01211

11 =−−
−

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεεε
ππ

; 

   ( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
1 1 4

2 1+ = −
−

. 

Составляем определитель и решаем 
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1 1

1 1

1 1

1

1 1 2 1

0

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n
e e sh d

L

n
e e ch d

L

e e

π π

π π

π π

π

πε ε ε

−

−

−

−

∆ = − − ⋅
=                         (П2.35) 

= ( ) ( )




 −+⋅−⋅− 1111122 dd
L

nd
chd

L

n
shd

L

n
chdd

L

n
sh

πεππε ; 

( ) 




 +⋅−−=∆
−

1112121

14
d

L

n
shd

L

n
cheUU

n

d
L

n πεπε
π

π
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( ) 




 −⋅−=∆ 1112122

14
d

L

n
shd

L

n
cheUU

n

d
L

n πεπε
π

π

; 

( )12
1

3

8
UU

n
−−=∆

π
ε

,                       откуда 

( ) ( )111112

111212

1

)(2

dd
L

n
chd

L

n
shd

L

n
chdd

L

n
shn

d
L

n
shd

L

n
cheUU
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d
L

n

I
n

−+−




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 +⋅−
=

−

ππεππεπ

πεπε
π

;           (П2.36) 

( ) ( )111112

111212

1

)(2

dd
L

n
chd

L

n
shd

L

n
chdd

L

n
shn

d
L

n
shd

L

n
cheUU

d

d
L

n

I
n

−+−






 −⋅−−
= ππεππεπ

πεπε
π

;              (П2.37) 

( ) ( )111112

121 )(4

dd
L

n
chd

L

n
d

L

n
chdd

L

n
shn

UU
b II

n

−+−

−
= ππεππεπ

ε .                       (П2.38) 

Выражение для потенциала в каждой из сред с учетом (П2.36), (П2.37), 

(П2.38) можно записать в виде: 

а) для (П2.28) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 ( (
2 12 1 1 1 1 1

sin(
1

1,3,5... ( (
2 11 1 1 1

) )

)

) )

n n n n
U U ch d sh y d sh d ch y d

nL L L LU x
I n n n n Ln n ch d sh d d sh d ch d d

L L L L

π π π π
ε ε

π
ϕ

π π π π
π ε ε

− ⋅ − + −∞
∑= +

= ⋅ ⋅ − + −
       (П2.39) 

              в области        d1<y<d                                                         
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( )
( ) ( )( (

2 11 1 1 1
) )

4 ( )
2 1 1 sin( )

1
1,3,5... n n n n

n ch d sh d d sh d ch d d
L L L L

n
U U sh y nLU x

II Ln π π π π
π ε ε

πε πϕ
⋅ ⋅ − + −

−∞
= + ∑

=
  (П2.40) 

               в области         0<y< d1                                     

Можно проверить правильность решения, приравняв 111 ϕϕ = при y=d1. Как 

видим равенство имеет место, граничное условие выполнено. 

Частным случаем этого решения  является решение для  однородного ди-

электрика ( εεε == 21 ) и d =d1. Для этого случая получаем 

( )
ϕ

π

π π
π

II
U

U U sh
n

L
y

n sh
n

L
d

n

L
x

n
= +

−

⋅=

∞
∑1

4
2 1

1 3 5
sin

, , ...
.                   (П2.41) 

Используя выражение  (П2.41), можно найти распределение потенциала в 

плоском конденсаторе. Для этого представим, что   L → ∞ .    

Тогда  

n n
sh y y

L L

π π≈ ,     sh
n

L
d

n

L
d

π π
1 1→ ,   а  

s h
n

L
y

s h
n

L
d

y

d

π

π
1

1

≈  

и, следовательно, 
( )

ϕ
π

π
II

U
y

d

U U

n

n

L
x

n
= +

−

=

∞
∑1

4
2 1

1 3 51

sin
, , ...

,  n = 135, , ... , 

Граничные  условия, очевидно, выполняются: 

     при у=0      11ϕ =U1;         при у=d 1     1
...5,3,1

sin
4

)(
1 12 ∑

∞

=
−+=

n
x

L

n

n
UUU

II
π

π
ϕ ,  

 а так как  сумма при n ∞→  стремится к 1, то ϕ II U= 2 .  

     В результате получается формула, позволяющая построить распределение 

потенциала в плоском конденсаторе при заданных потенциалах U1,U2 на элек-

тродах:    

               ϕ II U
y

d
U U= + −1

1
2 1( ) .                                                            (П2.42) 
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